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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilan simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

x) Faktoriyel fonksiyonu

H (x,s) Tek noktali Green fonksiyonu

G(x,s) Green fonksiyonu

I'(x Gamma fonksiyonu

C(0,1) C(0,1) aralifinda tamimlh ve siirekli tiim reel degerli
fonksiyon uzay1

C(RT,RT) (RT,RT) arahiginda tammh ve siirekli tim reel degerli
fonksiyon uzay1

D'f(x) f(x) fonksiyonunun tiirevi

D~ f(x) f(x) fonksiyonunun belirsiz integrali

“1f(x) f(x) fonksiyonunun a’dan x’e belirsiz integrali

D%y(x) y(x) fonksiyonunun &-yinci basamaktan Riemann-Liouville
kesirli tiirevi

CDSy(x) y(x) fonksiyonunun &-yinci basamaktan Caputo kesirli
tiirevi

D %y(x) y(x) fonksiyonunun &-yinci basamaktan kesirli integrali

Kisaltmalar Aciklamalar

Es. Esitlik/Egsitsizlik



1. GIRIS

Kesirli analiz, n tam say1 iken n-inci tiirevin n tam say1 olmadiginda genellestirme yapilip
yapilmayacagi sorusu ile ortaya ¢ikmustir. L’Hopital, bu soruyu ilk olarak 30 Eyliil 1695

yilinda ortaya atmigtir. O giin; L’Hopital f(x) yeterince diizgiin bir fonksiyon olmak iizere

D"f(x)

Dx

y = f(x) fonksiyonunun n-inci tiirevi i¢in Leibniz’in notasyonu hakkinda Leibniz’e
bir mektup yazdi. L’Hopital n = % oldugunda sonucun ne oldugunu merakla sordu. Leibniz,
bunun "bir giin faydali sonuglarin elde edilecegi acik bir paradoks (aykiri diisiince)"
olacagini soyledi [1]. Bu benzeri goriilmemis tartismanin ardindan, kesirli analiz konusu

cogu dogrudan veya dolayli olarak gelisimine katkida bulunan Euler, Laplace, Fourier,

Lacroix, Abel, Riemann ve Liouville gibi biiyiik matematikg¢ilerin dikkatini cekti.

1819 yilinda Lacroix, kesirli bir tiirevden bahseden bir makale yayinlayan ilk matematikci

oldu [2]. Lacroix, m € Z™ igin y = x™ ile baglayarak n-inci tiirevini m > n i¢in

'y dw oml
= = 1.1
dx"  dx*  (m—n) N (1.D

buldu.

Genellestirilmis faktoriyel icin Legendre’nin I' semboliinii kullanarak Es. (1.1)) esitligini

dy d'x"  T(m+1)

= = m=n 1.2
dx"  dx" F(m—n—i—l)x (1.2)

1
seklinde yeniden yazdi. Son olarak, m =1 ve n = 3 alarak

dl/Zy B dl/Zx B 2\/)_6

dx'/2 dx1/2 VT (1.3)

elde etti. Ancak kesirli iglemlerin ilk kullanimi Lacroix tarafindan degil, 1823 yilinda Abel
tarafindan yapilmustir [2]]. Baslangi¢ noktasindan bagimsiz olan diizgiin yercekimi altindaki
bir nesnenin azalan zamanin temsil eden bir egrinin seklini belirleme problemi olan
Tautochrone probleminin formiiliinde ortaya ¢ikan bir integral denklemin c¢oziimiinde,

kesirli analiz uygulandi.



Simdi tezimizde onemli bir yere sahip olan Green fonksiyonunun kisa bir tarihcesinden
bahsedelim. Adi ve Kismi diferensiyel denklemlerde sinir deger problemleri matematigin,
matematiksel fizigin ve uygulamali bilimlerin ayrilmaz bir parcast olmustur. Bu sinir deger
problemlerine karsilik gelen Green fonksiyonu, Matematikg¢iler, Fizikciler ve Uygulamali
Bilim adamlarinin dikkatini ¢eken 6nemli bir konu haline gelmistir. Green fonksiyonu ilk
kez 1828 yilinda Ingiliz Matematikci George Green tarafindan belirli mekanik
problemlerde ozellikle de yay problemlerinde "etki fonksiyonu" ve "potansiyel" olarak
fiziksel yorumlama ile tanitilmis olsa da giiniimiizde Green fonksiyonu gelistirilmis ve

yaygin olarak kullanmilmistir [3].

Kisaca Green fonksiyonunundan bahsedecek olursak; homogen sinir sartlarina sahip L
diferensiyel operatér olmak itizere Ly(x) = f(x) denklemi f(x) = O icin sadece agikar
coziime sahip ise karsilik gelen lineer operatoriin tersi vardir ve onun ters operatorii
L~'f(x), Green fonksiyonu G(x,s) ile tammlanan bir integral cekirdegi ile karakterize

edilir. Homogen sinir sartlarina sahip Ly (x) = f (x) denkleminin ¢6ziimii x € [a, b] i¢in

Y=L 10 = [ Gles) F(5)as (4

ile verilir [4]. Bu tezde, kesirli sinir deger problemine karsilik gelen Green fonksiyonu

yardimiyla en iyi olasiliga sahip yeni Lyapunov tipi esitsizlikler elde edilmistir.

Simdi ise Lyapunov esitsizliginin tarih¢esinden kisaca bahsedilsin. XIX. yiizyilin sonlarinda

Rus asilli matematik¢i, Lyapunov

Y'(x) +qx)yx) =0,a<x<b
y(a) =y(b) =0

(1.5)

adi sinir deger probleminin agikar olmayan bir ¢oziimii i¢in ¢ (x) reel degerli ve siirekli bir

fonksiyon olmak iizere

4 b
< [ las)lds (1.6)

esitsizligini elde etti. O tarihten sonra bu esitsizlik Lyapunov esitsizligi olarak adlandirildi.



Giintimiize kadar cesitli esitsizlikler arasinda Lyapunov esitsizligi biiyiikk 6neme sahip
olmustur ve matematigin bircok dalinda uygulamasi mevcuttur. Lyapunov esitsizliginin
bircok genellemesi diferensiyel, fark, zaman skalasi ve g-analizde yer alan salinimlilik,
diskonjuge, ©Ozdeger problemleri, kararlilik, varlik-teklik ve diger uygulamalar igin
kullanigh bir ara¢ olmus ve bir¢ok yazarin dikkatini buraya ¢ekmeyi basarmis bir konudur.
Lyapunov tipi esitsizlik elde etmek icin bir ¢cok yontem vardir. Tezimizde bunlardan en
kullanighh ve en iyi olasilig1 elde etmeye yardimci olan, Green fonksiyonu yardimiyla

Lyapunov tipi esitsizlik elde edilmesi kullanilacaktir. Bu metod asagidaki gibidir:

Es. (1.4)’de de ifade edildigi gibi Es. (I.5]) problemine karsilik gelen Green fonksiyonu

(X_Z)&’agsgx

_ —d

G(X,S)—— (S—a)(b—X) x<s<b (17)
b—a T

olmak iizere Es. (I.5]) problemine denk olan

v = [ Gs)al)v()ds (1.8)

integral denklemi geklinde yazilabilir. y(x), Es. (1.5)) probleminin agikar olmayan ¢oziimii

veE

|y (x0)| = maks |y (x)| (1.9)

a<x<b

olmak tizere

b
()] < by (o0} maks |16 ()l la (s)| ds (1.10)
a<x<b.Jq
veya
b
1 < mak. G d 1.11
< maks [71G(x,9)/[q ()] ds (1)

[

elde edilir. G4 sabit olmak iizere 0 < maks |G (x,s)| = Gpaks ise Es. (1.1

"den Es. (1.5)
a<x,s<b




adi sinir deger problemi i¢in

1 b
</a 1q(s)|ds (1.12)

Gmaks a

—da

Lyapunov esitsizligi elde edilir. Aslinda, Es. problemi icin G5 = b oldugundan
Es. (1.6) klasik Lyapunov esitsizligi elde edilir. Ayrica, bu 4 sayisinin en iyi olasilik oldugu
gosterilmigtir [5]. Hazirladigimiz bu tezin ikinci boliimiinde temel tanimlar, teoremler,
sonuglar ve drnekler verilecektir. Ugiincii boliimde ise kesirli simir deger problemi igin elde
edilen Lyapunov tipi esitsizliklerine iligkin sonuglar tarihsel siire¢ icerisinde sistematik bir
bicimde sunulacaktir. Son bélimde 1 < & <2,3 <& <4ven—1<& <nolmak iizere

E-yinci basamaktan kesirli sinir deger problemleri i¢in elde edilen Green fonksiyonu

yardimiyla yeni ve orijinal Lyapunov tipi esitsizlikler verilecektir.



2. TANIMLAR VE TEOREMLER
Bu tezde, ihtiya¢ duyulan bilgiler ve teoremler verilecektir.

2.1. Temel Kavramlar

2.2. Gamma Fonksiyonu

Bu alt boliimde, Leibnitz formiilii ve faktoriyel fonksiyonunun tanimlari verildikten sonra

Gamma fonksiyonunun tanimi ve bazi temel 6zellikleri verilecektir.

2.2.1 Tanim (Faktoriyel Fonksiyon)

Kesirli analizde karsilagilan en ilgin¢ fonksiyonlardan biri x®) jle gosterilen faktoriyel

fonksiyonu veya kuvvetidir. x € R ve I' (x) Gamma fonksiyonu olmak iizere

(a) k € ZTicinx® =x(x—1)(x—2)...(x—k+1)

(b) k = 0iginx® =1
1
(c)x # kvekeZ iginx (x+1) (x+2)...(x—k)
. C(x+1)
w_ T+l
(d) k ¢ Ziginx T(x—kt1)

seklinde tanimlanan fonksiyona faktoriyel fonksiyon denir.

2.2.2 Tamim (integralde Leibnitz Formiiliiniin Tanimi)

f(x,t) bir D= {(x,t) :a <x < b, c <t <d} dikdortgensel bolgesinde tanimli, ug (x) ve

uj (x) fonksiyonlart a < x < b araliginda tanimli iki fonksiyon olmak tizere

up (x)
0 (x) = / o o9)ds @.1)

seklinde ifade edilen ¢ (x) fonksiyonu integral yardimiyla tanimlanmig bir fonksiyondur.



Integral yardimiyla tamimlanmig ¢ (x) fonksiyonunun tiirevi,

2f (x:5) |
X

uj (x)
0 ()= f (e () () — f (o () )+ [ 5 22

seklindedir. Bu formiil, integral yardimiyla tanimlanan fonksiyonlarda Leibnitz formiilii

olarak bilinir.

Gamma fonksiyonu, faktoriyel fonksiyonun karmasik sayilar ve tam sayr olmayan reel

sayilar icin genellemesi olan bir fonksiyondur.

2.2.3 Tanim (Gamma Fonksiyonu)

Gamma fonksiyonu 0 < x < oo degerleri icin Euler integrali denilen

['(x)= /0 gl ds (2.3)
genellestirilmis integrali ile tanimlanir [[1]].

2.2.1. Teorem (Yakinsaklik)

x > 0 i¢in I'(x) fonksiyonu yakinsaktir.

Ispat

Es. (2.3) integrali, I} = fol s leSds ve b = [{"s* e *ds olmak iizere

1 oo
['(x)= / sx_le_sds—l—/ s e Sds = L+D (2.4)
0 1

seklinde yazilabilir. [0, 1] araliginda e~* fonksiyonu azalan oldugundan s = 0’dan

1 1 1
I = / s le™Sds < / s lds = = (2.5)
0 0 X



elde edilir. Boylece I; yakinsaktir. Ayrica, I, = [;° s*~le=5ds integralinin yakinsaklig1 icin

sxfl
1<s=sle’ <e™? o<’ <1 (2.6)
e?
x—1
esitsizligi lim —— = 0 oldugundan
§—© 3
L= / § e Sds < / e 3ds=2e7 @.7)
1 1

elde edilir. Es. (2.3) integrali x > 0 i¢in yakinsaktir.

Simdi I'(x) Gamma fonksiyonunun 6zelliklerinden bazilari ispatlar ile birlikte verilsin.
1. x > 0 i¢in I'(x) fonksiyonu stireklidir.

2. T'(x+1) = xI(x) saglanir.

Ispat

Ix+1)=[e*s'ds= —e *s* :—Fxfefssx*lds
0 0

= xI"(x) (2.8)

elde edilir.

3.T(x+n) = (x+n—1)...(x+ 1)xl(x) (2.9
ra) = 1 (2.10)

I'n+1) = n! (2.11)



ve
['(0) = +oo (2.12)
saglanir.

4.x = —nigin

I'(—n+1) T'(-n+2)

P ="y = a0

Ty TO)
S nn—1)(n—2) =(=1) n! = (=1 @13)
bulunur.

5. Es. (2.8)) ozelliginden elde edilen

I(x) = (2.14)

kullanilarak —1 < x < 0 araliginda I'(x) fonksiyonu tamimlanabilir. Ozel olarak, x = 0 igin

T(x+1
lim T(x) = tim “¢FD (2.15)
x—07F x—0t X
ve

T(x+1
lim T(x) = tim “¢FD (2.16)
x—0~ x—0~ X

olduguna dikkat edilmelidir. Diger yandan, Es. (2.14) 6zelligi (x+ 1) ile ¢arpilip boliiniirse

Es. (2.8)’den

T(x) = — (2.17)

elde edilir. Es. (2.17) kullanilarak —2 < x < —1 aralifinda I'(x) fonksiyonu tanimlanabilir.



Ozel olarak, x = —1 i¢in

I'(x+2)

li I'x)= 1 — —oo 2.18
A0 = 0 ) =19
ve

: . T'(x+2)

1 I'x)= 1 = o0 2.19
Jim Tl = tim e = (2.19)

elde edilir. Benzer sekilde devam edilerek, Es. (2.9) ozelliginden

r
—n<x<—M—iﬁgnfﬁﬁzﬂx+nga?n_l) (2.20)
ve x+n = & degisken degisimi yapilirsa
[ —n)= C1(S) 2.21)

(1-6)2=6)...(n=&)

elde edilir I'(x) fonksiyonunun sifir ve negatif tam sayilarda; yani, I'(0), I'(—1),
['(—2),...’de tanimsiz olduguna dikkat edilmelidir (Bkz. Sekil 2.1).

L

L]
B Py

§o

Sekil 2.1. Gamma fonksiyonunun grafigi

6. (2) nolu ozellikten



10

elde edilir.

I(p+1) _ <p) 3
. = saglanir.
Clg+Dl(p—q+1) \q

(2.22)

8. Hesaplamalar icin kullanilan I'(x) fonksiyonunun bazi 6zel degerleri asagidaki tablolarda

verilmisgtir.

Cizelge 2.1. T'(x) fonksiyonunun bazi 6zel degerleri

(%) =2.678938

I'(3) =1.354118

F(m—i— %) _ 25...(33,T—1)1—‘(%)

I'(1)=3.625600

T(3)=v®

(-1 =-2yn .

F(%) = \/Tﬁ r(m+ %) _ 14...(33”,31_2)
r() -7

I'(3)=1.225417

C(mt3) = Tl )
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2.3. Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve Integralinin Insas

Bu alt boliimde oncelikle R’de tiirev ve integral kavramlar hatirlatilacak sonrasinda adim

adim Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integralinin insas1 gerceklestirilecektir.

2.3.4 Tanim (R’de Tiirev)

A CRveBCRolsun. f:A — B bir fonksiyon olmak iizere x € A i¢in e8er

fim L&) — /() (2.23)
h—0 h
limiti mevcut ise f (x) fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilirdir denir. Bu tiirev
d
f(x), ];(X) veya Df (x) (2.24)
X
sembollerinden biri ile gosterilir.
F'(x) = f(x) = F(x) = / F(x)dx (2.25)

olmak iizere F (x) fonksiyonuna f(x) fonksiyonunun anti/ters tiirev ve | semboliine ters
tiirev operatorii denilmektedir. Ornegin; F(x) = x> fonksiyonunun tiirevi f(x) = 2x iken

f(x) = 2x fonksiyonunun ters tiirevi F(x) = x> fonksiyonudur.

2.3.5 Tamim (R’de Belirsiz Integral)

f(x) fonksiyonu, [a,b] araliginda siirekli ve (a,b) araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyon
olsun. f(x) fonksiyonunun tiim anti tiirevlerinin sinifina f(x) fonksiyonunun belirsiz

integrali denir.

-1

[ 7@ 57w, D7) ve 35 )
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sembollerinden biri ile gosterilir. [ simgesine integral isareti, f(x) ifadesine integrant, x

degiskenine de integrasyon degiskeni ad1 verilir.

Cizelge 2.2. Tiirev-Ters Tiirev Iligkisi

D2 D 1D |D'|D?
JIrlSr 1 r 1 f1f

2.3.6 Tamim (R’de Belirli Integral)

A C R ve B C R olmak iizere a € A ve b € B segilsin. Ozel olarak; f(x) fonksiyonu, [a,b]
kapali aralig1 iizerinde tanimli ve bu aralik iizerinde anti tiirevi F (x) ise f (x) fonksiyonunun

a’dan b’ye belirli (Riemann) integrali

/a ? H(s)ds = F (b)— F (a) (2.26)

olarak tanimlanir.

Simdi tiirev ile belirli integral (belirli ters tiirev) arasindaki iligkilerden bahsedelim.

| prts)ds = 1) - fla) (2.27)

oldugu bilinmektedir. f(x) fonksiyonunun a’dan x’e integrali

D f(x) = /a ' f(s)ds (2.28)

seklinde tanimlansin. Boylece f(x) fonksiyonunun a’dan x’e belirli integralinin tiirevi

DD, f(x) = f(x) (2.29)

ve tiirevin a’dan x’e belirli integrali

D.'Df(x) = f(x) — f(a) (2.30)
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elde edilir. Es. (2.29) ve Es. (2.30)’un bir sabit farki ile birbirinden farkli olduguna dikkat

edilmelidir. Diger yandan; f(x) fonksiyonunun a’dan x’e iki kez ve ti¢ kez belirli integrali

sirasiyla
D2 f(x) = / ’ / " f(w)duds 2.31)
ve

D3 f(x) = / ’ / ' / " F(v)dvduds (2.32)

seklinde ifade edilir. Kolaylik saglamasi acisindan bundan sonra tez boyunca m € N olmak
tizere D,;™ operatorii (notasyonu) yerine D~ kullanilacaktir. Tiirev ile belirli ters tiirev

arasindaki iligkiyi veren baz1 6rnekler

D'D’f=D*f—f"(a) = f"(x) — f"(a)

D'D*f=Df — f'(a) = f'(x) — f'(a)

D™'Df =Df - f(a) = f(x) — f(a) (2.33)
DD’ f=Df — f"(a)(x—a) — f'(a) = f'(x) — f"(a) (x—a) — f'(a)

D*D*f=Df — f(a)(x—a) - f(a) = f(x) = f'(a)(x—a) — f(a)

DDf=D"'f— f(a)(x—a) = / f(s)ds— f(a)(x—a) (2.34)
D7D =DOf — f (@) 5 — f'(a) (x—a) ~ f(a)

= f() — (@) "5~ f(a)(x—a) — f(a)

DPDf =D f — f' (@) "5 - f(a)(x—a)




(x—a)®
2

:aff<s>ds—f'<a> — fla)(x—a)

2 2

x—a? [ ] x—a)?
D_3Df:D_2f—f(a)( ) ://f(u)duds—f(a)( )

(2.35)

seklinde verilebilir. Ornegin, p € Z igin f(x) = x” kuvvet fonksiyonunun m kez ardigik

turevleri

DxP = pxP~!

D*xP = p(p—1)xP~2

D"x’ =p(p—1)...(p—m+1)xP""

ve I'(x) fonksiyonu, Es. (2.3)’de tanimlandig: gibi olmak iizere

p(p—=1)..(p—m+1)= (pf!m)! N F(llz(fl—o:}:l)

oldugundan
D"xP = F(p + 1) xP—m
I'(p—m+1)

elde edilir. Ayrica, m > p i¢in

D"xP =0

oldugu kolaylikla goriiliir.

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Diger yandan; p € Z i¢gin f(x) = x” kuvvet fonksiyonunun n kez belirli ters tiirevleri (0’dan

x’e n kez belirli integralleri) alinirsa
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X xp—i—l
D xP =Dy 'xP = [sPds =
0 p+1
2
(p+2)(p+1)
xPtn p!
D™"xP = = xP 2.40
(p+n)..(p+2)(p+1) (p+n)! 240)
veya
| 1
D"xP = ﬂxi’“ (2.41)

C(p+n+1)
elde edilir I'(0), I'(—1), I'(=2),..’de (I'(x) fonksiyonunun negatif tam sayilardaki
degerlerinin) tanimsiz olduguna dikkat edilmelidir (Bkz. Sekil 2.1).

f(x) = x? fonksiyonunun 6nce D~" operatorii sonra D" operatorii uygulanirsa

I(p+n+1) T(p+1)
I'(p+n—m+1)I'(p+n+1)

DD P = xptn—m

= D" "yP (2.42)
elde edilir.

f(x) =x" =1 ve g (x) = x fonksiyonunun yari tiirevleri hesaplanirsa

_JL (2.43)
X

ol —

ﬁx
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veE
T2 2

Dix= (3>x% = =2,/ (2.44)
I'(3) VT m

elde edilir.

Simdi, f(x) = cosp(x —a) ve g(x) = sinp(x —a) trigonometrik fonksiyonlarinin m-kez

ardigik tiirevleri alinirsa

(3

Dcosp(x—a) = —psinp(x—a) = pcos [p(x—a) + §]

D?*cos p(x —a) = —p?cos p(x —a) = —p*cos [p(x —a) + 7]

D"cosp(x—a) = (—1)"p" cos [p(x—a) + m?ﬂ (2.45)
ve

Dsinp(x—a) = pcosp(x—a) = —psin [p(x—a) — §]

D?sinp(x—a) = —p?sinp(x —a) = p?sin[p(x —a) — 7]

D"sinp(x—a)=(—1)"p"sin [p(x—a) — mTE] (2.46)

elde edilir.

Tanim 2.1.2 (Leibnitz Formiiliin)’den
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d

a/w(x,s)f(s)d +/8w x.5) (2.47)

aw(x,s)
ox

jx/ (x=5)f(s)ds = / fs (2.48)

elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse

oldugu bilinmektedir. w(x,x) =0 ve = 1 almrsa w(x,s) = x — s bulunur. Boylece

d? x d X
@f(x—a)zf(s)ds: E{Z(x—s)f(s)ds-Z({f(s)ds
n=0,1,...i¢in %/(x—a)"f(s)ds:n!/f(s)ds (2.49)

elde edilir. Diger yandan, kismi integrasyonlar uygulanarak

afff(v)dvds:sjf(v)dvx—afsf(s)ds< jf(v)dv:uveds:dv>
—x [ F@)dv=[5()
——
2lff(s)dv
:/: (x—s) f(s)ds (2.50)

bulunur. Bu sekilde devam edilerek



X s U X _ 2
11 r)avauds = | Y255 sy
X Sp Sn—1 S1 X B n—1
// / .../f(s)dsdsl...dsn_ldsn:/%f(s)ds (2.51)
n defa

elde edilir. Yukaridaki genellemelerin ispatlar1 tiimevarim yontemiyle kolaylikla gosterilir.

f (x) fonksiyonunun a’dan x’e n kez integrali olan Es. (2.51)

X (x . S)nfl

DF(x) = / i WS ) ds 2.52)

f(s)ds:/x

seklinde yazilir. n € N yerine herhangi bir £ sayis1 alindi§inda

_ 6!
D f(x)= / (xr;)f(sws (2.53)
a
seklinde yazilabilir. Burada paydayi tanimsiz yapan I'(§) degerlerine dikkat edilmelidir.
Aslinda; yukaridaki Cauchy integral formiili, ilk defa baslangi¢ noktasi karmagsik degerli
analitik fonksiyonlar icin kesirli analizin temellerinden kabul edilen bir makalede 1884

yilinda Laurent tarafindan elde edilmistir [[6].

D" f(x)=D"D 5 f (x) (2.54)
oldugundan

D3 f(x) = DD 3 f(x) (2.55)
ve

D3 f(x) = D*D 75 f(x) (2.56)
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elde edilir. Ornegin, yari tiirev

D2 f(x) = DD "2 f(x)

d 1 [ 1
——r(%)/amf(s)ds (2.57)

seklinde hesaplanabilir. Eg. (2.57) esitliginde f (x) = 1 alimirsa

Dil —

f

_d?2

(2.58)

8 :r

d
dx

bulunur.

Yukarida yapilan ayrintili aciklamalar dogrultusunda kesirli integral ve tiirev asagidaki gibi

tanimlanabilir.

2.3.7 Tanim (&-yinci Basamaktan Kesirli Integral [7])

& > 0 ve f(x) lokal integrallenebilir olsun. —oo < a < x < oo i¢in &-yinci basamaktan sag

kesirli integral

x—s)5"
D;5f(x) = / (it f(s)ds (2.59)

-1
& (s —x)
D (x :/—f(s ds (2.60)
X
seklinde tanimlanir. Ozel olarak, a = 0 ve b = oo iken Riemann kesirli integrali ve a = —oo

ve b = 0 iken Liouville kesirli integrali olarak bilinmektedir.
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2.3.8 Tanim (&-yinci Basamaktan Riemann-Liouville Kesirli Tiirev [7])

Her & i¢in n = [£], & ye esit veya &’den biiyiik en kiigiik tam say1 olmak iizere &-yinci

basamaktan Riemann-Liouville kesirli tiirevi

D f(x) = (%)n/x%ﬂs)w (2.61)

seklinde tanimlanir.

2.3.9 Tanmum (€ -yinci Basamaktan Caputo Kesirli Tiirev [7])

Her & i¢cin n = [€] olsun. £-yinci basamaktan Caputo kesirli tiirevi

CDéf(x) = /x % (%)n f(s)ds (2.62)

seklinde tanimlanir.

Uygulamalarda temel teskil eden kesirli tiirev ve integrale iligkin bir ka¢ 6rnek verilsin.

1. eRvef > —1igin

S —y=ds=(x—a)du

x—a

D¢ (x—a)B:f(xav?;)_l (s—a)ﬁds s=a=u=0
s=x=>u=1
B (x—a)[Hé 1 -
(&) Of(l—s) sBds
~ (B+1) —q)BHE
_F(§+B+1)( ) (2.63)

saglanir.
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2.EeRvef >—1igin

dl’l

D% (x—a)ﬁzdxn

D~ (n=%) (x—a)/3

F(ﬁ"’l) ﬁ(x—a)lﬂ_n_éj
T(Btn_¢E+1)de

B F(B—i—l) x—aﬁ_é
BRNTETER A 26

saglanir.

Ne

Dé(x—a)f =p(ne—a) =
3 (x—a) p

(x—a)P

=B(B—1)..(B—nc+1)D (%= (x —q)f e

ﬁ +1) (x— a)B*%

5+1 » B>l’lc—1

. Be0,1,...,n.—1 (2.65)

tanimsiz ; diger

saglanir.

d d dD_(n_é)f(x) dd d

dxdx’ dx dxdx” dx
—_— —_——
n defa n—1 defa

4. D5 f (x) = 1 £ (x) saglanir,

d d

(=)= = 5
T f (x) saglanir.
—_——

n=n,

5.CD5f(x)=D"

6. A, ueRve& e R igin DS (Af (x) + pg (x)) = ADS f (x) + uD%g (x) saglanr.
7.mneN, EecR ven—1<& <nicin DED"f (x) = DS f (x) # D™DS f (x) saglanr.
8. £cRve&,B>0iginD™* (D_ﬁf(x)) =D~ E*+B) £ (x) saglanur.

9.a,bcRveé R icin D~ (af (x) +bg (x)) =aD ™ f (x) +bD~5g (x) saglanur.
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10. &, B € R icin D® <Dﬁf(x)) = DB (f(x)) saglanr.
11. D 'Df (x) = Off' (s)ds = £ (x) — £ (0)
D2D2f (x) = ({ Off () duds =  (x) — £ (0) — x/' (0)

x2
DD f (x) = f (x) = £ (0) —xf" (0) - /" (0)

DDA (0 = ()~ L 170 0)

DEF() = F(0) = 1 (0) = 0
£ = 1O w—g + O =g -+ O =

Du(x) = f(x,u(x)) = u(x)=D"5 <D§u(x)> = F(lé)({t(x—l)l éDgu(s)ds

elde edilir.

(2.66)

Kesirli integral tanimi Es. (2.53)) bir kag¢ yoldan elde edilebilir [2, s. 6]. Bu yollardan biride

n-inci basamaktan lineer baslangi¢ deger problemi i¢in elde edilen tek noktali (yonlii, tarafli,

yanl1) Green fonksiyonu yardimiyla tanimlamaktadir.

2.4. Tek Noktah ve Iki Noktali Green Fonksiyonlarmin Insasi

Kolaylik agisindan n = 2 durumu goéz 6niine alinsin. Kapali ve sonlu bir [a,b] araliginda

ap (x), aj(x) ve ap(x) katsayilar1 siirekli ve bu aralikta ap (x) > 0 olmak iizere ikinci
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basamaktan

Ly (x) = a3 (x)y" (x) + a1 (x)y' (x) +ao (x) y (x) =0 (2.67)

lineer bir adi diferensiyel denklem goz oniine alinsin. Simdi f (x), [a,b] araliginda siirekli

olmak tizere

Ly(x) = f (x)
y(a)=y'(a)=0

(2.68)

baglangi¢ deger probleminin bir y(x) ¢oziimii aransin. Bunun i¢in homogen olmayan
diferensiyel denklemlerin 6zel ¢Oziimiini bulmada kullanilan yontemlerden biri olan
parametrelerin degisimi yontemi (PDY) kullanilsin. Bu yontem uygulandiginda énemli bir
kavram Green fonksiyonu karsimiza ¢ikmaktadir. PDY’de ¢; (x) ve ¢, (x), Ly(x) = 0
diferensiyel denkleminin herhangi iki lineer bagimsiz ¢oziimii olsun. vy (x) ve v;(x)

belirlenecek fonksiyonlar olmak iizere

y(x) = v (x) 1 (x) +v2 (x) 92 (%) (2.69)

bir 6zel ¢oziim olsun. Bu 6zel ¢oziim Es. (2.68))’deki diferensiyel denklemde yerine yazilip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

Vi (x) @1 (x) +v5 (x) 92 (x) =0
/ / / / f(x) (2.70)
V) (x) 97 (x) +1h (x) 95 (x) = ey

sistemi elde edilir. Boylece v (x) ve v, (x),

v (x) = _/a" f(s)¢2(s) ds+ A 2.71)

ey 916 020
1)

=
—~
o5}
~—
=
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ve

W (91 (x), 92 (x)) =W (91,92) (x) =W (x)

olmak tizere

NEp—y

elde edilir. Es. (2.74)’deki iki integrali birlestirirsek, tek noktal1 Green fonksiyonu

H(x,s) =—

s+ ¢y (x)/ci;(g)—(l)v:/ds%—Ad)l (x) + Boy (x)

a (s)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

¥p (x) homogen olmayan kismin ¢6ziimii ve y, (x) homogen kismin ¢6ziimii olmak iizere

genel ¢coziim

y(x) =yp (x) +yn (x)

_ / H (x,5) f (s)ds+A¢y (x) -+ Bés (x)

(2.76)

seklinde yeniden yazilir. Es. (2.75)) ile tamimlanan fonksiyon, Ly (x) = f(x) diferensiyel

denklemini saglar. Simdi Es. (2.76)) genel ¢oziimiiniin y (a) =y’ (a) = 0 baglangi¢ sartlarini
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sagladigini kullanarak A ve B sabitleri bulunsun.

y(@) = 0=y(@)= [H(x.5)f () ds+Agi @)+ B (@
= 0+A¢ (a)-lle(l)z(a)

- 0 (2.77)

elde edilir. Tanim 2.1.2 (Leibnitz Formiilii)’den
[ OH (x,s)
X, S
Y @) = H 50 f 0+ [ S50 (5)ds + A (1) + B (v @78)
a
bulunur. Es. (2.75)’den H (x,x) = 0 ve boylece Es. (2.78)’den

y'(a) = A¢j (a) + B¢ (a) =0 (2.79)

olur. Es. (2.77) ve Es. denklemlerinden olusan sistemlerde katsayilar determinanti
sifirdan farkli Wronskiyene karsilik geldiginden tek ¢6ziim asikar ¢oziimdiir. Yani,A=B =0

bulunur. Sonug olarak; y (x) ¢6ziimii, H (x,s) tek noktali Green fonksiyonu olmak iizere

X
y(x) = /H(x, s) f(x)dx (2.80)
seklinde ifade edilir.

Simdi tek noktali H (x,s) Green fonksiyonunun n-inci basamaktan lineer baslangi¢ deger

problemi i¢in tanimi verilsin [4]].

2.4.10 Tanim (Tek Noktal1 Green Fonksiyonu)

Kapali ve sonlu bir I = [a,b] arahigindaki her x i¢in a,, (x) # 0, f (x) ve her k=0, 1,...,n i¢in
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ay (x) siirekli reel fonksiyonlar olmak iizere

Ly (x) = an (x) Y™ (x) + a1 (x) "D (x) + ... a9 (x) y (x) = f (%)

(2.81)
k=0,1,...,nicin y¥) (a) =0

baglangi¢ deger problemi i¢in H (x,s) fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa tek noktali

Green fonksiyonu denir.

(Hy) H, I x I dikdortgensel bolgesinde tanimli

(Hy) k=0,1,...,ni¢in ;_xk kismi tiirevleri var ve I x I bolgesinde siirekli
k
(H3) 0 <k<n-—2igin ﬁH(x,s) . =0
n—1 1
(Hy) WH(X,S) . = B

(Hs) LyH (x,s) = 0 (L, L operatérii tizerinde x’e gore tiirevi gostermektedir).

2.4.2. Teorem

[ araliginda a,, (x) > 0 ve Ly (x) = 0 diferensiyel denkleminin » tane lineer bagimsiz ¢oziimii
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{01 (x), ¢2 (x),....0, (x) } olsun. Tek noktalt Green fonksiyonu H (x,s) (Cauchy fonksiyonu)

91 (x) 92 (x) 9n (%)
91 (s) 92(s) On (5)
01 (s) 9, (s) 9, (s)

seklinde tanimlansin. Boylece

y(x) = /H(x,s)f(s)ds: /H(x,s)Ly(s)ds

fonksiyonu k =0, 1,...,n — 1 i¢in Es. (2.81) baslangi¢ deger problemini saglar.

Ispat
Kolaylik saglamasi agisindan 0 < j < n i¢in
_ 9’H (x,s)

Hj(x,s) = B

tanimlansin.

(2.82)

(2.83)

(2.84)
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Y (X) = H (6, 2)f () + [g Hi (x,5) f (s)ds = [ H (x,5) f (s)ds
——

=0
Y'(x) = Hy (x,x)f (x) + [ Ha (x,5) f (s)ds = [; Ha(x,5) f (s)ds
=0
k=0,1,...n—1 igin y® (x) = H_y (x,x) + [THy (x,5) f (s)ds (2.85)
-0 .

Vi (x) = Hp—1(x,x)f(x)+ [ Hy(x,s) f(s)ds
f(x) (2.86)

= an () + [T Hy (x,5) f(s)ds

y(x), ¥ (x),..., ¥ (x) tiirevleri Es. (2.81) probleminin diferensiyel denkleminde yerine

yazilirsa a,_y (x) ile y (x) carpilip 0 < k < n i¢in k iizerinden integral alinirsa
X
D) = F0)+ [ L (x,5)f (5)ds = £ () 8
a R,—/
=0
elde edilir. Ek olarak, Es. (2.86)’den 0 < k < n— 1 icin y¥) () = 0 oldugundan y (x)’in

(2.81) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii oldugu gosterilmis olup ispat tamamlanr.

Simdi tek noktali Green fonksiyonu H (x,s) yardimiyla Es. (2.59) taniminin nasil elde

edildigi gosterilsin. L = D" = e olmak iizere
X
Ly(x)=D"y(x)=0 (2.88)

diferensiyel denklemin n tane lineer bagimsiz ¢oziimii 1, x,...,x"~! fonksiyonlaridir. Bir

n—1
bagka ifade ile temel ¢oziimler kiimesi {l,x,...,x"‘l} seklindedir. (n—1)!! = kI_TOk! olmak
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tizere Es. (2.82)’den

_1)r! 0 0 O (n—1)!
H(x,s) = ( 1)

1 s s sl
0 1 2s (n—1)s"2
0 0 2 (n—1)(n—2)s"3
0 0 O (n—1)!
1 x X K1
1 s s s

) i S : (2.89)

ifadesi ﬁ[(—l)"+1 (n=2)!1 = T katsayisina sahip x’in (n — 1)-inci dereceden
bir polinomudur. Fakat,

k
0<k<n-2icin s H(xs)| =0 (2.90)

X=S
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oldugu bilinmektedir. Sonug olarak; s, n — 1’in bir kokiidiir ve tek noktali Green fonksiyonu

()C N S)nfl
H =X 77 2.91
(x,5) ni—1)! (2.91)
seklinde elde edilir. Boylece
)= [ s s = s [ () 2.92)
X) = xX—s s)ds = xX—s s)ds .
Y (n—1)Ja () Ja
fonksiyonu
d"y
=f(x
il S (2.93)
k=0,1,...n—1icin y¥ (a) =0
baslangi¢ deger probleminin bir tek ¢ozuimiidiir. Es. (2.92) esitligi
D) = [ s () ds 2.9
I'(n) Ja '

seklinde yeniden yazilabilir. Sonug olarak; n dogal sayisi, Re§ > 0 olmak iizere & ile yer
degistirilirse &-yinci basamaktan sag kesirli integral Es. (2.59) tanimi n-inci basamaktan
lineer baglangi¢ deger problemi icin tek noktali Green fonksiyonu yardimiyla yeniden elde

edilir.

Simdi Lyapunov tipi esitsizliklerde en iyi say1 elde edilmesine yardimci olan iki noktali
Green fonksiyonunun tek noktali Green fonksiyonu aracilifi ile nasil elde edildigi

gosterilsin.

Oncelikle Es. (2.62) taniminin tek noktali Green fonksiyonu yardimiyla elde edilisi verilsin.

2.4.11 Tanim

I = [a, D] kapal1 araliginda a, (x) > 0 ve 0 < k < n i¢in ay (x) katsayilar1 C* smifindan ve L*,
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L’nin adjointi olsun.

L7y (x) = f (x)

(2.95)
k=0,1,...n—1icin y®¥) (b) =0

baglangi¢ deger problemi goz Oniine alinsin. L’nin tek noktali Green fonksiyonu H (x,s)
olmak tizere L*’1n tek noktali Green fonksiyonu H* (x,s) = —H (s,x) seklinde tanimlansin

[1, s. 37]. Boylece

b
y(x) = / H (s,x) f(s)ds (2.96)
X
.. d"
fonksiyonu Es. (2.95) baslangic deger probleminin bir ¢éziimiidiir. Ozel olarak; L = I ise
X
L* = (—1)"L oldugundan L, self-adjointtir. L’nin bu 6zel degeri i¢in
(X . s)nfl
H =" 297
elde edilir. Boylece, adjoint
d"y (x)
-1)" =f(x
(1) = ) .
k=0,1,...,n—1icin y® (h) =0

baslangic deger probleminin bir tek ¢oziimii

(0= [ (=2 f(5)a 299

X) = s—X s)ds .
YT )
seklindedir. Es. (2.99) esitligi

—-n —n 1 b n—1
DF(x) = D;" f (x) :—/ (s—x)"" f(5)ds (2.100)

I'(n) Jx

seklinde yeniden yazilabilir. Sonug olarak n dogal sayist Re& > 0 olmak iizere & ile yer
degistirilirse -yinci basamaktan sol kesirli integral Es. (2.60) tanimi n-inci basamaktan
kismi lineer baglangi¢ deger problemi icin tek noktali Green fonksiyonu yardimiyla yeniden

elde edilir.
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Simdi bu iki sonug, kolaylik acisindan n = 2 alinarak birlestirilirse, tek noktali Green
fonksiyonu H (x,s) yardimiyla iki noktali Green fonksiyonu G (x,s) elde edilir. Bunun i¢in

iki noktali

y(a)+y(b)=0 (2.101)
Y(a)+y (b)=0

sinir deger problemi goz Oniine alinsin. Es. (2.59) ve Es. (2.60)’dan Green fonksiyonunun

H H
x = a noktas1 komsulugunda # gibi x = b noktas1 komsulugunda —% gibi
davranmasi beklenilmesi aciktir. Daha acik bir ifade ile
H
s < xicin g (x,s) = (;’S) (2.102)
ve
H
s> xicin g (x,5) = — (;’ ) (2.103)
yazilir.
b
y(x) = [ g(xs)f (5)ds (2.104)
a

fonksiyonunun Es.  (2.I0I) anti-periyodik smir deger problemini sagladigi iddia
edilmektedir. Yani; Es. (2.104), Es. (2.101))’nin bir ¢6ziimiidiir. Bu iddiay1 dogrulamak i¢in

Es. (2.104)’den Ly (x) = 0 hesaplansin (g (x,s) ve onun tiirevleri x = s noktasinda siireksiz

olabileceginden x = s noktas1 dikkate alinmalidir).

Simdi u(x) = [*g(x,s) f(s)ds+ ["g(x,s) f(s)ds olmak iizere u’(x) ve u” (x) tiirevleri

hesaplansin.

b
u (x) = }ig)lcg(x,s)f(x) —}E?cg (x,8) f (x) +/ ai[g (x,5) f (s)]ds (2.105)
N—— N—— a 0X

s<x s>x



33

elde edilir. g (x,s) fonksiyonunun tanimindan yukaridaki limitlerin her ikisi de sifirdir. Simdi

Jgrs) . dglxs) b 92
/! . o\ Zo ") —
' (3) = |lim S lim T S0+ [T () (0)ds
bulunur.

0 1| o1(x) o300 | 1

s < xigin =—g(x,s) =
X

? 2] g(5) g9 WO

oldugundan

i (x,5) 1
im—g(x,s) =

s—x dx” 2a; (x)

§<x

elde edilir. Benzer sekilde

1
2a; (x)

1%% (X,S) -
§>x

bulunur. Buradan

X 2
V=L [T s r(sas

ar (x)

ve boylece yerlerine yazilirsa

elde edilir. Buradan y(x) fonksiyonunun denklemi sagladigi goriiliir.

fonksiyonunun sinir sartlarini sagladigi gosterilsin.

v = [ (e rsyas = [H () psyas— [HEg

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

Simdi, y(x)

(2.112)
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olmak tizere

y(a):/:H(a,s)f(s)ds—/abH(;’S)ds:—/abH(;’S)ds (2.113)
ve
y(b):/abH(b,s)f(s)ds—/bdes:/abH(b,s)ds (2.114)

elde edilir. Boylece y (a) +y (b) = 0 bulunur. Benzer sekilde y' (a) +)' (b) = 0 olur.

Inga edilen g (x,s) fonksiyonu iki noktali bir Green fonksiyonudur. Burada, iki noktali sinir
sartlarinin sadece ©Ozel bir durumu i¢in Green fonksiyonu elde edildi. Simdi ayni
diferensiyel operator igin genel iki noktali sinir sartlari altinda G (x,s) Green fonksiyonunun
nasil olusturuldugu gosterilsin. Yani; Ly (x) = apy” (x) + a1y’ (x) + aoy (x) ve en genel iki

nokta sinir sartlar1 icin Green elde edilsin. Yukarida yapilan aciklamalardan

G (x,5) = g (x,5) + W1 (s) 91 (x) + W2 (s) $2 (x) (2.115)

ile W (s) ve ¥; (s) belirlenecek fonksiyonlar olmak iizere

b
y(x) :/ G(x,s) f(s)ds (2.116)
fonksiyonu
Ly(x) = f (x) (2.117)

diferensiyel denklemini saglar. Simdi U, (G) ve U, (G) sifir olacak sekilde ¥ (s) ve W5 (s)

fonksiyonlar1 belirlensin. Eger bu yapilirsa i = 1,2 i¢in

b
Uily) = [ UG (xs)lf (5)ds (2.118)



elde edilir. Boylece y (x) fonksiyonu

Ui (y) = Ay(a)+A42y (a) +Asy(b)+Asy (b)

Us(y) = Biy(a)+ By (a)+Bsy(b)+Bsy (b)

sinir sartlarini saglar. Es. (2.115)’dan i = 1,2 i¢in

Ui(G) =Ui(g) +¥1(s)Ui(¢1) +¥2(s) Ui (2)

saglanir. Bu iki denklem sifira esitlenirse ¥ ve W5 ¢oziilebilir. Yani,

i = lise —U;(g)=Y1(s)U; (¢1)+¥2(s)Ui ()

i = 2ise —Ux(g) =¥ (s)Uz2 (1) +¥2(s5) Uz ()

sisteminden Cramer yontemi ile ¢éziimiinden

~U1(g) Ui(¢)
U U
W, (s) = 28) Do) ve W, (s) =
Ui (¢1) Ui(¢2) U
Us(¢1) Uax(¢2) U,

U2 (¢1) Uz (¢n)

35

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)
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kisitlamas1 D (U) # 0 olmasi

Ly (x)
Ui (y)
Uz (y)

0
0 (2.124)
0

sinir deger probleminin tutarsiz ya da problemin sadece asikar ¢Oziime sahip oldugunu

soyler. Yani, y(x) = 0’dir. Es. (2.115)’nin kapali bir formu

glx,s) ¢ (x)  ¢(x)
G(x,5)=———| U (g) Ui(¢1) Ui(¢2) (2.125)

Us(g) Ua(91) Ua(¢2)

seklindedir.

G (x,s) Green fonksiyonunun n-inci basamaktan iki noktali lineer sinir deger problemi i¢in

elde edilisi verilmeden dogrudan tanimi verilecektir.

2.4.12 Tanim

Herx € I = [a,b]i¢ina, (x) #0,her k=0, 1,...,n i¢in a; (x) reel degerli siirekli fonksiyonlar,
heri=1,2,...mve j=0,1,....n—1 i¢in nj-, ﬁ]’ ve ¥; reel sabitler olmak iizere iki noktal:
n-inci basamaktan lineer
Ly (x) = an (x) Y () +@p—1 (x) Y"1 (0) + o an (x)y (x) +a0 (x) y (x) = 0
n—1 (2.126)

Ui(y) = jgo(nj-y(j) (a)+ By (b)) =0

sinir deger problemi goz Oniine alinsin.

2.4.13 Tanim

Es. simir deger problemi icin G (x,s) fonksiyonu asagidaki sartlart saglyor ise

G (x,s) fonksiyonuna Green fonksiyonu denir.
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G1) G, I X I karesel bolgesinde tamimlidir.

k

G2) k=0,1,...n—2 igcin =—,
) ’ ) 7n lgln axk

I X I karesel bolgesinde kismi tiirevleri var ve bu kismi
tiirevleri siireklidir.
"G 9"G

ve =—.a <s<x<bvea<x<s<biicgensel bolgelerinde var ve siireklidir.

ox1 ox

9" 'G "G

G4) Her bir x € (a,b) igin W(x,)ﬁ) ve W(x,x_) sag ve sol limitleri vardir. Yani,

s > x veya s < x olmak iizere (x,s) — (x,x) limitleri vardiwr. Ayrica,

"G "G 1

T (e, x™) = Fry (e,x7) = PNC) (2.127)

vardir.

GS5) Her bir s € (a,b) icin x € [a,s) ve x € (s,b] iizerinde Ly (x) = 0 diferensiyel denkleminin

bir ¢oziimii x — G (x,s) fonksiyonudur. Yani, her iki aralikta denklemleri saglar.

an(x)%-i—...-l—ao(x)G(x,s):O (2.128)

saglanr.

G6) Her bir s € (a,b) ve i = 1,2,....m i¢cin x — G(x,s) fonksiyonu swur sartlarim

Ui (G(-,s)) =0 saglar. Yani,

J=0

ol .9iG 0'G
> ("I}W(%S)Jrﬁ} o (l%s)) =0 (2.129)
saglanr.

Green fonksiyonunun elde edilisine iligkin bir ka¢ metottan sadece literatiirde yaygin olarak

kullanilan bir metodu verelim.

Es. (1.5) sinir deger problemindeki y” (x) + ¢ (x)y (x) = 0 diferensiyel denkleminin a’dan
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x’e iki kez integral alinirsa

y(x) =dy+d; (x—a)—/ax(x—s)q(s)y(s)ds (2.130)

genel ¢coziimii elde edilir. dy ve d; keyfi sabitlerini bulmak i¢in y(a) = 0 ve y(b) = 0 sinr

sartlar1 kullanilirsa y (a) = 0 sartindan dy = 0 bulunur. Diger yandan, y(b) = 0 sartindan
1

dy = o 12 (b—5)q(s)y(s)ds elde edilir. Bulunan do ve d; degerleri y" (x) 4+ ¢ (x)y (x) =
—a

0 diferensiyel denkleminde yerine yazilirsa

v = [ O )y syas— [ s)al)yis)s @.131)

veya

v = [[JES g [y ast [0y 0as @)

elde edilir. Sonug olarak, Green fonksiyonu G (x, s)

(X_Z)&-FS—X L a<s<x
G(x,s) = (x—a)_(g—s) ey (2.133)
b—a ’ -

olmak iizere agikar olmayan y (x) ¢oziimii

b
y(x):/a G(x,5)q(s)y(s)ds (2.134)

seklinde integral denklemini saglar.
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3. LITERATURDEKI KESIRLI SINIR DEGER PROBLEMLERI
ICIN LYAPUNOV TIPi ESITSIZLIKLER

Literatiirde, Es. Lyapunov esitsizliginin bir cok genellemesi ve ispatt mevcuttur.

1951°de Hartman ve Winter [9], Green fonksiyonunu kullanarak Es. Lyapunov
esitsizliginin dogal bir genellemesi olan bir esitsizlik elde ettiler. Es. (I.5)) adi Dirichlet sinir

deger probleminin asikar olmayan ¢6ztimii y (x), ¢ : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon ve

gt (x) = maks{q(x),0} ve ¢~ (x) = maks {—q(x),0} 3.1

olmak tizere

/ab(s—a)(b—s)q+(s)ds>b—a (3.2)

esitsizligini elde ettiler. Burada ¢ (x) ve ¢~ (x), sirasiyla ¢ (x) fonksiyonunun pozitif ve

negatif kisimlaridir.

Klasik Lyapunov esitsizligi ve genellemelerinin ortaya c¢ikisindan sonra kesirli sinir deger
problemleri i¢in elde edilen Lyapunov tipi esitsizliklerde oldukca genis bir literatiir meydana
gelmigtir. Simdi kesirli sinir deger problemleri i¢in elde edilen Lyapunov tipi esitsizlikler

tarihsel siirec icerisinde verilsin.

2013 yilinda Ferreira [10], g : [a,b] — R siirekli olmak iizere

(D%y) (x)+q(x)y(x) =0,a<x<b, 1 <E<2
y(a)=y(b)=0

(3.3)

kesirli sinir deger problemi iizerine calist. Elde ettigi sonugta Es. (3.3) problemine karsilik

gelen

(3.4)
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Green fonksiyonunu kullanmugtir. y(x) fonksiyonu, Es. (3.3) probleminin asikar olmayan

¢Oziimil olmak iizere

v = [ Gls)al)v()ds (3.5)

integral denklemini sagladigini ispatladi. Daha sonra, Es. (3.4) Green fonksiyonunu
kullanarak Es. (3.3) problemi icin

[lawias=rie () 66)

Lyapunov tipi esitsizligi elde etti.

2014 yilinda Ferreira [11], Es. (2.61) Riemann-Liouville kesirli tiirevine sahip Es. (3.3)
kesirli sinir deger problemi i¢in Es. (3.6) Lyapunov tipi esitsizligi elde ettikten sonra Es.
(2.62) Caputo kesirli tiireve sahip

(CD%Y) () +q(x)y(x) =0 a<x<b, 1<E<2 (3.7)

y(a)=y(b)=0 (3-8)

kesirli sinir deger problemi icin asagidaki Lyapunov tipi esitsizligi elde etti. Elde edilen
sonucu vermeden Once Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev arasindaki iligkiden

bahsedelim.

D) = (09) - (2 (-0 f = ) 69)

(1-¢)

oldugundan Es. (3.8) smur sartlarina sahip Es. denkleminin Es. (3.3) problemine
denk olmadigmna dikkat edilmelidir. y(a) = 0, Es. ’da yerine yazilirsa (CDé y) (x) =
(Dé y) (x) olmast i¢in y' (a) = 0 olmalidir. Bu tiir bir durumda ise hem Es. hem de
Es. (3.8) sinir sartlarina sahip Es. denklemi sadece asikar ¢oziime sahiptir [12, Bolim

3.5.1]. Asikar olmayan ¢oziimler ile ilgilenildiginden y’ (@) = 0 olamaz. Sonug olarak, Es.
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(3.3) ve Es. (3.8) sinir sartlarina sahip Es. (3.7) denkleminin birbirinden farkli olduguna
dikkat edilmelidir [12} s. 91°de (2.4.6)].

Ferreira [11]], y (x) Es. (3.8) sinur sartlarina sahip Es. (3.7) denkleminin agikar olmayan bir

¢oziimii ve Green fonksiyonu G (x, s),

XxX—a —s‘g_1
Glxs) = —— : )l7<fa) ~r=s""  a<s<x< (3.10)
PUTTE) ) (—a) (b5 '
b—a ’

olmak tizere

:/abG(x,s)q(s)y(s)ds (3.11)

integral denkleminin saglandigin gosterdi. Daha sonra, g : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon

olmak iizere Es. (3.8) sinir sartlarina sahip Es. (3.7) denkleminin agikar olmayan bir ¢6ziimii

y(x) i¢in

:
/|q )| ds > _1)((5;5@]5 (3.12)

esitsizligini elde etti.

2015 yilinda Jleli ve Samet [13], g : [a,b] — R siirekli olmak iizere asikar olmayan bir y (x)
coziimiine sahip (3.7) Caputo kesirli diferensiyel denklemi i¢in

y(a)=y(b)=0 (3.13)
Veya
Y (a)=y(b)=0 (3.14)

karigik sinir kosullarini kullanarak sirasiyla

* b2 . L)
/a(b )>lalo)lds = maks{§ —1,2—&E} (b—a) (3.15)
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ve

b
| 6= lg(s)lds =1(@) (3.16)

Lyapunov tipi esitsizlikleri elde ettiler. Burada t = a + b — x doniistimiiyle (3.13) ve (3.14)

sinir sartlarinin aslinda ayni olduguna dikkat edilmelidir.

2015 yilinda, O’Regan ve Samet [14] ¢ : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere

<D§y> (X)+g(x)y(x)=0,a<x<b,3<E<4

y(a)=y'(a)=y"(a)=y"(b) =0

(3.17)

kesirli sinir deger problemi iizerine ¢alistilar. Es. (3.17) kesirli sinir deger probleminin asikar

olmayan bir ¢oziimii y (x) ve Green fonksiyonu G (x, s),

(x—a)* ' (b—s)"73

oo L (b—a)"?

R R O O ey .
(b—a)"? ’ B

olmak iizere

v = [[Gls)a()v(s)ds (3.19)

integral denklemi saglanir. Es. (3.18) Green fonksiyonunu ve Es. (3.19) integral denklemini

kullanarak asagidaki sonucu elde ettiler.

q : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere Es. (3.17)) kesirli sinir deger problemi agikar

olmayan bir y (x) ¢oziimiine sahipse

b 3
/ (s—a)(b—9)5"2 (2b—a—s)|q(s)|ds > (&) (3.20)
esitsizligi saglanir.

2015 yilinda Rong ve Bai [15]], cps &-yinci basamaktan, Cph B-ymc1 basamaktan Caputo
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kesirli tiirevi ve g : [a,b] — R siirekli fonksiyon olmak iizere

CDéy(x) +q(x)y(x) =0,a<x<b 1<E<2,0<B<1

(3.21)
y(a)=CDPy(p)=0

kesirli simir deger problemi iizerine galistilar. Oncelikle Es. (3.21) kesirli sinir deger

problemine esdeger asagidaki gibi bir integral denklemi yazdilar.

Es. (3.21)) kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan bir ¢6ziimii y (x), Green fonksiyonu
G(x,s),

T2—B)(x—a)(b—s)* P71 1

e = T(E-B)(b—a) P r'() T
GEI=N L) a)(b—s)F P! 6.2

T(E—B)(b—a)F

olmak tizere

b
YW= [ Gls)a(s)y()ds (323

integral denklemini saglar. Daha sonra, 1 < & < 8+ 1 olmak iizere Es. (3.21) problemine
karsilik gelen Lyapunov tipi

b bh— )—ﬁ
_g)5 B > (b—a 24
/a (b=)> 7 la(s)lds = maks { s — H2BL L) 2210 01 (.24
()  T(E-B) T(E—B)’ E-1T(E-P)

esitsizligini elde etiler.
2015 yilinda Jleli ve digerleri [[16]], g : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere

Dy) (x) +q(x)y(x)=0,a<x<b, 1 <& <2

(“Dy) (x) +q(x)y (x) £ < (3.25)

y(a)=y'(a) =y (b)+y (b) =0

kesirli sinir deger problemini ele aldilar. Daha sonra Es. (3.25) kesirli sinir deger problemi
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icin agikar olmayan bir ¢oziim y (x), Green fonksiyonu G (x,s),

(((1+x—a)(b—a)* 2 (b—s+&E—1)
(b—a+2)L (&)
_ (b—a+2)(x—9)° " (b—a)> P(b—s+E-1) 4<s<x<b
Gx,s)=4{ = HE-DE-batrE) 7 T (3.26)
(I+x—a)(b—a)* 2(b—s+E—1)
<x<s<
(b—a+2T ) L asxsesh
olmak iizere
b
v = [ Gw5)a(s)y(s)ds (3.27)

integral denklemini sagladigin1 gosterdiler. Boylece, Es. (3.25) sir deger probleminin

agikar olmayan ¢oziimii y (x) icin Lyapunov tipi

b
-2 b—a+2)I'(&
/a (b= (b=s+& = 1)a()lds > s (g e =arT) (3.28)

esitsizligini elde ettiler.

2015 yilinda Jleli ve Samet [[17]], ¢ : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon, p > 0 ve r > 0 olmak

uzere

(CD5y> (xX)+g(x)y(x)=0,a<x<b,1<E<2

py(a)—ry'(a)=y(b)=0

(3.29)

kesirli sinir deger problemi i¢in asagidaki gibi esdeger bir integral denklemi elde ettikten

sonra Lyapunov tipi esitsizlikler elde ettiler.

Es. (3.29) kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan bir y (x) ¢6ziimii, Green fonksiyonu
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G(x,5),
( (L g (h—s)5!
<p+xra)( s) —(x—S)é 1 ’ a<s<x<bh
;-i—b—a
1
G(x,5) = —rov (3.30)
@) g
<—+b—a> (b—s)
P, , a<x<s<b
—~+b—a
\ p
olmak iizere
b
v = [ G5)a(s)y(s)ds (33
a
integral denklemini saglar. Es. (3.29) probleminin agikar olmayan ¢oziimii y (x) i¢in p > 0
bh—
ve = > ? olmak tizere Lyapunov tipi
p &1
b
p r'()
lq (s)|ds > (1+—(b—a)> —_— (3.32)
/a r (b— a)éfl

esitsizligini elde ettiler. Ayrica, Es. (3.29) probleminin agikar olmayan bir y (x) ¢dziimii i¢in

p>o,ogl—:§g:ave

A(g f) _ (b—a)* (b—a)>"! 512(25)5 (3.33)
K <]§+b—a) (§+b—a)(g_1)5—1 p |

B(@,Ig) - <£+b—a>é_l% (3.34)

olmak iizere Lyapunov tipi

r

b
/ a(olds> — {A (é,

)

ea)

’
P

(3.35)

esitsizligi saglanir.
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2016 yilinda Ferreira [[18]], Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevlerini kullanarak

Lyapunov tipi esitsizlikler elde etti.

q : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere Riemann-Liouville kesirli tiireve sahip

toplamsal sinir deger problemi

(D‘:Dﬁy) xX)+g(x)y(x)=0,a<x<b,1<E+B <2

(3.36)
y(a)=y(b)=0
i¢in agikar olmayan bir y (x) ¢oziimii var ise
b 4 E+B—1
[aas>ri+8) () (3.37)

esitsizligi saglanir.

q : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere Caputo toplamsal kesirli tiireve sahip sinir

deger problemi

(CD5 CDBy> (X)+qg(x)y(x)=0,a<x<b,1<&E+B <2

(3.38)
y(a)=y(b)=0
asikar olmayan bir y (x) ¢oziimiine sahip ve Green fonksiyonu G (x,s);
( (e B (p_ 5B
(x a) (b S) _(x_s)§+ﬁ—l ’ a§s§x§b
| (b—a)
Glx,s)= ——— (3.39)
)T ) s e
(x—a)l (b—y)
, a<x<s<bh
\ (b—a)B
olmak lizere
b
y(6) = [ Glxs)al9)y()ds (3.40)

integral denklemini sagladigini gosterdi. Es. (3.38) kesirli toplamsal sinir deger probleminin
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asikar olmayan bir y (x) ¢oziimii var ise Lyapunov tipi

T(E+B) (E+2B—1)2F!
b—a)" PG+ p— )= P

b
/a lq(s)|ds > ( (3.41)

esitsizlik saglanir.

2016 yilinda Dhar ve digerleri [19] Es. (3.3)) sinir deger problemi i¢in Es. (3.6) esitsizliginde
igin |g (x)| degistirilerek Es. (3.1)’deki gibi tamimlanan ¢ (x) ile gelistirebilecegini belirttiler
ve

/a”q+(s)ds>r(§) (bia)é_l (3.42)

esitsizligini elde ettiler.

2016 yilinda Agarwal ve Ozbekler [20], p, g, f € Clxo, ) reel degerli fonksiyonlar ve 0 <
¥y <1< u <2 olmak iizere Es. (3.8) Dirichlet sinir kosuluna sahip Riemann-Liouville kesirli

lineer olmayan diferensiyel denklemi

(D53) )+ @Iy () +g () b () = (1), a<x<b 1< E<2 (343

iizerine calistilar. ilk olarak, Es. (3.8) Dirichlet siir sartina sahip Es. (3.43) denkleminin

asikar olmayan bir y (x) ¢oziimii ve G (x,s),

¢ é_
(%) 1—<x—s)5*l , a<s<x<b
1
G(x,s)= T . (3.44)
(—(X_Z)_(l;_s)) , a<x<s<b
olmak iizere
v = [ 69 (5)(5)ds 3.45)

integral denklemini elde ettiler. Daha sonra; ilk olarak, Es. (3.8) Dirichlet sinir sartina sahip
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Es. (3.43) kesirli sinir deger problemi igin

Ho
Yo

= (2—p)pt/Cr2/(=2) 5 ¢ (3.46)

Es. (3.1)’deki gibi tanimlanan ¢ (x) ve (a,b) araliginda y(x) > O olmak iizere Lyapunov

tipi

(3.47)

esitsizligini elde ettiler.

Ikinci olarak, Es. (3.8) Dirichlet simir sartina sahip Es. (3.43)) kesirli sinir deger problemi igin
Es. (3.1)’deki gibi tanimlanan ¢* (x), Es. (3.46)’da tanimlanan L, ¥ ve (a,b) aralifinda

y(x) < 0 olmak iizere Lyapunov tipi

>

b 1
[(s—a)(b—9)1°""[p" (s) +¢" (5)] ds x

S— S

(5-a) (b9 Jaop™ (5) 00" () + 7 ()] s

() -
J (b_a>2§ 2

(3.48)

esitsizligini elde ettiler.
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Son olarak, Es. (3.8) Dirichlet sinir sartina sahip (3.43) kesirli sinir deger probleminin

asikar olmayan bir ¢oziimii y (x) i¢in Es. (3.1)’deki gibi tammlanan ¢* (x) ve Es. (3.46)’da

tanimlanan U, ¥ olmak iizere

> () (b—a)?* 2 (3.49)

esitsizligi saglanir.

2017 yihinda Zhang ve Zheng [21]], p,q, f € C|xp,%°),n > 3,0 < v < 1 < u < n olmak iizere

&-yinci basamaktan Riemann-Liouville kesirli diferansiyel denklemi

(D) @ +p @@y @ +a@ @I y() = F (), a<x<bn—1<E<n

(3.50)
igin sirastyla iki farkls
y(@) =y (@) =y"(a) = ... =y" P (@) =y(b) =0 (3.51)
ve
(@) =y (@) =y"(a) = ... =y" P (@) =y (b) =0 (3.52)

sinir kosulu ile calistilar.  Oncelikle asagidaki integral denklemlerinin var oldugunu

gosterdiler.
Es. (3.51) sinir kogullarina sahip n > 3 i¢in &-yinci basamaktan

(D§y>(x)—l—q(x)y(x):(),a<x<b,n—1<§Sn (3.53)
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denkleminin bir ¢oziimii y (x) fonksiyonu ve Green fonksiyonu G (x, s),

(x—a)(b—s)\*"" .
1 (W) —(x—9)*" , a<s<x<b
Gcn@::fa5 e (3.54)
() asrErEt
olmak iizere
v = [ Gs)al)v()ds (.59

integral denklemi saglanir.

Es. (3.52) sinir kosullarina sahip Es. (3.53) denkleminin bir ¢6ziimii y(x) ve Green

fonksiyonu G (x,s),

()6 (b )52
- a()b <)b§2S) _(’C—S)gf1 , a<s<x<bh
—a
1
G(x,s) = === < (3.56)
e (x—a)> ' (b—s)>2
(b—a)>? aEEEash
olmak iizere
b
v = [ G9)g(s)3(5)ds (357

integral denklemi saglanir.

Boylece Es. (3.35) ve (3.37) integral denklemleri yardimiyla asagidaki Lyapunov tipi

esitsizlikleri elde ettiler.

Es. (3.51) sir kosullarina sahip Es. (3.50) denkleminin pozitif ¢oziimii y (x), g™ (x), Es.
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(3.1)’de tanimlandig: gibi ve

MF%”—WMT n (3.58)
W= @n—7y)y-7nre
olmak tizere Lyapunov tipi
b a1
/a [(s—a)(b —s)]éi1 1— (ﬁ) Luoer (s)+7q" (s)+f (s)} ds x
b - L7
[s=ae-95" [1-(Z=2)7] pro+ar @]
> (r@)@—aﬁ1>ﬁ%n—nn"n (3.59)

esitsizligi saglanir.

Ayrica, Es. (3.52) smir kogullaria sahip Es. (3.50) denkleminin pozitif bir ¢oziimii y (x)

fonksiyonu, gy ve % Es. (3.58)’de tanimlandig1 gibi olmak iizere Lyapunov esitsizligi

f(s)] ds x

._.‘

n
S)g_z} [p™ (s) )

/ (5-a) b—s)é‘z] [Hop™ (5) + 204" (5)
( b
C(E)™T (n—1)T% (3.60)

>

esitsizligi saglanir.

2017 yilinda Chidouh ve Torres [22], lineer g(x)y(x) terimini lineer olmayan bir
q(x) f (y(x)) terimine genislettiler.

¢q (x) asikar olmayan Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon, f € C (R™,R")’da konkav ve
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azalmayan bir fonksiyon olmak iizere, kesirli sinir deger problemi Es. (3.7) asikar olmayan

bir y (x) ¢oziimiine sahip ise 11 = maks y (x) igin
x€la,b)

(3.61)
esitsizligi saglanir.

Ancak, yukaridaki Lyapunov tipi esitsizligi i degiskeninden dolay1 kontrol edilemeyecegi
aciktir. Bir bagka ifade ile Es. (3.61) esitsizliginin yazilabilmesi i¢in ¢dziimiin bilinmesi

gerekir.

2017 yilinda Liu ve digerleri [23], p > 1 i¢in ¢, (x) = [x|" *x,3 < E+B <4,q: [a,b] = R

stirekli bir fonksiyon ve Riemann-Liouville ve Caputo tiirevleri ayn1 anda iceren

Dﬁ< GDéy )) yx)=0,a<x<b 1<EB<2

(3.62)
Y (@) =€ D%y (a) = y (b) Clﬁy(> 0

toplamsal kesirli problemi iizerine ¢alistilar.

y(x), Es. (3.62)) toplamsal kesirli probleminin asikar olmayan ¢oziimii, 1 < &, < 2, Green
fonksiyonu G (x,s),

Gy = L] O T T a<s <<y .
X,8) = =2~ .
L&) | p—ss! , a<x<s<bh
ve H (s,7);
( B—1
(( b)—([; T)> (s ‘l:)[31 , a<t<s<b
1
H(S,T) = m (364)
B-1
((s—a)(b—’f)) Ca<s<t<b
L b—a
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olmak iizere
b b
v = [ 6o, ([ 600060 ds 365
a a
integral denklemini saglar.

Herhangi bir x € R™ ve 0 < f (x) < M@, (x) esitsizligini saglayan pozitif bir M sabiti olsun.

Es. (3.62)) toplamsal probleminin agikar olmayan bir y (x) ¢6ziimii i¢in Lyapunov tipi

B-1
/abq(s)ds> 47 T6) ) (F(é—f—l)) (3.66)

Mb-a)’ "\ (b-a)®

esitsizligini elde ettiler.

Ayrica, f € C(RT,R") konkav ve azalmayan bir fonksiyon ve ) = maks y (x) olmak iizere
x€la,b

Es. (3.62)) toplamsal probleminin agikar olmayan bir ¢oziimii y (x) i¢in Lyapunov tipi

b 4B-11 C(E+1
[“atsas > £ TOBEE L 10)001) 56
a (b—a) fm)
esitsizligini elde ettiler.
2017 yilinda Wang ve digerleri [24], ¢ : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olmak tizere
D4y (x) +q(x x)=0,a<x<b,2<n—-1<¢é¢<n
(D%y) () +4(x)y () : .

y(@ = (@) = . =5 (@) =5 (8) =0

kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan bir ¢6ziimii y (x) ve Green fonksiyonu G (x, s),

( (x_a)é—l(b_s)é—n—i-l
(b_a)&j—m-l

G(x,s) = —— (3.69)

(x—a)‘:_l (b—s)é_"ﬂ
(b—a)éfnﬂ

—(x—s)g_1 , a<s<x<b
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olmak tizere

b
YW= [ Gls)a(s)y()ds (3.70)

integral denklemini sagladigin1 gosterdiler. Es. || kesirli sinir deger problemi icin C;'l_z

binom katsayisi olmak iizere

b — .
[ =5 Z 2(b—a)' T s—a) g@lds=T(E) (D
esitsizligini elde ettiler.

2018 yilinda Guezane-Lakoud ve digerleri [25], ¢ : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon ve 1 <
& + B <2 olmak iizere DB Riemann-Liouville ve D% sag Caputo kesirli tiirevleri ayn1 anda

iceren

CDEDBy(x)+q(x)y(x) =0,a<x<b,0< & B <1

(3.72)
y(a) = DP y(b) =0

toplamsal kesirli sinir deer problemine karsilik gelen esdeger bir integral denklemi elde

ederek Lyapunov tipi esitsizligi elde ettiler.

Es. (3.72) toplamsal kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan bir ¢oziimii y(x) ve

Green fonksiyonu G (x, s);

fs(x—r)ﬁfl(s—r)éfldr , a<s<x<b
Gx,s) = = (3.73)
fx(x—r)ﬁ_](s—r)é_ldr , a<x<s<b

olmak tizere

= /abG(x,s)q(s)y(s) ds (3.74)
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integral denklemini sagladigini buldular. Es. (3.73)) Green fonksiyonunu kullanarak

b —
/a lq(s)|ds > (s +£9_l))§+(§—>f(ﬁ) (3.75)

Lyapunov tipi esitsizligi elde ettiler. Dahasi bu esitsizligin kesin oldugunu dile getirip,

ispatin1 yaptilar.

2019 yilinda Khaldi ve Guezane-Lakoud [26], Lyapunov esitsizligi elde etmek icin
q : la,b] — R siirekli bir fonksiyon 1 < & + B < 2 olmak iizere DP Riemann-Liouville ve

Cps sag Caputo kesirli tiirevleri ayn1 anda iceren

CDEDBy (x)+q(x)y(x) =0,a<x<b,0<B<E<1 (3.76)

toplamsal kesirli sinir deger problemine esdeger asagidaki gibi bir integral denklemi elde

ettiler.

Es. (3.76) toplamsal kesirli sinir deger probleminin asikar olmayan bir ¢oziimii y(x), 0 <
&, B < 1 ve Green fonksiyonu G (x, s),

X,8) = ! inf{“}s ré_l x—sB_l r—
6 = e ([, oo

E )ﬁ/a NE (b r)ﬁ—ldr> (3.77)

olmak tizere

v = [ 69 (5)(5)ds 378)

integral denklemi saglanir. Es. toplamsal kesirli sinir deger problemi icin

3 E+B
/ab|q(s)|dszr(§)r(ﬁ)(<§+ﬁ 1) (E+B) (3.79)

(& (b—a))= P!
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Lyapunov tipi esitsizligi elde ettiler.

1
2019 yilinda Khaldi [27]], yaptig1 ¢alismada 0 < & < P— P, 1< & <2 i¢in &-yinci
—a

basamaktan Caputo kesirli tiirevi ve ¢ : [a,b] — R siirekli fonksiyon olmak iizere

y(a) =0,y (a) =y (b) (3.80)
sinir kosullarina sahip kesirli diferensiyel denklem

DEy(x)+q(x)y(x) =0,a<x<b 1 <E<2 (3.81)

icin Lyapunov tipi esitsizlik elde etti. Bunun icin oncelikle Es. (3.80) sinir sartlarina sahip
Es. (3.81) kesirli sinir deger denklemine esdeger bir integral denklemi yazdi. Bu sinir deger

probleminin agikar olmayan bir ¢oziimii y (x) ve Green fonksiyonu G (x, s),

(E—a)(b—s5) " )
| (1—&(b—a)) +x—9) , a<s<x<b
G(x,s):@ ) () (3.82)
x—a)lb—s)>"
[ (1-&(b—a)) , a<x<s<b
olmak tizere
b
y(x) = /a G(x,5)q(s)y(s)ds (3.83)

integral denklemi saglanir. Yukaridaki smir deger problemi agikar olmayan bir y(x)

¢Oziimiine sahip ise Lyapunov tipi

L) (1-¢(b—a))

é_
(b—a)é_]maks{l,%;)l(b—a)}

(3.84)

[ lalas >

esitsizlik saglanir.

2020 yilinda Ma ve Yang [28]]; g (x) € L(0,1), (0, 1)’in herhangi bir kompakt alt araliginda
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Ozdes olarak sifirdan farkli bir fonksiyon, 8 ve 7y reel sayilar olmak iizere

DSy (x)+q(x)y(x) =0,0<x<1,1<E<2
y(0)=36y(1),Y (0) =p'(1)

(3.85)

kesirli sinir deger problemi {izerine calistilar. Lyapunov tipi esitsizlik olusturmak i¢in Green
fonksiyonundan yararlanarak Es. (3.85) problemine denk bir integral denklemi elde ettiler.
Es. (3.83) probleminin agikar olmayan bir ¢6ziimii y (x) ve Green fonksiyonu G (x, s),

(ké)[ﬁﬁl;)c)(ﬂ)(ks)é*z — (-9 —(x—s)" T, 0<s<x<1

Glos) =7
X,8) = =
re) (1=8)[By1—x)+m](1-5)*> _ 5 E-1
}(/1*7)(13/5) _m(l—s) , 0<x<s<1
(3.86)
olmak iizere
1
y(x) :/0 G(x,s)q(s)y(s)ds (3.87)

integral denklemi saglanir. Es. (3.85) sinir deger probleminin agikar olmayan bir y(x)

¢Oziimil i¢in asagidaki sonuclari elde ettiler.
(i) 6 € (0,1) ve y € (0,1) olmak iizere

[ 0952 -0+ 0N -s)lg6)lds > D) (1-8) (1) (:88)

(ii) 6 € (1,+) ve y € (0,1) olmak tizere

[ a-9520rE -0+ 0 n (1 -s)lg )]s > SO DIZY 3.5

(E-1)8
2-¢

(iii)) 6 € (0,1) ve y € (1, 1+ ] olmak iizere

[ =982l -0 - (- D a-5)lg6)lds > D) (1-8) (r—1) (3.90)



58

1
2-¢

(iv) 6 € (1,4) vey € (1,

] olmak tizere

Jo (1=s)"2{8y(E - 1)

—lsw—lw—ﬂZ—éxa—n(Zg—)ﬁj(1—w}mwnm

>T(E)(6-1)(r—1) (3.91)
esitsizlikleri saglanir.

2020 yilinda Bachar ve Eltayeb [29], g : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere

DSy(x)4+q(x)y(x)=0,a<x<b,3<E<4

3.92
y(a)=D*"y(a)=D""?y(a) =" (b) =0 o

kesirli sinir deger problemi iizerine ¢alistilar. Es. (3.92)) problemine karsilik gelen Green
fonksiyonu G (x,s),

4 B 5_1 _ £E-3
(x—a)> " (b—y) (x—s)é I a<s<x<b
| (b=a)*
G(x,5) = == (3.93)
e (x—a)* T (b—s)
, a<x<s<b
\ (b_a)g_?)

kullanarak Es. (3.92) kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan bir ¢6ziimii y (x) olmak

uzere

b
ﬂw:lcw@wmmws (3.94)

integral denklemini sagladigimi gosterdiler. Es. (3.92) problemi igin g* (x), Es. (3.1)’de

tanimlandig1 gibi olmak iizere Lyapunov tipi

b
/a (s—a)(b—s5)5 3 2b—a—s)g* (s)ds > T(&) (3.95)



esitsizligini elde ettiler.
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4. KESIRLI SINIR DEGER PROBLEMLERI iCiN YENi LYAPUNOV
TIPI ESITSIZLIKLER

Bubolimde 1 < £ <2,3 <& <4ven< & <n— 1 olmak iizere £-yinci basamaktan kesirli

sinir deger problemi icin elde ettiimiz yeni ve orijinal Lyapunov tipi esitsizlikler

verilecektir.

Oncelikle buldugumuz sonuglari ispatlarken kullanacagimiz temel teskil eden baz1 sonuglar

verilsin.

4.0.1 Lemma ( [30, Lemma 2.2])

ye C(0,1)NL(0,1), & > 0 i¢gin &-yinci basamaktan bir kesirli tiirevli, [§] = n, &’ya esit

veya &’dan biiyiik en kiigiik tamsay1 ve i = 1,2, ...,n i¢in ¢; € R olmak iizere
D *D%y (x) =y (x)+ xS 2 o 4.1)

esitligi saglanir.

4.1. 1 < £ <2 Olmak Uzere £-yinci Basamaktan Yeni Lyapunov Tipi Esitsizlikler

Asagidaki lemmada 2012 yilinda Xu ve digerlerinin [31]] elde etti§i Green fonksiyonu

verilsin.

4.1.2 Lemma ( [31, Lemma 2.3])

q : [0,1] — R siirekli bir fonksiyon ve 0 < 8,1 < 1 olmak iizere

Déy(x)+q(x)y(x)=0 0<x<1, 1<&<2 (4.2)

y(0)=0,y(1)=By(n) (4.3)
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kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan bir ¢oziimii y (x) ve Green fonksiyonu G (x, s),

(

(L)) B ()t ) S T (1)
(1=Bn==")T(&) ’

0<s<x<lves<n

(1-5))5 ' —(r—s)" " (1-B0s ")
(1-Bné-1)r() '
G (x,s) = < (4.4)

O<n<s<x<1

x(1—5))5 ' —Bxé 1 (n—5)°~!
[x( Aﬁﬁ”ﬁg)) , 0<x<s<n<l

r(1-s)]""

W s 0§X§S§1V€n§S

olmak iizere

1
ﬂ@=£6w@ﬂmmws 4.5)

integral denklemi saglanir.

Ispat

Lemma 4.0.1°den Es. denklemine esdeger integral denklemi, ¢y, ¢; € R olmak iizere
y(x) = =D "%q(x)y(x) +c1x5 4 x5 2 (4.6)
yazilabilir. Es. (4.2)) denkleminin genel ¢6ziimii

y(x) =~ ) /0 (x—9)""q(s)y(s)ds+crx® ! 4 cpx8 2 (4.7)

IS
elde edilir. Es. (11;3'[) sinir sartlarindan, ¢, =0 ve

1
(1-Bns"

Cl =

ﬂﬂ)M%“ﬂg”“”ww—ﬂmm—wéwwmwm @3)

bulunur. Bulunan degerler Es. esitliginde yerine yazildiginda

y(®) = —rg Jo (x—9)> " g (5) v (s)ds+



xg_l

TperE Lo (=97 a0y (s)ds— [T B (M —5)""" a()3()ds
elde edilir.

x <M igin

x r(1=9)]5 1B (n—s)° " —(x—s)° ' (1= 1)
’ FE)(1-prE ) q(s)y(s)ds+

x(1—5)]6 1 —Bxé 1 (n—s5)5~" x(1—s5)]5~!
L e ()Y () ds + fy gy 4 (5)y (9)ds

= Jo G(x,5)q(s)y(s)ds

ve x > 1 icin

n B=9)]s =B (n—s)° ' —(x—s)* ' (1= 1)
0 &) (1—pnE ) q(s)y(s)ds+

v (1=5)]5 " —(x—s S-1(1-pns-! (1=5)16-1
Jy B P g 5y ) s+ ) b a(0)y (9)ds

= Jo G(x,8)q(s)y(s)ds
elde edilir. Ispat tamamlanir.
4.1.3 Lemma ( |31, Teorem 2.1])

Es. 1} ’de tamimlanan G (x,s) Green fonksiyonu [31’]'5_2 < 1 olmak tizere

s6-1 (1 —s)éi1
L) (1-Bns1)

x,s €10,1] icin G(x,5) <G(s,5) <

63

4.9
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ozelligini saglar.

Ispat

(1 —ﬁn§*1> ['(E)G (x,s) goz 6niine alinsin. 0 <s < x < 1ves <1 igin

g1 (8) 1= (1 =) = Bt T —9)" = (r—9)* T (1) 4.10)
ve fn%~2 < 1 oldugundan

g (x,s)

S = (E D (1) - (E =B (- 9)

—(E-1)(—5)" (1-pns )

<0 (4.11)
elde edilir. Buna gore g; (x,s), x’e gore azalan fonksiyondur, boylece s < x ve s < 1] i¢in
$1(6.5) S gi(s.8) = [s(1=9)]*" = Bs* (=)' <87 (1 —9)*! (4.12)
elde edilir.

0<n<s<x<ligin

g2(6,8) = [r(1=9)]* " = (x—)* 7 (1= ") (4.13)
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olsun. fN5-2 < 1 ve n < s oldugundan

98208) _ (g 12155 (- 1) (r—0) 2 (1- e )
=g [0 (1= (1t )
<(E-D2 (1) = (1=9)* 2 (1= Bns 1) |

= (-1t 2 (1-5)" 2 [<1 =)= (1 —5"6_1”

= (- D2 (1=5)5 7 (Bt =)

< (E-DE2 (195 (B0 )

= (-1 21— 2 (B2 - 1)

<0 4.14)

elde edilir. Sonug olarak, g (x,s) fonksiyonu x’e gore azalan fonksiyondur. Boylece 0 <

n<s<x<ligin

22(1,5) <ga(s,8) =[s(1—5)° " =551 (1—5)"! (4.15)
elde edilir.

0<x<s<n<ligin

g3(x,8) == [x(1—5)]" "' = Bx= " (n —s)>~" (4.16)
olsun.

933 (x.5) : . et ()
BT — -2 (1= (B (1-5)
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> (£ 152 (1=9)5 1= e
>0 4.17)

Boylece g3 (x,s), x’e gore artan fonksiyon oldugu goriiliir. 0 < x <s <17 < 1 i¢in

g3(s.) = [s(1=5))" " =B (1 —5)*"!
< - (4.18)

IN

g3 (x,s)

elde edilir. 0 <x<s<1ven <sigin
ga(x,5) = [x(1—s)]"" (4.19)
olsun.

dg4(x,s) _ £
I8 (121 )

>0 (4.20)

bulunur. Sonug olarak
(1-Bn ) L) G s < (1 -9 <65 (1= 9)F ! “21)

elde edilir. Es. (4.12)), Es. (4.15), Es. (.18)), Es. (4.20) ve Es. (4.2I)’den Es. (¢.9)’in ispat:

tamamlanir.

Simdi Es. (#.4) Green fonksiyonuna karsilik gelen Es. (4.3)) sinir kosullarina sahip Es. (4.2)

kesirli sinir deger problemi i¢in elde ettigimiz Lyapunov tipi esitsizlikler verilsin.



67

4.1.1. Teorem

Es. (4.3) sinir kogullarina sahip Es. (4.2) kesirli sinir deger problemi i¢in ¢ : [0,1] — R

stirekli bir fonksiyon, 0 < 8,1 < 1 olmak iizere Lyapunov tipi

[ a-9F alas =@ (1-pns ) “22)
esitsizligi elde edilir.

Ispat

Es. (@.3) smur kosullarina sahip Es. (4.2)) kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan
bir ¢oziimii y (x) olsun. Lemma 4.1.1°den Es. (4.5) integral denklemi saglanir. |y (xp)| =

m?ks |y (x)| olmak iizere Lemma 4.1.2 Es. ’den
0,1

ool <y xo|maks/ G.9)!lq s)]ds

x€[0,1

55 ] sé_
1< /F Eyleelds 4.23)

bulunur. Ispat tamamlanir.

4.1.1 Sonug

Es. (4.3) sir kosullarina sahip Es. (4.2) kesirli sinir deger problemi igin ¢ : [0,1] — R

stirekli bir fonksiyon olmak iizere Lyapunov tipi

[ la@)lds > 2220 (1-pns") (424
0

esitsizligi saglanir.
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Ispat

Es. (4.3)) sinir kosullarma sahip Es. (4.2) kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan bir
¢oziimii y(x) olsun. Es. (4.22) esitsizliginin sol tarafindaki integralin igerisinde yer alan
polinomun, yani x5! (1 —x)éi1 maksimumu alinirsa Es. li esitsizliginin kolaylikla

saglandig goriiliir.

4.2. 3 < £ < 4 Olmak Uzere £-yinci Basamaktan Yeni Lyapunov Tipi Esitsizlikler

2009 yilinda Xu ve digerlerinin [32]; elde ettigi Green fonksiyonu asagidaki gibidir.

4.2.4 Lemma ( [32, Lemma 2.3])

q : [0,1] — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere

Déy(x)=q(x)y(x) 0<x<1, 3<&<4 (4.25)

y(0)=y(1)=y(0)=y(1)=0 (4.26)

kesirli sinir deger probleminin asikar olmayan ¢oziimii y (x) ve G (x,s),

(21— )5 25— x+ (E=2) (1 - )]

£-1
T , 0<s<x<1
G(X,S) = m (x S) Pt (427)

\xé_z(l—s)é_z[s—x+(§—2)(l—x)s] , 0<x<s<l1

olmak tizere

1
y(x) = /0 G (x,5)q (s)y (s) ds (4.28)

integral denklemi saglanir.
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Lemma 4.0.1°den Es. (4.25) denklemine esdeger integral denklemi, cy, ¢3, ¢3, ¢4 € R olmak

uzere
y(x) =D q(x)y (x) +erx> T et 2 o3t eax

yazilabilir. Es. (#.25]) denkleminin genel ¢6ziimii

y(x) = L/ (r—5)°"" g (s)y(s)ds+erx® e 2 et P et

r'(¢)

0

elde edilir. Es. (4.26) sinir sartlarindan, ¢z = ¢4 =0,

1! £-2
m/0 (1—5)""2 (25— Es—1)q(s)y(s)ds

Ccl =

veE

1
qu%54<é—nu—@5%ﬂwwwm

bulunur. Bulunan degerler Es. (#.30)’de yerine yazildiginda

y(x) = gy Ji (=) q () (s) ds+
i o (1=5)5 2 (25— &5 — 1)25 g (s) y (s) s+
medo (E= 1) (1=9)° 20282 (s)y (s) ds

= g i { =) = F R g -

(61192582 g0y ()ds+ gy S {197 P @ —gs =)

(4.29)

(4.30)

4.31)

(4.32)
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elde edilir. Ispat tamamlanr.

4.2.5 Lemma ( [32, Lemma 2.4])

(4.33)

Es. (4.27)’de tammlanan Green fonksiyonu, Mo = maks{& — 1,(€ —2)*} olmak iizere

() x,5€(0,1)i¢cin G(x,5)=G(1—s,1—x)
@) xs€(0,1)icin (E—2)x52(1-x)2s2(1—5)°2<T(£)G(x,5)

SMosz(l—s)g*2
3) x,5€(0,1) igcin G(x,s) >0

4) x,s€(0,1) i¢in (.’,‘—2)s2(l—s)5_2x5_2(1—x)2§F(§)G(x,s)

< Mox52(1 —x)?

ozelliklerini saglar.

Ispat

(1) x,s € (0,1) i¢in G (x,s) incelendiginde G (x,s) = G (1 —s,1 —x) oldugu aciktir.

(2) & > 3 ve s < x olmak iizere



L(E)G(x,s) = (x—9)° ' +(1=5)° 282 [s—x+ (£ —2) (1 -x)3]
= (x=9) [(x=9)" 2= (1= 9)° |+ (€= 2) (1 =) s(x—x9)° 2
= —(x—=8) (6 =2) [5 uf P du+ (§—2) (1 —x)s(x—x5)° 7

> —(x=5) (£ =2) (x—x9)" s (1=x) +(E = 2) (1 —x)s (x—xs)"
= (E-2)x8 3 (1-9)° 2 (1-x)’

> (§=2)x5 2 (1—9)" 25 (1—x)?

elde edilir. Diger yandan, & >3, 1 —x < 1 — s ve My = maks{& — 1, (& —2)*} i¢in
L(§)G(xs) = (x=5)°" 4 (1-5)> 2282 s —x+ (E = 2) (1 -]
= (x=9) [(x= )72 = (1= 29) "+ (€= 2) (1 -0 s (x—x)° 2

=~ (=) (E =) [T P dut (§ -2 (1-2)s (x—x9)
<—(x=9)(E=2)(x=5)> s (1=x) +(E=2) (1 -x)s(x—xs)" 7
= (6-2)s(1—x) [r—a0)" P~ (x=9)F

= (£=2)s(1-x)(E —2) [ ub du
S22 (10 e P (1-9)

< (€2 (1-9)57

< Mos? (1—s5)°72

elde edilir. s > x icin

71

(4.34)

(4.35)



7
L(E)G(xs) = (1-5)> 22 [s—x+(§ =2) (1-x)s]

> (E-2)252(1-5)" ?s(1—x)

> (E—2)x"2(1—5)°25*(1—x)? (4.36)
ve & > 3igin

L(E)G(x,5) = (1—5)" 28 2s—x+(E=2) (1-x)s]

<52 (1=9)" P+ (§—2)s]

=551 (1= 2 (=)

< Mos? (1—s5)°72 (4.37)

elde edilir. Es. (4.34)-Es. (4.37)’den (2)’nin ispati tamamlanur.

(3) (2) saglandigindan x, s € (0, 1) i¢in G (x,s) > 0 oldugu aciktir.
(4) (1) ve (2) ozelliklerinden (4) saglanir.

Simdi bu Green fonksiyonuna karsilik gelen elde ettigimiz Lyapunov tipi esitsizlikleri

verelim.

4.2.2. Teorem

Es. (4.20) sinur sartlarina sahip Es. (4.25) kesirli sinir deger problemi i¢in ¢ : [0,1] — R
siirekli bir fonksiyon, My = maks{& — 1,(€ —2)*} ve G (x,s), Es. (4.27)'de tammlandig

gibi olmak iizere Lyapunov tipi

/01s2(1 —5)572|q(s)|ds > %i) (4.38)

esitsizligi saglanir.
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Ispat

Es. (4.26) sinir sartlarina sahip Es. (4.25) kesirli sinir deger probleminin asikar olmayan bir

¢Oziimii y (x), Lemma 4.2.1’den Es. (4.28)) integral denklemini saglar. |y (xo)| = m(aks) ly (%)]
x€(0,1

k]

olmak tizere

pall < ol maks [116(o)llo(6)las

I Mys? (l—s)gf2
. rE s (439)

elde edilir. Ispat tamamlanar.

4.2.2 Sonug

Es. (4.20) sinir sartlarina sahip Es. (4.25) kesirli sinir deger problemi igin ¢ : [0,1] — R
siirekli bir fonksiyon ve My = maks{& —1,(§ — 2)2} olmak tizere Lyapunov tipi

¢
/ g (s |ds>4M0((§1§2)§ . (4.40)

esitsizligi saglanir.
Ispat

Es. (4.26) sinir sartlarina sahip Es. (4.25)) probleminin agikar olmayan bir ¢oziimii y (x)
olsun. Es. li ’in sol tarafin integralin icerisinde yer alan polinomun, yani x? (1 —x)é_2

maksimumu alinirsa Es. (4.40) esitsizliginin kolaylikla saglandig1 goriiliir. Ispat tamamlanar.

4.3. n—1 < £ < n Olmak Uzere &-yinci Basamaktan Yeni Lyapunov Tipi Esitsizlikler

2017 yilinda Ma [33]] tarafindan elde edilen Green fonksiyonu asagidaki gibidir.
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4.3.6 Lemma ( [|33, Teorem 3.1])

q(x) € L]0,1] negatif olmayan bir fonksiyon, f : [0,1] x [0,4o0) — [0,+o0) siirekli bir

fonksiyon, n >3 ve 0 < B < n— 2 olmak iizere

—DSy(x) =q(x) f(x,y(x),0<x<Ln—1<E<n

(4.41)
$(0) =y (0) =3 (0) = ... =32 (0) = DPy(1) = 0

kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan bir y (x) ¢6ziimii ve Green fonksiyonu G (x, s),

xé_l(l—s)é_ﬁ_l—(x—s)‘)g_1 , 0<s<x<l1
1
G(x,s)= T (4.42)
xé*l(l—s)éfﬁf1 , 0<x<s<1
olmak tizere
1
v = [ G9)g(s)f (s.3(5))ds 443)

integral denklemini saglar.

Ispat

Lemma 4.0.1°den Es. (4.41])) kesirli sinir deger problemine esdeger integral denklemi cy, ¢,

... ,¢n € R olmak iizere
y(x) = =D 8q(x) f (x,y (1) +ex¥ ! et 2 et (4.44)

yazilabilir. Es. (¢.41)) probleminin genel ¢ziimii

y(x) = —%/Ox (x—s)é_lq(s)f(s,y(s))a’s—i—cpc(:*1 + x2S (4.45)
elde edilir. y(0) =y (0) = ... = y"=2) (0) = 0 suir sartlarindan ¢5,...,c, = 0 ve

N S PR
er= gy b 195 a0 £ (.y()ds (4.46)



bulunur. Bulunan degerler Es. (4.45) denkleminde yerine yazildiginda

¥ () ==z Ji (6= )5 g () £ (5,3 () ds+ g Jo (1=9)° P g 5) £ (5.9 (s)) ds

= Jo G(x,5)q(s) f (s, (s))ds

elde edilir. Ispat tamamlanur.

4.3.7 Lemma ( [33, Lemma 2.2])

0<pB <n-—2iginEs. ile tanimlanan Green fonksiyonu G (x, s),
(i) I = [0,1] olmak iizere (x,s) € I x I igin G (x,s) siireklidir.

(ii) (x,s) € I x1Iigin G(x,s) >0

ozelliklerini saglar.

Ispat

Ozelliklerin saglandig1 Es. (4.42) ile aciktur.

75
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4.3.8 Lemma ( [|33, Teorem 2.1])

0<B<lvese(0,1)iginxy= -5 Olmak iizere

1—(1—s) &2

maksG (x,s) = G (xo,s) = e {1 - ((1 _S)%)}é_z >0 (4.47)

esitsizligi saglanir.

Ispat
Herhangi bir s € (0,1) i¢in x > s ve xg = > 75— Olmak iizere
1—(1—s) 52

) <0,x>x

[(§)Grlxs) = (§—1)a" 7 [(1—s>““— (1-3) } ’ (4.48)
X
Z U, X > X0
elde edilir.
3 §—p-1 S
0< B < 1veé& >3oldugundan ﬁ > 1 elde edilir. Boylece
E-p-1
s<1l—(l—-s) 52 <1 (4.49)
elde edilir. Buise s < xg < 1 oldugunu ifade eder. Boylece
E-1 1— E-B-1
maksG (x,5) = G (xg,5) = — -1 =9) >0 (4.50)
x€s,1] g_p-1762
r(&)|1-1-9%]

elde edilir.

£t

17572
x < s oldugunda {1 —(1—s) &2 ] < 1 oldugundan Es. (4.42)’den




bulunur. Es. (4.50) ve Es. (4.51)’dan ispat tamamlanur.

4.3.9 Lemma ( |33, Teorem 2.2])

1 < B < n—2 olmak iizere herhangi bir s € (0, 1) i¢in

ksG (x,s) = G (1,
maks (x,5) =G (L,s)

esitligi saglanir.

Ispat

Herhangi bir s € (0, 1) igin x > s oldugunda Es. (4.42))’den

I'(§)G(x,s) e (1 —s)éfﬁf

ve dolayisiyla

e (R A (B

elde edilir.

1gﬁgn—zyani,ogé—ﬁ—lgg—zve(l—s)z(1—5> icin
X

gt (1-2) 7 20

- ()c—s)gf1

77

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)
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elde edilir. Dolayisiyla Gy (x,s) > 0 oldugu goriiliir. Boylece

S—B- £
maksG (x,s) = G(1,s) = (1-5) o (1—s5)"

>0 4.56
X€E[s,1] F(g) ( :

elde edilir.

x < soldugunda B > 1 ve & > 3 oldugundan (1 — s)B +s571 < 1—5+5=1bulunur. Yani,
sSl<1—(1—5)P (4.57)
elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi (1 — s)gfﬁ “lile carpilarsa

S M=) Pl <=5 P (1 —g)5 ! (4.58)

elde edilir. Diger yandan,

_xé_l(l—s)é_ﬁ_] sé_l(l—s)é_ﬁ_l

G(x,s) = (&) < (8 (4.59)
bulunur. Es. (4.58) ve Es. (4.59)’den
11 _S)E*ﬁfl
;’Zg[%)],ciG (x,5) < ()
(1) P = (1=
- I
— Gl (4.60)

elde edilir. Es. (4.56) ve Es. (4.60)’den ispat tamamlanr.

Lyapunov tipi esitsizlik elde etmek i¢in ¢ (x) € L[0,1], n > 3 ve 0 < B < n— 2 olmak iizere
Es. (4.41) kesirli sinir deger probleminde f (x,y(x)) fonksiyonu yerine y (x) alinarak elde
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edilen

—Déy(x)=q(x)y(x),0<x<ln—1<&E<n

4.61)
y(0) =y (0) =y"(0) = ... = y""2(0) =0, DPy (1) = 0

kesirli sinir deger problemi gbz Oniine alinsin.

4.3.3. Teorem

Es. (4.61) kesirli sinir deger problemi i¢in ¢ (x) € L[0,1], n >3 ve 0 < B < n—2 olmak

iizere Lyapunov tipi

/l Ul i lq(s)|ds > T (&) 4.62)
0 ¢ p1752 1 - '
[1—(1—s) £-2 ]

esitsizligi saglanir.

Ispat

(4.61) kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan bir ¢oziimii y(x) ve Green

fonksiyonu G (x,s), (4.42)’de tanimlandig1 gibi olmak iizere

v = [ G9)(5)y (5)ds @

integral denklemini saglar. |y (xg)| = m?ks |y (x)| olmak tizere Lemma 4.3.3’den
x€|0,1

)

poll < Iyolmaks [116(o)lla(6)lds

&-1(1 -6 B-1
I 1 U=s) — la(s)|ds (4.63)
0 e-p-1\ %
r@ (1-0-957)

elde edilir. Ispat tamamlanr.
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4.3.4. Teorem

Es. (4.61) kesirli sinir deger problemi icin g (x) € L[0,1], n >3 ve 0 < B < n—2 olmak

tizere Lyapunov tipi
1
| 69law)lds=1 (4.64)
0
esitsizligi saglanir.
Ispat

Es. (4.61)) kesirli sinir deger probleminin agikar olmayan bir ¢6ziimii y (x), Green fonksiyonu
G (x,s), Es. (4.42)’de tammlandig1 gibi olmak iizere

1
y(x) = /0 G (x,5)q (s)y (s) ds (4.15)

integral denklemini saglar. |y (xp)| = maks |y (x)| olmak iizere Lemma 4.0.1’den
xXe

[0,1]

1
o)l < (o)l | maks |G (x,s)lla(s)|ds
0 x€[0,1]

1
1< [ 6s)lg)lds (4.65)

elde edilir. Ispat tamamlanr.
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5. SONUC VE ONERILER

Butezde, 1 <& <2,3< & <4ven—1<§& <nolmak iizere §-yinci basamaktan kesirli
sinir deger problemleri i¢in elde edilen Lyapunov tipi esitsizlikler tizerinde durulmustur.
Giris Boliimiinde, kesirli tiirev, Green fonksiyonu ve Lyapunov esitsizliginin tarih¢esinden
kisaca bahsedilmistir. Ikinci Boliimde, konuyla ilgili temel tanimlar, teoremler, 6zellikler,
sonugclar ve drnekler aciklanmustir. Ugiincii Boliimde & -yinci basamaktan kesirli stir deger
problemleri i¢in literatiirdeki bazi sonuclara tarihsel siire¢ icerisinde atiflar yapilarak
ozetlenmistir. Son Bolimde ise 1 <& <2,3 <& <4ven—1 <& <nolmak iizere &-yinci
basamaktan kesirli sinir deger problemleri i¢cin Green fonksiyonu yardimiyla elde edilen

yeni ve orijinal Lyapunov tipi esitsizlikler ispatlari ile birlikte verilmistir.

Diferensiyel, fark, zaman skalasi ve g-analizde yer alan salinimlilik, diskonjuge, 6zdeger
problemleri, kararlilik, varlik-teklik ve diger uygulamalarda Lyapunov tipi esitsizliklerin
kullaniglt bir ara¢ olmasindan dolay1 tezimizin bu alaninda ¢alisacak olan bilim insanlarini
bilgilendirece8i ve caligmalarinda yardimci olabilece8i diisiincesindeyiz. Bu tezimizde
&-yinci basamaktan sadece kesirli sinir deger problemleri ig¢in Lyapunov tipi esitsizlikler
izerine calismamiza ragmen farkli analizlerde farkli sinir deger problemleri i¢in tezdeki
yontem kullanilarak en iyi olasilia sahip yeni Lyapunov tipi esitsizlikler elde edilip ve
uygulamalar1 verilebilir. Bu konuya ilgi duyan okuyucular, 6nce ikinci ve daha sonra
yiiksek basamaktan adi sinir deger problemleri i¢in Lyapunov tipi esitsizlikler iizerine
incelemeler yapabilirler. Dolayisiyla buradan elde ettigi bilgiler 1s1¢1inda farkli sinir deger

problemleri icin yeni ve onemli sonuglar elde edebilirler.
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