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1. GIRIS

Pisali Leonardo Fibonacci, orta ¢agin en 6nde gelen Avrupali matematikgisi olup, Hindu-
Arap say1 sistemini Avrupa’ya ilk tanitan kisidir. Fibonacci 1170 yilinda Pisa’da diinyaya
gelmistir ve daha sonra babasinin Cezayir’e atanmasi ile burada matematik 6grenmek igin
dersler almaya baslar, ardindan Hint-Arap say1 sistemini ve hesaplama tekniklerini 6grenir.
Fibonacci, 1202 yilinda tamamladig1 Liber Abacci isimli hesaplama kitab1 anlamina gelen
kitabiyla taninir. Bu kitap, orta cagin en etkili matematik kitaplarindan biri olup bu kitabinda
Fibonacci sayilarin nasil okunacagini, yazilacagini agiklayarak kesirler ve tam sayilar ile
dort iglemin nasil yapildigint gostermistir. Fibonacci, Liber Abacci eserinden sonra Flos,

Liber Quadratorm, Practica Geometria, adinda ii¢ kitap daha yazmustir [1, 2].

Matematik diinyasina 6nemli katkilarda bulunan Fibonacci’nin en 6nemli katkilarindan biri

de kendi adi tastyan “Fibonacci Sayr Dizileri” dir. Fibonacci say1 dizileri, F; olarak

gosterilmis olup her terim kendisinden 6nce gelen iki terimin toplami olarak ifade edilen bir
dizidir. Bu dizinin kiymeti insanlar tarafindan daha sonralar1 anlasilmis ve diinyaya daha
analitik olarak bakmaya baslamislar ve bu say1 dizisinin iizerinde durarak 6énemli sonuglar

elde etmislerdir [1, 2].
Fibonacci Say: Dizisi Ornekleri:

e Aygigeginin merkezinden disartya dogru sagdan sola ve soldan saga dogru taneler
sayildiginda ¢ikan sayilar,

e (Cam kozalaginin altindaki sabit noktadan tanelerin sayilmasiyla ortaya ¢ikan sayilar,

e Pascal iiggenindeki katsayilarin yazilarak ¢apraz toplamlariyla elde edilen sayilar.

Fibonacci sayilar1 igin agik gosterimini veren Eduard Lucas, Fibonacci dizisini tanimlamis
ve bu dizilerle iligkili olan yeni bir say1 dizisini litaratiire kazandirmigtir. Bu dizi daha sonra

kendi ismiyle yani Lucas dizisi olarak adlandirilmigtir [1].

Fibonacci polinomlart 6nce Alman matematik¢i E. Jacobsthal ve Belgikali matematikgi
Eugéne Charles Catalan ve tarafindan ¢alisilmistir. Daha sonra Hint matematik¢i M. N. S
Swamy tarafindan ¢alisilmistir. 1963 yilinda Fibonacci polinomlarinin bir yenisi olan Pell

polinomlar1 P. F. Byrd tarafindan tanimlanmigtir. Fibonacci polinomu olarak kabul edilen



polinom ise Catalan tarafindan tanimlanmis olan polinomdur. Daha sonra Fibonacci
polinomlar: tizerinde litaratiirde farkli tanimlamalar ve genellemeler yapilmistir bunlarda

Fibonacci tipli polinomlar olarak adlandirilir [1-6].

Bu tezin amaci iiglincii boliimde tanitilan galismada verilen polinom ailesini igeren daha

genel bir polinom ailesi tanimlayarak 6zelliklerini incelemektir.

Bu tezin birinci bolimii temel tanimlamalara ayrilmis olup tez asagidaki boliimlerden

olusmaktadir:

s Tkinci boliim: Bu boliimde; bazi tamim, lemmalar ve bazi bilinen say1 dizileri, polinom
aileleri ile 6zelliklerine yer verilmistir.

Uciincii boliim: Ug degiskenli bazi polinom aileleri iizerinde durulmustur.

Ddérdiincii ve beginci béliim: Bu bolimde yiiksek basamaktan bazi polinom aileleri
tanimlanarak bu polinom ailelerinin kismi tiirevleri, rekiirans bagintisi ve diger polinom
aileleriyle ilgili 6zellikleri incelenmistir. Ayrica Apostol tipli bazi polinom ailelerine de
deginilmistir.

s Altinci boliim: Bu boliimde elde edilen sonuglar iizerinde durulmustur.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. On Bilgiler

2.1.1. Tanim
v reel ya da kompleks bir say1 olmak tizere,

W), =v(v+)(v+2)..(v+r-1), r=12,..
bigiminde tanimlanan (v), ifadesine Pochhammer sembolii denir [7].

2.1.2. Tanim

Iki degiskenli bir F(x,t) fonksiyonu t nin kuvvetleri cinsinden
F(xt) = ch f (0"
n=0

bi¢iminde seriye agilabiliyorsa F(x,t) fonksiyonuna {fn(x)} fonksiyonlar ailesinin bir

dogurucu fonksiyonu denir. Burada c, ler x ve t den bagimsiz n nin bir fonksiyonu olup,

farkli parametreler igerebilir [8, 9].

2.2. Baz1 Temel Lemmalar

Bu ¢alismada N sembolii N={0,1,2,...} kiimesini belirtmektedir.



2.2.1. Lemma

A(r,t), r ve t ye bagh bir dizi olsun. pe N—{0} olmak iizere,

w [t/p]

a) ii A(r,t) = ZZA(r,t— pr)

t=0 r=0 t=0 r=0

o [t/p]

b) ZZ A(r,t) = ii A(r,t+ pr)

t=0 r=0 t=0 r=0

esitlikleri saglanir [10].
2.2.2. Lemma

A(r,t), r ve t ye bagl bir dizi olsun. Bu durumda p e N—{0} olmak iizere,

esitligi saglanir [10].
2.2.3. Lemma

n bir dogal say1 ve r reel ya da kompleks bir say1 olmak {izere,

n n!

(—rj (D)),

esitligi saglanir [9].



2.2.4. Lemma

a, B,y reel ya da kompleks sabitler olmak tizere F(«, 5;y;x) hipergeometrik seri olup,

F(a,ﬂ;y;x):Z%%, x| <1, y ¢ Z~ L{0}
n=0 n )

olarak gosterilmektedir. Buna gore
0 Xn
1-Xx)"% =F(a,LLx) = E %, X <1
- n!
n=

esitligi saglanir [9].
2.3. Fibonacci Sayilar

2.3.1. Tanim

F, =0 ve F, =1 kosullar1 olmak {izere

F

n+2

=F ,+F,,n=012,..

(2.1)

rekiirans bagtisiyla tanimli sayilara Fibonacci sayilart denir [1]. Burada F,, n. Fibonacci

sayisidir. Bu bagintiya gore Fibonacci sayilari

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...

seklindedir [1]. Fibonacci sayilari ile ilgili bilinen baz1 6zellikler agagidaki gibidir [1, 11].

neZ" igin



n-1 2 H
F-., n tek ise

b) E Fst—1: n21 -
F..—1 ngiftise

n-1

C) Z F52—1 = Fn—Z I:n—l +1
s=0

d) F,=(-)"F,

dir. O halde yukaridaki son 6zellik dikkate alinirsa n>0 i¢in, F_, ’ler
0,1,-1,2,-3,5,-8,...

olarak elde edilir [11].

F, Fibonacci sayilarinin rekiirans bagintisi araciligiyla karakteristik denklem

A2-1-1=0

olarak bulunmustur. Bu denklemin kokleri a = 1+£/§ ve b= 1_2\/5 olup Fibonacci sayilari
i¢in
a"—b"
F = 2.2
= (2.2)

esitligi Binet formiilii olarak adlandirilir [1, 12].

F, Fibonacci sayilar1 i¢in elde edilen dogurucu fonksiyon



- t
Ft"= S (2.3)
2R =

ile ifade edilir [1, 12].
2.4. Fibonacci Polinomlar
2.4.1. Tanim

F,(x), n. Fibonacci polinomu olmak iizere
FR()=0, R(x)=1
kosullar1 ile bu polinomlar n=0,1,2,... igin

F

n+2

(x)=xF,

n+1

(x)+F, (x) (2.4)

rekiirans Ozelligi ile tanmimlanir [13, 14]. F,(X) Fibonacci polinomlarmimn rekiirans

X+x*+4

bagintisina karsilik gelen karakteristik denklemin kokleri a(x) == ve
X—\x*+4
b(x) = BT olup, Fibonacci polinomlar1 i¢in

F (X) — an (X) — bn (X)
" a(x) —b(x)

(2.5)
esitligi Binet formiilii olarak adlandirilir [1, 14].

F,(x) Fibonacci polinomlari i¢in rekiirans bagintisi yardimiyla elde edilen dogurucu

fonksiyon



ZFn(X)tn = t_ 2 (26)
seklinde ifade edilir [1].

[”ﬂ

[ _J lj n 2j-1 (27)
j=0

ifadesi Fibonacci polinomlarinin agik gosterimidir [15].

Es. 2.7°den Fibonacci polinomlarinin ilk birkagi

F(x)=1,
F,(x) =X,
F(x) = X2 +1,

F,(x) = x*+2x,

R (x)=x*+3x% +1

seklindedir [16].

2.5. Lucas Sayilar

Frangois Edouard Anatole Lucas, 1842°de Fransa’nin Amiens kentinde dogmustur. Lucas,
Ecole Normale Superieure de egitim gormiistiir. Daha sonra Paris Gézlemevinde asistan
olarak ¢aligmistir. Ardindan Lycee Saint-Louis’de ve Lycee Charlemagne’de matematik
Profesorii olmustur [1]. Sayilar teorisine yaptigi katkilarin yani sira, oyun matematigi
iizerine dort ciltlik Recreations Mathematiques (1882-1894) adinda klasigi ile de

taninmaktadir. Gelistirdigi problemler arasinda en ¢ok bilinen Brahma Kulesidir [1]. Ancak



Lucas, ozellikle Fibonacci say1 dizileri olmak iizere en iyi sayi1 teorisindeki sonuglariyla

taninir.

2.5.1. Tanim

L, =2, L, =1 kosullar1 olmak iizere

Ln+2:Ln+1+Ln, n:O,l,Z,... (2.8)

bagintistyla tanimlanan sayilara Lucas sayilart denir [1] ve burada L,, n. Lucas sayisinin

gosterimidir. Bu bagintiya gore Lucas sayilari

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123, ...

seklindedir [1]. Lucas sayilarinin rekiirans bagintis1 yardmiyla elde elde edilen karakteristik
denklem

2*-2-1=0

seklindedir ve bunun kokleri a = 1+2\/§ ve b= 1_2\/5 olup, Lucas sayilar1 i¢in

L =a"+b", n=0123,.. (2.9)

esitligi Binet formiilii olarak adlandirilir [1]. Lucas sayilariin dogurucu fonksiyonu

ZL”tn - = 2
1-t-t
n=0

olarak elde edilir [1]. Lucas sayilari igin baz1 6zellikler asagidaki gibidir [1, 11].
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neZ" igin

n-1
) Y L2 =Ll 42,
s=0

n-1 2 .
L> . —6, ntekise
b) E Ls Ls—l = { " ,

pry L2 ,-1, ngiftise
1
c) Z L2, =L, 4Ly, +3,
s=0

d L,=(-1)"L,

esitlikleri saglanir. ne N —{O} olmak tizere, n. Fibonacci ve Lucas sayilari sirasiyla

L, olsun. Buna gore Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in

) Fa+Fo=L,, i) L., +L,_,=5F,
i 2 n
iv) Li + Li+1 =5F, ., V) Ly, =5F2+2(-1)",

vii) 12 -5FZ=4(-1)",  vii)) L-F/=4F ,F ,,

X) Ln - I:n = 2Fn71

esitlikleri saglanir [1, 17].

i) F L, =F,,,

Vi) Lr21+1 + Lr21 =5Fn.1,

ix) L,+F,=2F

n+1’

Ve
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2.6. Lucas Polinomlari

2.6.1. Tanim

Baslangic kosullar L, (X) =2vel (X) = X olmak iizere Lucas polinomlari
Lot (X) = XL, (X)+ Ly (X), n=123,... (2.10)

rekiirans bagmtisiyla tanimlanir [15]. Burada Lucas polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

2— _2-xt
ZL (X)t" = T (2.11)

olup, acik gosterimi ise

n-k\ k

n—k
L, (x)= n ( ]Xn_Zk,n;tO (2.12)
k=0

olarak elde edilir. [15]. Es. 2.12’den ilk birka¢ Lucas polinomunun ilk birkagi,

L) =2,
L (x) =X,
L(x)=x*+2,
Ly(x) = x* +3x,
L,(x)=x*+4x*+2,

Ls (X) = X° +5x° +5x

olarak elde edilir [15].
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2.7. Tribonacci Sayilari
2.7.1. Tamim

Fibonacci sayilarinin bir genellemesi olarak bilinen tribonacci sayilari 1963 yilinda M.

Feinberg tarafindan T, =0, T, =1 ve T, =1 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere
T =Toa+T 2 +T 5 N=34.. (2.13)

rekiirans bagmtisi ile tanimlanir [18]. Tribonacci sayilarinin dogurucu fonksiyonu

= t
ZTntn :ﬁ (2.14)
e 1-t—t?—t

olarak elde edilir [14].
2.8. Tribonacci Polinomlar

2.8.1. Tanim

Tribonacci polinomlari, t, (X) =0,t (X) =1lvet, (X) = x? baslangi¢ kosullar1 olmak iizere
tes (X) =Xt (X) + Xty (X) +1,(X), N=0,1,2,... (2.15)

rekiirans bagmtisiyla tanimlanir [16].

Es. 2.15° de x=1 alindiginda Es. 2.13’ de tanimlanan Tribonacci sayilari igin rekiirans

bagmtisinin elde edilecegi goriilmektedir.

Tribonacci polinomlarinin dogurucu fonksiyonu
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- z
Ztn(x)z R (2.16)

olarak elde edilir [1]. Hoggatt ve Bicknell tarafindan Tribonacci polinomlarinin birkagi

t(x) =1,
tZ(X) = X21
ty(x) = x* +X,

t,(x) =x®+2x3 +1,

ts () = X% +3x° + 3x*
olarak verilmistir [16].

2.9. Tribonacci-Lucas Sayilari

2.9.1. Tanim

K, =3, K, =1 ve K, =3 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere,

K,=K.4+K,,+K,3 n=34.. (2.17)
rekiirans bagmtisiyla tanimli sayilara Tribonacci-Lucas sayilart denir ve K, ile n.

Tribonacci-Lucas sayilart gosterilir. Tribonacci-Lucas sayilarmin sayilarinin dogurucu

fonksiyonu

N 3-2t-t?
Kth=2"2 "~ 2.18
; "ot -t? -1 (2.18)

olarak elde edilir [19].
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2.10. Tribonacci-Lucas Polinomlari

2.10.1. Tanim

k,(x), n. Tribonacci-Lucas polinomunu gdstermek iizere, Ko(x)=3, k (x)=x* ve

ks (x)=x*+2x baslangic kosullar1 olmak iizere

Ko, 3(X) = X7K,,» (X) + XK. (X) + K, (X), n=0,1,2...

rekiirans bagntisi ile tanimlanir. Tribonacci-Lucas polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

2 2
3k, ()t = 22X (2.19)

C1-x%t-xt? -t

olarak elde edilir [19].
2.11. Pell Sayilar

2.11.1. Tanim
P, =0, P, =1 baslangi¢c kosullar1 olmak tizere Pell sayilari,

P,=2P ,+P_,, n=23.. (2.20)

rekiirans bagintisiyla tanimlanir [1, 20]. Pell sayilarindan olusan {Pn }:o:o say1 dizisine Pell

sayilari dizisi denir. Pell sayilarinin ilk birkagi

R=0,R=1PR=2 kR=5 k=12, =29

seklindedir [20]. P,, Pell sayilariin rekiirans bagintis1 yardimiyla elde edilen karakteristik

denklemin kokleri y =1+ J2 ve 5=1-2 olup Pell sayilar1 i¢in
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(2.21)

Sht= 1 2.22)

ile ifade edilir [20]. P,, Pell sayilarinin agik gosterimi

P =

S

k

[anﬂjzk (2.23)

0
seklindedir [20].

2.12. Pell Polinomlar1
2.12.1. Tanim

P,(x), n. Pell polinomu olmak iizere, Py(x) =0 ve P(X)=1 baslangic kosullar1 ile verilen

Pell polinomlarinin rekiirans bagintisi

P.,(X)=2xP,,;(X)+P,(x), n=0,12,... (2.24)
ile verilir [21].

P, (x), Pell polinomlarinin rekiirans bagintisindan elde edilen karakteristik denklem

A% —2xA-1=0

olmak iizere, karakteristik denklemin kokleri a(x) = x+vx*+1 ve B(X)=x—vx?+1
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degerleridir. Pell polinomlari i¢in

P (X) — an (X) _ﬂn (X)
" a(x)—B(X)

esitligi Binet formiilii olarak adlandirilir [21].

P, (x), Pell polinomlari i¢in dogurucu fonksiyon

- t
POt =———
Z n() 1-2xt—t?
n=0
ile ifade edilir ve

3]

S

R.(X) = [n _SS _1j(2x)“‘25‘1

(2.25)

(2.26)

(2.27)

olup Pell polinomlarinin agik gosterimidir [21]. Es. 2.27’den Pell polinomlarmnin ilk birkag1

P,(x) =0, B(x) =1, P,(x)=2x, Py(X) =4x* +1, P,(x) =8x> +4x, R(x) =16x* +12x* +1

seklindedir [20].

2.13. Pell-Lucas Sayilar:

2.13.1. Tanim

Q, =Q, =2 olmak iizere

Qn = 2Qn,1 +Qn72, n= 2,3,4,...

(2.28)
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ile tanimlanan bagint1 Pell-Lucas sayilarinin rekiirans bagtisidir ve burada Q,, n. Pell-
Lucas sayisinin gosterimidir [20]. Q,,(X) , Pell-Lucas sayilarinin rekiirans bagintisindan elde

edilen karakteristik polinom
2% -22-1=0

olmak tizere, karakteristik polinomun kokleri « =1+/2 ve yii =1-+/2 olup Pell-Lucas

sayilar1 igin
Q,=a"+p", n=123,. (2.29)

esitligi Binet formiilii olarak adlandirilir [20].

Q, =2 ( " Jzk (2.30)

ifadesi Pell-Lucas sayilarinin agik gosterimidir [20].
2.14. Pell-Lucas Polinomlari

2.14.1. Tamim

Q,(x), n. Pell-Lucas polinomu olmak iizere, Q,(x) =2 ve Q,(X) =2X baslangi¢ kosullar1

ile verilen Pell-Lucas polinomlarinin rekiirans bagmtisi
Qnir () =2xQ,,;(X) +Q,(X), n=0,1,2,... (2.31)
olarak verilir [21].

Q, (x), Pell-Lucas polinomlarinin rekiirans bagintisindan elde edilen karakteristik denklem
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A2 —2%x1-1=0

olup karakteristik denklemin kokleri ar(x) = x++x>+1 ve B(x) = x—+/x2 +1 degerleridir.

Bu degerler i¢in

Q(X)=a"(X)+A"(x), n=0,12,...
ifadesine Pell-Lucas polinomlari i¢in Binet formiilii denir [21].

Q, (x), Pell-Lucas polinomlari i¢in dogurucu fonksiyonu

2 2xt
ZQ(X) 1- 2t t2

ile ifade edilir ve

Q) = —[”;Sj@x)”‘zi n+0

olup Pell-Lucas polinomlarinin agik go6sterimidir [21]. Es.

polinomlarmnin ilk birkag1

Q(x) =2,

Qu(x) =2x,
Q()=4x*+2,

Q,(x) =8x% +6x,

Q,(x) =16x* +16x% +2,

Qs () =32x° +40x% +10x

seklindedir [20].

(2.32)

(2.33)

(2.34)

2.34’den Pell-Lucas
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2.15. Jacobsthal Sayilar1

2.15.1. Tanim

J,,, n. Jacobsthal sayisin1 gostermek iizere, J, =0, J; =1 baslangi¢ kosullar ile verilen

Jacobsthal sayilar1 i¢in rekiirans bagintisi

J,=J3 ,+2) ,, n=23.. (2.35)

olarak tanimlanir [22]. J,, Jacobsthal sayilarmin rekiirans bagmtisindan elde edilen

karakteristik denklem

A2-21-2=0

olmak iizere, buradan elde edilen ¢ =2 ve f =-1 olup Jacobsthal sayilar1 i¢cin

_an_ﬁn_l n_ (0
R —3(2 =% (2.36)

esitligi Binet formiilii olarak adlandirilir [22].

Jacobsthal sayilarmin dogurucu fonksiyonu

0

D @3

olarak elde edilir [23]. Jacobsthal sayilarinin agik gosterimi ise

["ﬂ

[n -1- kj (2.38)
k=0

olarak elde edilir [22].
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2.16. Jacobsthal Polinomlar1

2.16.1. Tanim

Jo(X)=0, J;(x) =1 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere J,(X), n. Jacobsthal polinomu
J,(X)=J3,,(X)+2xJ,,_,(x), n=2,3,... (2.39)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir [24-26].

J,(X), Jacobsthal polinomlarinin rekiirans bagntis1 yardimiyla elde edilen karakteristik

denklemin kokleri

C1+41+4x v 1-J1+4x
2

a(X) e pf(x)= — Y olup Jacobsthal polinomlar1 i¢in

3 0)=LX=F) 515 (2.40)
" a(x)—-B(x)

esitligi Binet formiilii olarak adlandirilir [24-26]. J,(x), Jacobsthal polinomlar: igin

dogurucu fonksiyonu

ZJn(x)t” =% (2.41)

olarak ifade edilir [24-26]. Jacobsthal polinomlarinin ilk birkagi

J;(x)=0,
J,(x) =1,
J;(x) =1,

J,(x) =x+1,
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J5(X) = x> +3x+1

seklindedir [23].

2.17. iki Degiskenli Fibonacci Polinomlari
2.17.1. Tanim

Fo (X, ¥) =0, F(x,y)=1 baslangi¢ kosullar1 olmak tizere F, (x,Yy) iki degiskenli Fibonacci

polinomlari,
F. (X, y)=xF_;(X,¥)+YF _,(X,y), n=2,3,... (2.42)
seklinde rekiirans bagimtisi ile tammlanir [27-29]. Burada x#0, y =0 ve x*>+4y =0 dur.

Iki degiskenli Fibonacci polinomlarin rekiirans bagmtisindan elde edilen karakteristik

denklem
A2 —xA—-y=0 (2.43)

olup, bu denklemin koklerinden elde edilen

/ 2 — ,
OZ(X, y):w ve ﬂ(x’ y):L

2
> 2 4y degerleri yardimiyla iki degiskenli

Fibonacci polinomlari i¢in

_a"(xy)-p(xy)
F.(x,y)= (% y)— BOCY) ,Nn=0,12,... (2.44)

esitligi Binet formiilii olarak adlandirilir [27-29].
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Iki degiskenli Fibonacci polinomlari i¢in dogurucu fonksiyonu

N t
F(yt"=——— (2.45)
nz.; 1—xt — yt?

ile ifade edilir [30].
Uyart

Es. 2.45°de y=1 yazilirsa, Es. 2.6’dan dolay1 F,(x,1)=F,(x) Fibonacci polinomuna

doniisiir.
2.18. Iki Degiskenli Lucas Polinomlar:
2.18.1. Tanim

Ly(x,¥) =2, L(X y)=x baslangic kosullar1 olmak iizere L,(X,y) iki degiskenli Lucas

polinomlar1

L0 Y) = XLy 3 (% V) + YLy (6 Y), N=2.3,.. (2.46)
seklinde rekiirans bagmtisi ile tanimlanir [27-29]. Burada x =0, y =0 ve x*>+4y =0 dr.

Iki degiskenli Lucas polinomlarinin rekiirans bagintisindan elde edilen karakteristik

denklem

22 —xi—y=0 (2.47)
[2 _ [

olup a(x,y) = w ve B(Xx,y)= w degerleri yardimiyla iki degiskenli

Lucas polinomlar1 i¢gin
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L.(x,y)=a"(xy)+8"(Xx,y), n=0,12,... (2.48)
esitligi Binet formiilii olarak adlandirilir [27-29].

Iki degiskenli Lucas polinomlari igin dogurucu fonksiyon

= 2—xt
L (x "= ———— (2.49)
; 1-xt—yt

ile ifade edilir [14-30].
Uyart

Es. 2.48°de y =1 degeri yazilirsa, Es. 2.11°den dolay1 L, (x,1) =L,(x) Lucas polinomuna

doniisiir.
2.19. Uc Degiskenli Fibonacci Polinomlar:

2.19.1. Tamim

HO(X,y,Z)=0, Hl(X,y,Z)=1 ve HZ(X,y,Z):X baslangic kosullar1 olmak {izere

H,(x,y,z), n. ii¢ degiskenli Fibonacci polinomu
H, (% y,z2)=xH, (X, ¥,2)+YH, (X, ¥,2)+zH, 5(X,¥,2), n=3,4,... (2.50)

seklinde rekiirans bagmntisi ile tanimlanir [31].

Uc degiskenli Fibonacci polinomlarmin rekiirans bagintisindan elde edilen karakteristik

denklem

A2—xA?—yl-z=0
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olmak iizere bu denklemi saglayan «, 3,y degerleri i¢in

n+l ﬂn+1 yn+1
H,(xy,2) = + + (2.51)
(a=pYa-y) (B-a)B-y) (r—a)y-p)

ifadesine ti¢ degiskenli Fibonacci polinomlar1 i¢in Binet formiilii denir [31].
Ug degiskenli Fibonacci polinomlarinin dogurucu fonksiyonu
N t

H,(xy, 2)t" = — (2.52)
; 1-xt—yt®—1zt

olarak verilir [31]. Ug degiskenli Fibonacci polinomlarinin ilk birkagi

HO(X7 y’ Z) =O!
H,(x,y,z) =1,
Hy (X y,2) =X,

Ha(x,Y,2) = X2+,
H,(X,y,2) =X +2xy +2,

Hg(X, Y, 2) = X* +3x%y +2xz + y?
seklindedir [31].
2.20. U Degiskenli Lucas Polinomlar:

2.20.1. Tanim

K,(X,y,2), n. ii¢ degiskenli Lucas polinomu, K,(X,y,z)=3, K;(xy,z)=x ve

K, (X Y,2)=x*+2y baslangic kosullari olmak iizere

Ko (%Y, 2)=xK 4 (% ¥, 2)+ YK 5 (X, Y, 2)+ 2K, 5(X, ¥, 2), n=3,4,... (2.53)
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seklinde rekiirans bagmtisiyla tanimlanir [31].

Ug degiskenli Lucas polinomlarmin rekiirans bagmtisindan elde edilen Karakteristik
denklem

A2—xA?—yl-z=0

olmak iizere bu denklemi saglayan «, 5,y degerleri i¢in

Ki(x,y,2)=a"+p"+y" (2.54)

ifadesine tli¢ degiskenli Lucas polinomlar1 i¢in Binet formiilii denir [31].

Ug degiskenli Lucas polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

N 3—2xt—yt?
K, (%, y,2)t" = s (2.55)
; 1-xt—yt*—1zt

olarak elde edilir [31]. Ug degiskenli Lucas polinomlarinin ilk birkag1

Ko(X y,2) =3,

Ky (X,y,2) =X,

Kao(x,y,2) =x*+2y,

Ka(X, y,z) =x%+3xy +3z,

K, (X Y,2) = X* +4x2y +4xz + 2y,

Ks(X, Y, 2) = X° +5x%y + 5xy? + 5x°2 + 5z

seklindedir [31].
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2.21. Apostol-Bernoulli Polinomlari

2.21.1. Tanim

|Z+|Og/1|<27r ve A>0 olmak izere, B;(x;4) Apostol-Bernoulli polinomlari i¢in

dogurucu fonksiyonu

ze¥

G(x,z;/l):Z.O:Bj(x,&)Z_—jl:/qb (2.56)
j=0 ):

e’ -1

olarak tanimlanir [32].

Es. 2.56’da A=1 olmasi durumunda Apostol-Bernoulli polinomlari B;(x)=B;(x,1)

Bernoulli polinomlarma donisiir [32].

2.21.2. Tamim

|z+InA| <27 kosulu olmak iizere Apostol-Bernoulli sayilari B;(2):=B;(0,2) icin

dogurucu fonksiyon

o0

Z (2 )—,= P (257)

=0

ile ifade edilir [32].
2.22. Apostol-Euler Polinomlari

2.22.1. Tanim

|2z+log A| <z ve A >0 olmak iizere E;(x,4) ile verilen 1. tip Apostol-Euler Polinomlar:

olmak iizere dogurucu fonksiyonu
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7} 2e®

i1 e +1 (2:58)

U(x,z;l):iEj(x,ﬂ,)
=0

ile wverilir. Es. 2.58’de A#1 olmak iizere X:% almirsa  Apostol-Euler sayilari

i 1 -
E;(1)=2'E; (E,ﬂ,j elde edilir [33-35].

A=1 alindiginda 1 .tip Euler Polinomlar: E;(x)=E;(x,1) elde edilir. Ej(h)(x), yiiksek

mertebeden Euler polinomu olmak {izere dogurucu fonksiyonu

o - h
z! 2e*
UE(h)(x,z;h):ZEj(h)(x)F:[ 7 j (2.59)
i=0 )

e +1

ile tammlanir [33]. Burada h=1 alindiginda E;®(x)=E,(x) ile verilen 1tip Euler

Polinomlar: elde edilir.

|22+|Ogﬂ|<7r olmak iizere Ej*(x,/”t) 2.tip Apostol-Euler Polinomlar: olmak tizere

dogurucu fonksiyonu
e 2e* o 7}
U (X,Z,ﬂ):m:ZEj (X,A)T (260)
j=0 '

ile tanimlanir [36].

Es. 2.60° da 1=1 alindiginda 2. tip Euler polinomlar1 E;"(x,1)=E;"(x) elde edilir. Bu
esitlikte Xx=0 alindiginda 2. tip Euler sayilar1 E;"(x) = E;"(x,1) elde edilir [30, 31].

Es. 2.60° da x=0 alindiginda 1. tip Apostol-Euler polinomlar1 ve 2. tip Apostol-Euler

polinomlar: arasindaki iligki
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2 276’ : 1
E.*(0,2)= - =21 0E.| =, A2 2.61
] ( ) iez‘i‘l_le_z /12e22 +1 J(z j ( )

olarak elde edilir [36].
2.23. Humbert Polinomlari

2.23.1. Tanim

y;
| I ~ (x) gosterimi ile 1921 yilinda Humbert tarafindan verilen Humbert polinomlarinin
J,n

rekiirans bagintisi

()] T, 00-mG+ D[] co-(+ni-n+)[ T 0-0 (2.62)

olarak tanimlanir [37, 38]. Humbert polinomlari i¢in dogurucu fonksiyonu

ZH (ot (1 nxt+t) (263)

ile ifade edilir [37, 38].
2.24. Legendre Polinomlar1

2.24.1. Tanim

Py(x)=1, P(X)=x baslangic kosullart olmak iizere P,(x), Legendre polinomlar: i¢in

rekiirans bagintisi
(n+1)P,,1(X) =(2n+1)xP,(X) —nP,_4(x), n=1,2,... (2.64)

olarak verilir [39].
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P, (x), Legendre polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

Z R,OOt" = (2.65)
\/1 2xt +12
olarak tanimlanir [39].
P, (x) Legendre polinomlarinin agik gdsterimi
H (-1)*(2n—2k)!x" 2%
ROO=). ' (2.66)

= 2"k!(n—k)!Y(n-2k)!
olarak verilir [39]. Legendre polinomlariin ilk birkag1

P(x)=1, R(X)=X, Pz(x):%( ) P(x)== (5x —3x) P,(X) == (35x 30x2+3),

R.(X) = (63x —70x° +15x)

seklindedir [39].
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3. UC DEGISKENLIi BAZ| POLINOM AILELERINIiN OZELLIiKLERIi

Fibonacci tipli polinom ailelerini kapsayan bir¢ok ¢alisma yapilmis ve gesitli ozellikleri
incelenmistir. Bu konuda yapilan calismalar i¢in [40-43] kaynaklari incelenebilir. Bu
bolimde Kizilates ve digerleri [44] tarafindan tanitilan G¢ degiskenli yeni polinom
ailelerinin tanimina, dogurucu fonksiyonlarina yer verilecektir. Tanimlanan temel yeni
polinom ailesinin [44]’de elde edilen agik gdsterimine, rekiirans bagmtilarina, kismi
tiirevlerine yer verilerek ve bu polinom ailesi araciligiyla elde edilen bazi 6zel durumlar

incelenecektir.

3.1. S i Polinom Ailesinin Tanimi ve Ozellikleri

3.1.1. Tanim

Ug degiskenli yeni polinom ailesiolan S : =S (X, y,z;k,m,n,c) polinom ailesi x,y,z eR,
i jy

k,m,n,ce N—{0} ve ‘xkt +y™Mt™N 4 ™M <1 olmak tizere

1
1— th _ ymtm+n _ Zctm+n+c

M =M (t; X, y,z;k,m,n,c):ZSjtj =
j=0

(3.1)

tamimlanir [44]. Es. 3.1° de sag tarafta tamimlanan dogurucu fonksiyon M ile gosterilip,

Taylor serisi yardimiyla

— +1 k mgm+n CyM+n+Cy j
M—Z.:Sjt Z(xt+yt 1 Z6gmnee)
J= J

0

olarak yazilabilir. Daha sonra burada binom a¢ilimi ve Lemma 2.2.1 kullanilirsa (p =1

durumu)

M :Zw:sjtj
j=0
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_ Z.O:(th + ymtm+n + thm+n+c)j
j=0

o Q-
:ZZ(;j(th)j—s(ymtmm+thm+n+c)s

j=0 s=0

M_

—
Il
o
7
Il
o

(ij(xkt) j-s (tm+n)s (ym + thc)s

"~

Il
o

Z.O:( - j(xkt)j(tmm)s(ym +thc)s

j s=0

"~

—
Il
o

N - k'm+nss S myS—U /,CtCHU
Z[ }(xt)l(t )Z(J(y) (2°1°)

s=0 u=0

Me

i[f““j{”“](x ) (A7) (ym)° (2710
+U

u=

—_—
Il
o
7
Il
o

o i L)
o»3

( J - (m +n+C _1)u + Sj[s : UJ (th) j—(m+n+c)u yms cutcu (tm+n)s+u

j=0 s=0 u=0 S+u
[LMJ (m+n)s}
:Zoo: n+m miic j—(Mm+n+c-Du—-(M+n-1)s\(s+u (Xk)j—(m+n)(s+u)—cu ymszcutj
j=0 s=0 u=0 u+s u

esitligi elde edilir. Daha sonra bu esitlikte t! lerin katsayilar1 esitlenerek

i—(n+m-Ds—(n+m+c-Du)(s+u ;
(J ( )S_H(J ) J[ . j(xk)J—(n+m)(s+u)—cchu ms (3 2)
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acik gosterimi elde edilmis olur [44].
Uyart

P.(x) Legendre polinomu olmak iizere, Es. 3.1°de x yerine 2x, y yerine -1, z yerine 0

ve k,m,n =1 alinirsa ve Es.2.65 ile Lemma 2.2.1 ( p =1 durumu) kullanilirsa

Zsj (2x,-1,0:1,1,1,c)t!
=0

B 1
1-2xt +t2

1 1
T (l-2xt+t2)Y2 (- 2xt +t2)Y?

_{i P, (x)tj][i Pr(x)trJ
j=0 r=0

]
D P (OR (Y

o0
j=0 r=0

elde edilir. Burada t’* lerin katsayilar1 esitlendiginde

i
S,(2x,-10;LL1,c) = Z P, (X)P:(x)

r=0
Legendre polinomunu igeren esitlik elde edilmistir [44].

Iyi bilinen polinom ailelerinin diger genis ailelerin elde edilmesi i¢in ikinci bir dogurucu

fonksiyon olarak Wj ::Wj (X, ¥,z;k,m,n,c) polinom ailesi yardimiyla [44] ile verilen
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mt m-+n + thm+n+c

k,m,n,ceN- {0} Ve‘xkt +y <1 kosulu ile asagidaki gibi tanimlanmustir:
R(t;x,y,z;k,m,n,c)

=M(t; X, Y, z;k,m,n,c)t"

tn
- 1— th _ ymtm+n _ ZC¢m+n+c

= ZthJ . (3.3)
j=0

Asagida Es. 3.3’ de x,y,z ve k,m,n,c ifadelerine farkli degerler verilerek bazi bilinen

polinom aileleri elde edilmistir.
Ornek

Es. 3.3’ de k=m=n=c=1 degerleri verilerek

t
1-xt—yt® —zt

: :ij (x,y,z;1,1,1,)t!
-0

elde edilmistir. Burada Es. 2.52°den dolay1 H;(X, Y, z) ii¢ degiskenli Fibonacci polinomlart

olmak lizere W; (x,y,2;1,1,11) = Hj(X, y, z) dir [44].
Ornek

Es. 3.3°de k=m=n=c=1ve x yerine x?, y yerine x, z yerine 1 alinirsa
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t
1- X%t —xt? —

v =D W;6¢, 63111
=0

elde edilir. Burada Es. 2.16’dan dolay1 t;(x) tribonacci polinomlari olmak {izere
W;(x*,x,5;,1,1,1,1) =t;(x) elde edilmis olur. Burada x=1 degeri verildiginde tribonacci

sayilarmin dogurucu fonksiyonu elde edilmektedir [44].

W; ailesi bazi iyi bilinen polinom ailelerini ve bilinen say1 dizilerini olusturmaktadir.

Asagidaki cizelgede degiskenlere farkli degerler verilerek bazi polinom aileleri elde

edilmisgtir:
Cizelge 3.1. W; ailesinin 6zel durumlar [44]

X y z k m n c Ozel Durumlar

X y z 1 1 1 1 U¢ Degiskenli Fibonacci
Polinomlar

%2 X 1 1 1 1 1 Tribonacci Polinomlar:

X y 0 1 1 1 ¢ | Iki Degiskenli Fibonacci
Polinomlar:

X 1 0 1 1 1 c Fibonacci Polinomlari

2X 1 0 1 1 1 c Pell Polinomlar

1 2y 0 k 1 1 c Jacobsthal Polinomlar

1 1 0 k 1 1 ¢ | Fibonacci Sayilar

2 1 0 1 1 1 C | Pell Sayilar
1 2 0 k 1 1 ¢ | Jacobsthal Sayilar

Dogurucu fonksiyonlar aracilhigiyla K; = KJ-(X, y,z;k,m,n,c) olarak ifade edilen
polinomlarin yeni bir ailesi [44] de k,m,n,CeN—{O} ve ‘thermtm”‘+Z°thrn+c <1

kosulu saglanmak tizere asagidaki gibi tanimlanmustir:
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1— th _ ymtm+n _ thm+n+c

iKﬁ" __atxy)-pEx " (3.4)
j=0

Burada a(t;x,y) ve S(t;x,y), t, x ve y ye bagl herhangi fonksiyonlardan olusmaktadir.

Sonuc¢

3M(t;x,Y,2;1,1,1,0) - 2xR(t; x, ¥, 2;1,1,1,1) — ytR(t; x, v, 2;1,1,1,1)

3—2xt — yt?
1—xt—yt? —zt3

=inti
j=0

olup Es. 2.55’den dolay1 K;(x,Y,z) t¢ degiskenli Lucas polinomlar: elde edilmis olur. Bu

esitligin sol tarafinda Es. 3.1 ve Es. 3.3 kullanilirsa

3S;(%,¥,z;11,1,2) - 2xW; (X, ¥, 2;1,11L1) — yW; 1 (%, ¥, 2;1,11,1) = K (X) (3.5)
esitligi yazilabilir. Es. 3.5°de X yerine x?, y yerine x ve z yerine 1 degerleri yazilarak
3S,(x%, X, L1110 - 2x°W, (x*, L1111 - xW,_; (x*, x, 1,1, 1,1) =k; (x) (3.6)

olup Es. 3.6’daki k;(x) Tribonacci-Lucas polinomlar: elde edilmis olur. Es. (3.6)’da x=1

degeri yazilirsa Tribonacci-Lucas sayilar1 elde edilmis olur [44].

Asagidaki cizelgede K; polinom ailesinde farkli degiskenler yazilarak elde edilen

polinomlara 6rnekler verilmistir.
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Cizelge 3.2. K; ailesinin 6zel durumlar [44]

a | p X y z k m n c Ozel Durumlar

3 | 2x+yt X y z 1 1 1 1 Ug Degiskenli
Lucas Polinomlar
3 2x+Ixt | X2 X 1 1 1 1 1 Tribonacci-Lucas

Polinomlar

2 X X y 0 1 1 1 c Tki Degiskenli
Lucas Polinomlar:

2 X X 1 0 1 1 1 o Lucas Polinomlar:

2 X 2X 1 0 1 1 1 c Pell-Lucas
Polinomlar

2 1 1 2y |0 k 1 1 c Jacobsthal-Lucas
Polinomlar

2 |2 2 1 0 1 1 1 c Pell-Lucas Sayilar

2 1 1 1 0 k 1 1 c Lucas Sayilart

2 1 1 2 0 k 1 1 c Jacobsthal-Lucas
Sayilar

3.2. Kismi Tiirevler

Es. 3.1 ile tamimlanan M dogurucu fonksiyonun x, y, z ve t degiskenlerine gore kismi

tiirevleri asagida gosterilmistir.
X ’e gore kismi tiirev asagidaki sekilde bulunmaktadir.

0

OX

i 1
- & 1—xKt — ymtm+n _ ZCgmn+C

~ —kx Mt
- 1- ¥kt — ymtm+n . thm+n+c)2

2
1
k—
=kx lt(l_ th _ ymtm+n — ZCgMHn+C ]
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=kx* M2

olup, x degiskenine gore kismi tiirevi elde edilmistir [44].

y ’ye gore kismi tiirev asagidaki sekilde bulunmaktadir.

|
=z

N 1
- 5 1-xXt— ymtm+n _ ZCgmn+C

_ _mymflthrn
(1_ th _ ymtm+n _ thm+n+c)2

2
1
_ m-1,m+n
=my lt : k Mgm-+n C4+M+N+C
1-xt—-y 't -zt

— mym—].tm+n M 2
olup, y degiskenine gore kismi tiirev elde edilmistir [44].

Z 'ye gore kismi tiirev asagidaki sekilde bulunmaktadir.

0

0z

i 1
- E 1— th _ ymtm+n _ ZCmn+C

_ _Czc—ltm+n+c
- (1- xKt — ymtm+n _ thm+n+c)2

(3.7)

(3.8)
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2
1
_ Ao C-Limin+c
=cz"t [ ZCgmHN+C

1— th _ ymtm+n _
— Cyc—ltm+n+cM 2 (39)
olarak elde edilmistir [44].

t’ ye gore kismi tiirev asagidaki sekilde bulunmaktadir.

Im
ot

0 1
= a 1— th _ ymtm+n _ thm+n+c

m+n+c—1

X (mn)y™t™ " — (m+n+c)z
- (1- ¥kt — ymtm+n _ Zctm+n+c)2

2
1
vk mgm+n-1 C+Mm+n+c—1

m+n-1

= (X +(M+n)y"™t™ " + (m+n+c)zt™™ M2 (3.10)

olup, t degiskenine gore kismi tiirev elde edilmistir [44].

3.3. Dogurucu Fonksiyonlarin Bazi Uygulamalar:

Bu boliimde, Es. 3.3 ve Es. 3.4 ile tanitilan fonksiyonlar araciligiyla k=m=n=c=1
degerleri yazilarak bazi polinom aileleri ve 06zel sayilarin elde edildigi durumlar

gosterilmistir.
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1.Durum: |a| >1i¢in Es. 3.2°de t = 1 degeri verilerek
a

[1)n
® - m+c
Wi a - a™ 3.11
i k T aMm+n+C K om+n+c—1 mAC c ( ) )
= a 1 X m 1 ¢ 1 a —Xx'a —-yra -z

a a -y gmn - gmn+C

elde eldilmistir [44]. Asagidaki (i)-(viii) Ozelliklerini elde etmek igin Es. 3.11°de

k=m=n=c=1 alinmstir.

i) Es. 3.11° de x yerine x?, y yerine x, z yerine 1 ve a yerine 2 alinirsa, Tribonacci

polinomlari igin Es. 2.16’da t :% durumu olan

esitligi elde edilmistir [40]. Daha sonra X yerine 1 degeri verilerek, Tribonacci sayilari igin

—

j=0
esitligi elde edilmistir [44].

(i) Es. 3.11°de x yerine x?, y vyerine x, z yerine 1 ve a yerine 10 alinirsa, Tribonacci

polinomlari i¢in Eg. 2.16’da t = % durumu olan

Y e (312
= 10’"¢  999-100x“ —10x
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esitligi elde edilmistir [44]. Daha sonra x yerine 1 degeri verilerek, Tribonacci sayilari igin

~10'*? 889

esitligi elde edilmistir [44].

iii) Es. 3.11°de y yerine 1, z yerine 0 ve a yerine 2 alinirsa, Fibonacci polinomlart i¢in

Es. 2.6’da t =% durumu olan

i FJZ(JX) 2 (3.13)
j=0

esitligi elde edilmistir [44, 45]. Daha sonra Es. 3.13° de x yerine 1 degeri verilerek,

Fibonacci sayilari igin

Zw:;zzza

j=0
esitligi elde edilmistir [44, 45].

(iv) Es. 3.11°de X degiskeni ayn1 olmak lizere y yerine 1, z yerine 0 ve a yerine 3

. . .. 1
almirsa, Fibonacci polinomlari i¢in Es. 2.6’da t = 3 durumu olan

R 1
> - N (3.14)

j=0

esitligi elde edilmistir [1, 44]. Daha sonra Es. 3.14° de x yerine 1 degeri verilerek, Fibonacci

sayilar1 i¢in
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i 3?1 -

j=0

gl

1
Fs
esitligi elde edilmistir [1, 44].

(v) Es. 3.11°de y yerine 1 z yerine 0 ve a yerine 8 alinirsa, Fibonacci polinomlart i¢in

Es. 2.6 ‘dat =% durumu olan

R 1
JZJ . (3.15)

esitligi elde edilmistir [44]. Daha sonra x yerine 1 degeri verilerek, Fibonacci sayilari i¢in

Yo
gi 55 Flo

j=0
esitligi elde edilmistir [1, 44].

(vi) Es. 3.11’de y yerine 1, z yerine O ve a yerine —10 alinirsa, Fibonacci polinomlari

icin Es. 2.6’da t = —% durumu olan

= Fi(x
E L .)+1 — (3.16)
~(-10)"*"  99+10x

esitligi elde edilmistir [1, 44]. Daha sonra Es. 3.16°da X yerine 1 degeri verilerek, Fibonacci

sayilar1 i¢in

[>e}

Z( 0t 109

j=0
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esitligi elde edilmistir [1, 44].

(vii) Es. 3.11°de x yerine 2x, y yerine 1, z yerine 0 ve a yerine 3 alinirsa, Pell

polinomlari i¢in Es. 2.26’da t 2% durumu olan

= p
Z 3‘1(3?_ ! (3.17)

j=0

esitligi elde edilmistir [40]. Daha sonra Es. 3.17°de x yerine 1 degeri verilerek, Pell sayilari

i¢in

© P
23111 :%

j=0
esitligi elde edilmistir [44].

(viii) Es. 3.11° de x yerine 1, y yerine 2y, z yerine 0 ve a yerine 3 alinirsa, Jacobsthal

polinomlari i¢in Es. 2.41°de t :% durumu olan

CJ(y) 1
=— 3.18
Z 3 -2y ( )

esitligi elde edilmistir [44]. Daha sonraEs. 3.18’de y =1 degeri alinarak, Jacobsthal sayilari

i¢in

Z Siil :%

s=0

esitligi elde edilmistir [44].
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2.Durum: Es. 3.4’ de |a| >1 kosulu olmak iizere t:l degeri verilerek
a

— al qmnte _ ykgmente-l ymac _4°

- K. am*””a(l;x,yj—am”ﬂ(l;X,yj
2: i a a
i

esitligi elde edilmistir [44]. Asagidaki (i)-(viii) ozelliklerini elde etmek i¢in Es. 3.19°da
k=m=n=c=1 alinmistir.

i) Es. 3.19°da x yerine x%, y yerine x, z yerine 1, a yerine 2 ve a(t;x,y)=3,
L xy)= 2% ++/xt alinirsa , Tribonacci-Lucas polinomlari igin Es. 2.19°da t = % durumu

olan

ikJ(X) 24 —8x? - 2x (3.20)

= 2 T- 4x% - 2x

esitligi elde edilmistir [44]. Daha sonra Es. 3.20’de X yerine 1 degeri alinarak Tribonacci-

Lucas sayilar1 igin

® k.
Zziilz

j=0
esitligi elde edilmistir [44].

ii) Es. 3.19’da y yerine 1, z yerine 0, a yerine 2 ve a(t;X,y) =2, A(t;X,y) = x alinirsa,

. .. 1
Lucas polinomlari i¢in Es. 2.11°de t = > durumu olan

L) 4-x
> - . (3.21)

j=0
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esitligi elde edilmistir [44]. Daha sonra Es. 3.21’de x yerine 1 degeri verilerek, Lucas

sayilari igin

i 2'}11 -

j=0
esitligi elde edilmistir [44].

iii) Es. 3.19’da y yerine 1, z yerine 0, a yerine 10, a(t;X,y) =2 ve S(t;X,y) = x alinirsa,

Lucas polinomlari i¢in Es. 2.11°de t = % durumu olan

Z‘O: L;(x) _200-10x

10! 99 -10x (3.22)

i=0

esitligi elde edilmistir [1, 44]. Daha sonra Es. 3.22°de X yerine 1 degeri verilerek, Lucas

sayilar1 igin

i L _19_L+L
—10'" 89 F,

esitligi elde edilmistir [1, 44].

iv) Es. 3.19’de y yerine 1, z yerine 0, a yerine 3, a(t;x,y) =2 ve B(t; X, y) = X alinirsa,

. .. 1
Lucas polinomlari i¢in Es. 2.11°de t = 3 durumu olan

L) 6—x
> 3T (3.23)

j=0

esitligi elde edilmistir [44]. Daha sonra Es. 3.23” de x yerine 1 degeri verilerek, Lucas

sayilar1 i¢in
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i 3|;er1 -

j=0

esitligi elde edilmistir [44].

v) Es. 3.19°’da y yerine 1, z yerine 0, a yerine 8, a(t;Xx,y)=2 ve S(t;X,y) =X alinirsa,

Lucas polinomlari i¢in Es. 2.11°de t :% durumu olan

Zw: j(X)  16-x (3.24)
= git  63-8x

esitligi elde edilmistir [44]. Daha sonra Es. 3.24” de x yerine 1 degeri verilerek, Lucas

sayilar1 igin

esitligi elde edilmistir [44].

vi) Es. 3.19’da y yerine 1, z yerine 0, a yerine 10, a(t;x,y)=2, ve B(t;X,y) =X

. .. 1
aliirsa, Lucas polinomlari i¢in Es. 2.11°de t = o durumu olan

= Li(x) -20-
Z ]( ) _ 20X (3.25)
= (-10)’  99+10x

esitligi elde edilmistir [1, 44]. Daha sonra Es. 3.25” de x yerine 1 degeri verilerek, Lucas

sayilar1 i¢in

Z( )J+1 109

j=0
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esitligi elde edilmistir [1, 44].

vii) Es. 3.19°da x yerine 2x, y yerine 1, z yerine 0, a yerine 5, a(t;x,y)=2 ve

B(t; X, y) = x alirsa, Pell-Lucas polinomlari i¢in Es. 2.33” de t= % durumu olan

QX)) 5-x
25 ey (3:26)
=0

esitligi elde edilmistir [44]. Daha sonra Es. 3.26’da x yerine 1 degeri verilerek, Pell-Lucas

sayilar1 igin

j=0
esitligi elde edilmistir [44].

viii) Es. 3.19’da x ve y yerine 2, z yerine -1, a yerine 4, a(t;X,y) =t ve S(t;x,y) =t

almirsa, Fibonacci sayilari i¢in

0 F_2 12
i 621

esitligi elde edilir [1, 44].
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4. s{™ POLINOM AILESI
Bu boliimde [44]’de calisilan Ve {iglincii boliimde verilen S i polinom ailesinin daha genel

hali olan Sj(h) = Sj(h)(x, y,z;k,m,n,c,d) polinom ailesi tizerinde ¢alisilmistir. Bu boliimde

verilen 6zellikler Ozat ve Cekim [46] tarafindan sunulmustur.
4.1. Sgh) Polinom Ailesinin Tanmim ve Ozellikleri
4.1.1. Tanim

Sj(h) polinom ailesi baslangic kosullar1 x,y,zeR, k,m,n,c,h,d EN—{O} ve

m+n C4M+N+C
+z1

Xt + y™t <d olmak iizere

M(h) ::M(h)(t;x1y1z;k,m,n’c):ZS](h)tj — 1 (41)

h
s (d _ th _ ymtm+n _ thm+n+c)

olarak tanimlansin. Burada h=d =1 degerleri yazilarak Es. 3.1 ile verilen SJ(-l) =S; polinom

ailesi elde edilir.

Sonug

Es. 4.1’ deh=h +h, (h,h, e N-{0}) olsun. Bu durumda

nghﬁhz)tj
=0

1
B (d —xKt— ymtm+n _ ZCmEn+C )W*hz
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1 1

h (d _ th _ ymtm+n _ ZCmEn+C )h2

(d _ th _ ymtm+n _ thm+n+c)

= Z s(wy] LZ S'(hZ)tIJ
j=0 1=0

o0

- izsﬁmsf"”t”'

j=0 | =

esitligi elde edilir. Daha sonra burada Lemma 2.2.1 ( p =1 durumu) kullanildiginda

Y sy
j=0

i

_N (h) g (hp)y j-1+1
ZZSH st

j=0 1=0

j

_ iz SJ(I}|)8|(h2)tj

j=0 1=0

olarak elde edilir. Daha sonra t! lerin katsayilari esitlenirse

i
h h
S(h) — ZSJ(@RSI( 2)
1=0

esitligi elde edilir. Es. 4.2° de h, =h, =1 degerleri yazilirsa

i
2) . _
SJ (X,y’zykym;nlcrd)_Zsj—|S|

1=0

(4.2)
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elde edilir. Asagida Es. 4.1’ de tammlanan dogurucu fonksiyon M ™ in seri agilim

incelenmistir. Burada Lemma 2.2.4’{in ve binom agiliminin kullanilmasiyla

[ee}

M M :Zsl(h)tj

j=0

1
B (d _th y MEM+N S Cpm+n+c )h

-h
:[1_ th n ymtm: i thm+n+c] d—h

i(h+] ]j()( t+y mEmn tm+n+chd_h

< d
~(h+ j-1 men S Cpmn-C J - (j+h)

:Z - (x t+ymt P4 ) d
0 H J 1

:Z(h;— J;1]d_(h+j)2[Jj(xkt)j_s(ymtmm 4 25y
- — S

_ i(h;—j;ljd_(mj)i(sjj(xkt)j—s (tm+n)s(ym + thc)s

olup, sirastyla j— j+$ yazilirsa (Lemma 2.2.11in p =1 durumu), (y™ +z°t®)® nin binom

acilimi yazilip, S—S+U yazilirsa

M (h) _ ii(h_'—gif_ljd—(hﬂw) (J :Sj(xkt)j (tm+n )s (ym 4 75%¢ )S



= ii[h"— j :]_ii_u _1jd—(h+j+s+u)(j :i:uj(xkt)j (tm+n )s+u OOO (ym )S (thc )u [SIUJ

u

elde edilir. Burada sirasiyla j yerine j—(m+n+c)u, daha sonra j yerine j—(m+n)s

yazilirsa

0

ZSJ(h)tj

=0

[ i Mj—(mm)s}
n+m || n+m+c

_i h+j—(m+n-1)s—(m+n+c—1u-1
K 2, h-1

j=0 s=0 u=0

><(j—(n+m—l)s—(n+m+c—1)uj(s+u

iU y j d —(h+ j—=(m+n-1)s—(m+n+c-1)u) (Xk ) j=(n+m)(s+u)—cu yms Zcutj

elde edilir. Burada t’ lerin katsayilari esitlenerek

(")

5

{¥Hj7(m+n)s}
™ (h+j-(m+n-Ds—(m+n+c-Du-1)j-(n+m-1)s—(n+m+c—1u
) s=0 u=0 h_l ST

y (3 + U) o~ - (menDs—(menso-Bu) oy ky =(nm)(su)u  ms cu

esitligi elde edilir. Burada h=d =1 alinmasiyla Es. 3.2’de verilen S; polinomunun agik

gosterimi elde edilir [44].
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Ozel Durumlar

1) Es. 4.1°de x yerine ax, y yerine -1, d, k, m yerine 1, n yerine a—1 ve z yerine 0

degerleri yazilirsa

o0

ZSJ(-h)(ax,—l,O;l,a—l,l)tj
j=0

1
(1—axt+tf")h

- h _
-2 1.0
- J,a
j=0
ailesi elde edilir. Daha sonra t’ lerin katsayilar1 esitlenerek
h
(M(ax,-10:1a-11) =
s (ax,~1,0;,a~11) Hj‘a(x)

ile Tanim 2.23 de verilen Humbert polinomlari elde edilir.

2) Es. 4.1°de x yerine 2x, y yerine =1, z yerine 0, h=d =k=m=n=c=1 degerleri

yazilirsa

Zsj (2x,-1,0:1,1,1, ¢, 1)t
j=0

B 1
1—2xt +12

1 1
T (L-2xt+tH)Y? (1-2xt +t2)Y?
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- [i P, (X)t! J(i P,(x)trj
j=0 r=0

8
8

P, ()P, ()t

elde edilir. Lemma 2.2.1° den ( p =1 durumu) dolay1

[e's) el ]
Zsj(Zx,—l,O;l,l,l,c,l)t‘ :ZZ P ()P, (x)t!
=0

j=0 r=0

esitligi elde edilir. Daha sonra t! lerin katsayilar esitlenirse
j
$;(2,-1,0,111.¢) = > P, (R (X)
r=0

elde edilir. Burada P, (x) polinomlart Es. 2.65 deki Legendre polinomudur.
4.1.2. Tanim

k,m,n,c,d,heN-{0} ve Xt yM™ N 4 28 < sartlari
WM (x,y,z;k,m,n,c,d) polinom ailesi

R™(t;x,y,z:k,m,n,c,d)

=M™ (t;x,y,z;k,m,n,c,d)t"

tn
B k¢ ymeman _cemen+c h
(d Xt—y't zt )

altinda
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o0

= W (4.3)

j=0
dogurucu fonksiyonu yardimiyla tanimlansin.

Es. 4.3’ de tanimlanan polinom ailesinde h=k =m=n=c=d =1 degerleri yazilarak

t
1-xt—yt> —zt3

ij(l)(x, y, ;111110 =
j=0

esitligi elde edilir. Bu ise Es. 2.52°den dolayt W® (x,y,2;1,1,1,1,1) = H (X, y,2) oldugunu

yani li¢ degiskenli Fibonacci polinomlarmin dogurucu fonksiyonunun elde edildigini

gosterir.

Yukaridaki esitlikte x yerine x?, y vyerine x, z yerine 1 degerleri alinirsa

ij(l)(x, 2,111,110t =
j=0

t
1- X%t —xt? —t3

elde edilir. Burada Es. 2.16’den dolayi ise Wj(l)(x,xz,l;l,l,l,l,l) =1;(x) esitligi saglanir.

Boylece Tribonacci polinomlari i¢in dogurucu fonksiyonu elde edilmis olur.

4.2. Kismi Tiirevler

Bu bolimde M ™ dogurucu fonksiyonunun X, y,z ve t degiskenlerine gore kismi tiirevleri

bulunmustur.

M ™ dogurucu fonksiyonunun X e gére kismi tiirevinin alinmastyla

VIO
OX
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2 1
OX (d _ th y mEmEn _ 5 Cymn+c )h

h—
(d it ymtm+n _ thm+n+c) ! (—k)Xk_l[

— (-h
( ) (d _ th y MM+ Cpm-n+ )2h
= hkxk_lt . h+1
(d _ th y mgm+n _ tm+n+c)
= hkd ™t L 1

(d —xKt— ymtmn thm+n+c) ' (d —xKt — Yy g )h

— hkx* M Om M
elde edilir. O halde

9 MD Z o1t O O
X

X degiskenine gore kismi tiirevi elde edilir.

M ™ dogurucu fonksiyonunun y ’ye gore kismi tiirevinin alinmastyla

RVIG)

oy

ﬁ 1
oy (d _ th _ ymtm+n _ ZCgmn+o )h

h—
(d _ykp ymtm+n _ thm+n+c) 1 (_m)ym—ltm+n

:(_h) _ vk m+n m+n+c 2h
(d X<t — ym™ " — 2% )




m-+n
m-1 t

- hmy h+1

(d—th y mem+n _ tm+n+c)

1 1

— hmym—]_tm+n - .
(d kg ymtm+n _thm+n+c) (d ki y memen _

— hmym—ltm+nM (h+1)
elde edilir. O halde

i M (h) _ hmymflthrmM (1)M (h)

y degiskenine gore kismi tiirevi elde edilmis olur.

ZCgmn-C )h

M ™ dogurucu fonksiyonun z ’ye gore kismi tiirevinin alinmastyla

VIO

oz

o 1

oz (d — XKt — y MEmen _ 5 Cpmen+c )h

h-1
mem+n thm+n+c)

—xt—y

d
— (_h)(_CZC—lt m+n+c) (

(d—th y mem+n _ tm+n+c)2h

c—]_tm+n+c 1
(d —y mem+n _ tm+n+c)

=hcz

2h—h+1

— hCZc—].tm+n+c 1 1

(d —xt— ymmen thm+n+c) (d —xkt — ymEmen 5

e+ )

h
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— hCZC71tm+n+CM (1)M (h)
elde edilir. O halde z degiskenine gore kismi tiirev

a M B Z hezClimemiep Op ()

olarak bulunur.
M ™ dogurucu fonksiyonun t ’ye gére kismi tiirevinin alimmasiyla

V10!
ot

2 1
ot (d Kt — y mgmen tm+n+c)h

th — ymtm+n _ ZCgmn+c h-1 k
( )gh (_X —(m+ n)ymtm+”‘1_(m+ n+C)ZCtm+n+C—1)
d—-x t y tm+n tm+n+c

=h [x" +(M+n)y"t™ 1+ (m+n+ c)z°tm+”+°*1]

1 1
(d —xKt—yM™n - tm””c) (d kg ympmen _ gegmenie )h

X

=h [x" +(M+n)y™t™" 4 (m+n+ c)z°tm+”+c‘1] VASIVAR

olarak elde edilir.



4.3. Rekiirans Bagintilari
4.3.1. Teorem

j =1 igin
0 ~n ‘ T )
=]
&SJ():th Z §)|15|
1=0

esitligi saglanir.

fspat
O s
= OX
_9 1
) OX (d — th _ ymtm+n _ ZC¢m+n+c )h

t 1

= hkx¥ _
(d ki Y _ Zgmen+e )h (d Kt Yyt thm+n+c)

= hkx** Zs(h)tHl {i I|]
0

= hkxk‘lii Sj(h)sltj+l+1

j=0 1=0

= hlox 122 S{tisit?

j=1 1=0
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dir. Burada j <1 igin Sgh) polinomu X terimini igermediginden aiSéh) =0 olup j>1
X

durumu igin t’ lerin katsayilari esitlenirse

(h) thk lzsjh)l .

elde edilir.
4.3.2. Teorem
j=m+n igin

j—m-n

=y s s

esitligi saglanir.
fspat

o0

=

0 sy

9 1
8y (d - xkt _ ymtm+n _ ZCgmHn+e )h

m-1 tm+n 1

(d —y mem+n tm+n+c)h '(d Kt y mgmen tm+n+c)

:hmym—l Zsj(h)tj+m+n LZSﬂIJ

j=0
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_ hmym—lz Z Sj(h)S,t j+m+n+l

j=0 1=0

0 J—m-n
= hmy™* Z s st!
j=m+n 1=0

0
dir. Burada j<m-+n igin Sj(h) polinomu Yy terimini icermediginden Esgh) =0 olup,

j =m+n durumu igin tJ lerin katsayilar1 esitlenirse

j—m-n

%Sj(h) = hmy™* Z Sj(ﬁ)mfn—lsl
=0

bagntisi elde edilir.
4.3.3. Teorem

j=m+n+c igin

P j—m-n—c
h -1 h
=, 51" =hez’ D S S,
1=0

bagintis1 elde edilir.

fspat

52
e 07 !

i=0

N 1

oz (d ki ymEmen _ g egmenie )h
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e+ )
=hez®? .
(d _ th _ ymtm+n _ thm+n+c) (d _ th _ ymtm+n _ thm+n+c)

— hez® L ZSJ(h)tj+m+n+c Lzsltll

i=0

_ hCZc—lZ Z SEh)S,t j+m+n+c+l

j=0 1=0

dir. Burada j<m+n+c durumuicin S{" polinomu z terimini igermediginden aﬁs‘(h) -0
z

olup, j=m+n+c durumu icin t! lerin katsayilar1 esitlenirse

j—m-n—c

%sgm = hez® Z SISy
1=0
elde edilir.

4.4. Multilineer ve Multilateral Dogurucu Fonksiyon

Bu boéliimde Sgh) polinomlart i¢in multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyonlar

bulunmustur.

4.4.1. Teorem

Uy, Uy, ..., Ug (S eN —{0}) s -tane kompleks degisken ve u kompleks indis olmak iizere

Q, (U, ..., ug) sifira esit olmayan
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A,u,v(ul’ " s’é/) Zal /H—Vl(ul’ us)é/l (al¢0! ,U’VGC) (4-4)

dogurucu fonksiyonuna sahip olsun ve &; , v (X, ¥,Z;u,...,ug; 7) fonksiyonu

[i’p]

0} 5. (% ¥, Z3Up o, Ug 7) = Z )pIQy+vI(u1""'us)Tl (4.5)
1=0

seklinde gosterilsin. Burada je N, peN—{0} dir. Bu durumda

N . AR 1 .
Z@Lp,ﬂvv(x, y,z,ul,...,us,t—pj t" = (d_x"t S tm+n+c)h Aﬂ}v(ul,...,us,ry) (4.6)

j=0
ozelligi saglanir.
fspat
Es. 4.5 ile tanimlanan 49] pyv(x Y, Z;Uy,...,Ug; o j fonksiyonunu Es. 4.6’nin sol yaninda
yerine yazalim ve S ile gosterelim.

w [J/
S= "> aST0, Uy, Uyt (.7)
i=0 1

=}
—

Il
o

Es. 4.7°de j yerine j+ pl alinip Es. 4.4’iin kullanilmasiyla

I
1=0

—
Il
o
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| s | 3t
j=0 1=0

1 -
m+n thm+n+c)h A#,V (ul' ws Ugs 77)

C(d—x*t—y™

elde edilir.

Burada Sgh) polinomlari i¢in &, "nin farkli se¢imlerinde Q. (Uy,...,Us) fonksiyonu secilen

fonksiyonlarin ¢arpimi olarak yazildiginda multilineer ve multilateral dogurucu

fonksiyonlar bulunabilir.

Ozel olarak €., (Uy,....u;) (I€N,seN—{0}) fonksiyonun bazi 6zel segimlerinde

uygulamalar1 asagida verilmistir.
Ornek

s=1i¢in Q. (u)=F,,, () secilsin. Burada F,(x) Fibonacci polinomu olup

- t

FOOt"=——
Z (%) 1—xt —t2
n=0

dogurucu fonksiyonuna sahiptir. Bu durumda @& #0, uveN i¢in Fibonacci

polinomlarinin
AU, =D aF, )¢’ (4.8)
1=0

dogurucu fonksiyonu olsun.
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[i’p]

O;.p.un (X%, ¥, Z,U;7) _Zal i—pt P ' (4.9)

ile gosterilsin. &; , (X Y,z;u,7) fonksiyonu

N AN 1 |
Zgj,p,y,v(xv y,z,u,t—pjtj - (d—th y mem+n _ tm+n+c)h Aﬂyv(u’n) (4'10)

j=0

ozelligine sahiptir.
fspat

Es. 4.9 ile tanimlanan 49] DL (X, Yy, Z;U, t%) fonksiyonu Es. 4.10’un sol tarafinda yazilirsa

o [/
S= Z aIsjh)pl F p+vl (u)nltj_pl
j=0 1

k=i
—

I
o

elde edilir. Burada j yerine j+ pl yazilirsa ve Es. 4.8’in kullanilmasi ile

o0

3 s

J: 1=0

L y th)tj](zal ka(u)n]
j=0

1
= (d _th y tm+n tm+n+c)h

A, (Usn)

esitligi saglanir.
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Ornek

Teorem 4.4.1’de a, =1, =0, v=1 secilmesi ve Fibonacci polinomlarinin dogurucu

fonksiyonunun kullanilmasi ile Fibonacci polinomlar1 ve Sj(h) polinom ailesi igin

[i’p]

PIICIIOE

j=0 1=0

1 n
- (d- XKt — ymtm+n m+n+c) 1 nu — 77

bilateral dogurucu fonksiyon elde edilmis olur.

Ornek

s=3 degeri icin Q. (U,UyU5) = SMV, (uj,uyus;k,m,n,c,d) secilsin. Burada

ﬂ+V| (u;,uy us;k,m,n,c,d) ii¢ degiskenli polinom ailesi olup

— J (1_th y tm+n tm+n+C)h

dogurucu fonksiyonuna sahiptir. & #0, 4, veN icin Sj(h) polinomlarinin dogurucu

fonksiyonu
Ay (Uy, Uy, Ug, &) = Zalsy+vl(u1’u2 Ug;k,m,n,c,d)¢’

dogurucu fonksiyonu olsun.
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[i’p]

h h
j, p,uv(X Y.z, Ul,UZ,U3,T) Zals§ )pl ;(z+)vIT
1=0

olup, 8; , ,v (XY, Z;U,U,, Ug; 7) fonksiyonu

Zgi:pvﬂyv (X’ Y, Z;Ul,uz,u3;tlp)tj

j=0

1 .
- (d _th y tm+n tm+n+c)h Ay,v(u1'u2!u3'77)

ozelligini saglar. a; =1, 4 =0, v=1 segilmesi ile

[i’p]

Z s sMylti-el

j=0 1=0

1 1
= (d _ th _ ymtm+n _ thm+n+c)h ’ (d _U1k77_u2m77m+n cnm+m+c)h

ti¢c degiskenli polinom ailesi i¢in bilineer dogurucu fonksiyon elde edilir.

4.4.2. Teorem

L—yunct basamaktan, s kompleks degiskenli (SGN —{O}), sifira esit olmayan

Q (&, &) fonksiyonu i¢in, h=h +h, (hl, h, e N—{O}) olmak tizere

[i’p]

AP (Y, 28 &iT) = Za.SE*“;“”QW.(él,...,e:)r'

olsun. Burada a #0, jeN, peN—{0} dir. Bu durumda
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[I/p]

i
h
DD assa, (G &)

1=0 r=0

= ALY TG i)
esitligi saglanir.

fspat

i [/p] i H

J
> > asms™a, (&, &) ifadesinde >

1=0 r=0 1=0 r=0

i
esitligi [9] ve S{™™) = Zs}r_ﬂﬁs,(“z) 6zelligi kullanilirsa
1=0

arS (.Ih) SI(hZ)Q;Hvr (é:l' e é:s)z-r

j=1=pr

[J'/P] j—pr X
=D A D5 s 0, (G S)

1=0

Z arsghlgrhz)gywr (égla ey gs)fr

r=0
esitligi yazilir. Buradan

[i/p]
Zarsfm;rhz)g“*” (& 8T = A0 R (K Y. 2G50 53 )

esitligi elde edilir.
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5. T, POLINOM AILESI

Bu bolimde T;:=T,(X,y,z;k,m,n,c) polinom ailesi dogurucu fonksiyon yardimiyla

tamimlanmustir. [47, 48] kaynaklarinda verilen galismaya benzer olarak dogurucu fonksiyon
yardimiyla bu polinom ailesinin ¢esitli polinom aileleri ve sayilariyla olan iliskilerine

deginilmistir.
5.1. Tj Polinom Ailesinin Tanimi

5.1.1. Tanim
TJ- (X, ¥,z;k,m,n,c) polinomlart x,y,zeR ve k,m,n,ceN igin

F(z;x,y,z;k,m,n,c)

B 1_ Xk _ ym _ ZC
=— (5.1)
1— xKe? — ymer(m+n) . Zcer(m+n+c)

dogurucu fonksiyonuyla tanimlansin.

T; polinom ailesi i¢in rekiirans bagintis1 agsagidaki teoremle verilmistir.

5.1.2. Teorem

To =1 olmak tizere, j >0 icin rekiirans bagintisi

j .
_yk vk _ym _cyj-s J
T; =X SE_O @-x"=-y" =2z (SJTS
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j .
+ym2(m+ n S @-x*—ym—z°) [:]TS
s=0

j -
#2°) (manc) S (L-xt - ym - 2°)) (:]Ts
s=0

olarak elde edilir.
fspat
Es. 5.1 ve €* fonksiyonunun Taylor serisi yardimiyla

1_Xk_ym_ZC

i
_ 1—x"eT— mer(m+n) r(m+n+c)
( y >Z,. P S

© T . j
_ mer(m+n) )
d Zj! 1-xK—y™—z°




esitligi elde edilir. Burada Lemma 2.2.1 kullanilirsa yukaridaki esitlik

1_Xk_ym_ZC

- K
5 s! (jJ—s)M1—x*—y™-z°

3y mene) Ty (1 ‘ j‘

seklinde yazilir. Bu durumda yukaridaki ifade diizenlenirse

71
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—~ j! 1-xK—ym—2z°

[’} ] T 1 j—S )
_ vk 1-s i
=X T

J_Zzosl(j—s)!(l—xk —ym—zcj

=0 s=l

0 j s j—s
(m+n)* Tj 1 ;
+y™ J
Y ;; st (j—s)1-x*—y™—z° i

= J(m+n+c) T, 1 =
+2° - J
) AL RPN S

j=0 s=0
k m c
+1-x" -y -z

esitligi elde edilir. 7! lerin katsayilar1 esitlenirse

P
c 1
Yo g

elde edilir. Burada T; ifadesi yalniz birakilirsa



j .
J
T, =x" E A—xK—y™—z°)° (JT]-_S
s=0

S

j .
+ym2(m+ n)*(L—x* —y™—z°)° ( J]Tj_s
s=0

j .
+ZCZ(m+ n+c)*(L—x¥ —ym—z°)° [ J]Tj_s
s=0

S

elde edilir. Burada s yerine j—salinirsa

j .
K gk ym _ _cyj-s J
T; =X ;(1 X" —y"=2") (SJTS

j
oSy ],
s=0

S

j
s

j
+z°Z(m+n+c)j‘S(1— X< —y" —zc)j‘s( ]TS
s=0

istenen sonug elde edilir.
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Simdi Teorem 5.1.2 yardimiyla j=1,2 i¢in T, polinom ailesinin T, ve T, polinomlar

bulunacaktir.

j=1 i¢in
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1
1
+ym E (m + n)lfs (1_ Xk _ ym _ Zc)lfs (SJTS
s=0

1
1
+2°) (Mm+n+c) S @—x —y™ 2% 7T,
S S
s=0

olarak yazilir. Buradan T, =1 olmak iizere
T, =X +(m+n)y™ +(m+n+c)z°

elde edilir.

J =2 igin
2 2
T,=x) @-x*—y"—z°)%°| " |T,
) ;( y" - 2°) @ :
2 2
+ymz(m+n)275 (1—Xk _ ym _Zc)ls[ st
s=0

2
2
+2° E (M+n+c)?S(1—x* —y™—z%)F® (SJTS

s=0

olup, T, =1 oldugu dikkate alinirsa
T,=@1-x*—y™ —zc)z[xk +(m+n)2y" +(m+n+c)zzc}
+21-x<—ym— zC)Tl[xk +(M+n)y™+(m+ n+c)z°]

+(xK +y™ + 29T,
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elde edilir. Burada T, yalniz birakilirsa
2
T,=@1-x—y" —z‘:)[xk +(m+n)2y" +(m+n+c)zzCJ+2[xk +(m+n)y" +(m+n+c)z°]

polinomu elde edilir.

5.2. Tj Polinom Ailesinin Ozel Durumlar:

Bu bolimde T; polinom ailesinin bazi 6zel durumlari incelenmistir. [47, 48] deki

calismalara benzer olarak, Es. 5.1 ile verilen dogurucu fonksiyon kullanilarak bazi 6zel

sayilar ve polinomlar ile T; ailesinin 6zel durumu arasindaki iligkilere deginilmistir.

5.2.1. Teorem

j21icin T; ailesi ile B;(4) Apostol-Bernoulli sayilari arasinda

—xk—y)
T;4(x y,0,k,1,0,c) :—w B;(X“+Y) (5.2)

iliskisi vardir.
Ispat
Es. 2.56’dan

T -7

G(0,7;x +y) = =
( y) (X +y)e”" -1 1-x¥e" —ye’

esitligi yazilabilir. Es. 5.1°de z=0, n=0, m=1 alinirsa ve yukaridaki esitlikten

yararlanilirsa
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ok ok NS
F(z, % Y,0;k,1,0,c) = Ix -y =xoy e yG(O,r;x"+y)

1—xXe” —ye’ —[(xk +y)e’ —1] T

esitligi elde edilir. Burada tekrar Es. 5.1 ve Es. 2.56 dan dolay1

=~ T.(x,Y,0;k,1,0,c i -
pRUAEIAL. L N (N A . yzs<x+y>—
= J! A-x*—y)l  1-x*e" —ye"

esitligi bulunur. Buradan

= T.(x,v,0;k,1,0,c j * j
pRLRARIuEL M LT N .
1-x—y = j! 1L-x“-y)! = j!

olup,

0

J i
Z( 11)| J_1(xy0k100)[T_yj Z_ZBj(Xker)%

=

j
T o
olarak yazilir. - katsayilari esitlenirse
J:

—xk_y)
T;4(x y,0,k,1,0,c) :—w B;(X“+Y)

esitligi elde edilir.
Es. 5.2’de j=1,2,3,4,5 degerleri verilerek Apostol-Bernoulli sayilar1 yardimiyla
j=1 i¢in

To(x,y,0;k,1,0,c) = —(1—xk - y)Bl(xk +vy)=1
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j =2 igin
K 2
Tl(x,y,O;k,l,O,c):—WBZ(X"+y):x"+y,
j =3 igin
) (1—Xk—Y)3 k 2k k k 2
T,(X,Y,0;k,1,0,¢) =—————B, (X" + y) = X" +2X" Y+ X + Y +VY,
2(X Y 3 3
j=4 igin
K 4
T3(x,y,0;k,1,0,c):—W&(x"+y):(xk+y)3+4(xk+y)2+xk+y,
j =5 i¢in
) (1—Xk—y)5 k k 4 k 3 k 2 ok
T4(x,y,0,k,1,0,c):—TBS(x +y)=(X"+y) +1L(X" +y)*+1UX" +y) +X +VY

elde edilir.
5.2.2. Teorem

j 21 i¢in T; polinom ailesi ve B;(x;4) Apostol-Bernoulli polinomlar: arasinda

i1 j—1-s
) j-1) X!
B.(x,x)=— —Z  _T.(x,0,0:k,m,n,c 5.3
06X JZ[ . j(l—xk)”l ( ) (53

esitligi saglanir.
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fspaz‘
Es. 5.1 ve Es. 2.56’dan dolay1r m#0 olmak {izere

1-x¢ (X -1re*

ka7 Xker -1

7 F(7;%,0,0;k,m,n,c) = re**
1-x"e

= (X" —1)G(x,7;x¥) (5.4)

esitligi yazilir. Es. 5.4’de e" fonksiyonunun Taylor serisi kulllanilirsa ve Es.5.1’den

F(z;%,0,0;k,m,n,c) ifadesinin yerine

serisel goOsterimi

iTJ— (x,0,0;k,m,n,c)r_j
= (1-x) j!

yazilirsa

o (x7)! N0 T,(%,0,0k,mn,c) X 7
T[Z i JZ (1—x)? a——jZOBj(X,xk)ﬂ

j=0 s=0

elde edilir. Burada Lemma 2.2.1 kullanilirsa

o i . j-s.j+ 0 i
DI ML E
. S @—x%) J! = J!

esitligi yazilir. Buradan

o0

ZJZ:T (X(:(l) Oxk)zln ,C) eSS ( j ZB (X, X )_

j=1 s=0

j
seklinde yazilir. Burada T—I ifadesinin katsayilar1 esitlenirse
J:

j1 /.
1 .
B; (. Xk)=‘jZ£J jX’“Ts(X’O’O’k,m,n,C)

Kys+1l
b=\ s @—x")



esitligi elde edilir.
5.2.3. Teorem

T; polinom ailesi ile E;(x) Euler polinomu arasinda

j .
J) s T.(-1,0,0;1, m,n,c)
E.(X)= X7 2
/() Z(Sj :

esitligi saglanir.
fspat

Es. 2.59’da h=1 igin Euler polinomunun dogurucu fonksiyonu

x j XT
> L= 2
S T L |
j=0
olarak yazilabilir.

1-(-1) 2

F(z;-1,0,0;1, m,n,c) = —
1-(-De" -0 1+¢€°

-U(0,7Y)

olup,

ZeXf
e’ +1

=e“F(r;-1,0,0;1, m,n,c)

esitligi elde edilir. Burada € F(z;—1,0,0;1, m,n,c) ifadesinin seri agilim1 yapilirsa

e“F(r;-1,0,0;1, m,n,c)
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(€00 (S T1001mng
[5epgrsges

s=0

_Z‘”: T(lOOlmnc) x1= i
R sl(j—9)!

olarak elde edilir. - ifadesinin katsayilar1 esitlenirse
J:

j .
EJ(X):ZCJ s TG 10251mnc)
s=0

sonucu elde edilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda oncelikle Fibonacci tipli polinom aileleri ve bazi 6zel say1 dizileri
incelenmistir. Fibonacci polinomlarini kapsayan c¢ok sayida calismalar yapilmistir. Bu
aileleri kapsayan iki degiskenli yeni polinom ailesi dogurucu fonksiyonlar araciligiyla
tamimlanmis ve g¢esitli ozellikleri [45, 47, 48] kaynaklarinda verilmistir. Bu aileleri
kapsayan ti¢ degiskenli yeni polinom ailesi dogurucu fonksiyon araciligiyla tanimlanmistir
ve ¢esitli 6zellikleri [44]’de verilen kaynakta c¢alisiimistir. Bu polinom ailelerinden ve
dogurucu fonksiyondan yola ¢ikarak bu aileleri kapsayan ii¢ degiskenli polinom aileleri igin
daha genel dogurucu fonksiyon iizerinde ¢alisilmistir. Bu polinom ailelerini igeren kismi

tirevlere, bagint1 ve sonuglara yer verilmistir.

Birinci boliim giris boliimii olmak {izere ikinci boliimde bazi tanimlar ve bazi 6zel polinom
aileleri ile baz1 6zel say1 dizilerine yer verilmistir. Uciincii bdliimde [44] ile verilen

¢alismada tamtilan S; ailesinden bahsedildikten sonra bu ailenin dogurucu fonksiyon

yardimiyla yeni polinom ailesi elde edilmistir ve ¢esitli 6zellikleri iizerinde durulmustur.

Besinci béliimde T; polinom ailesi dogurucu fonksiyon yardimiyla tanimlanip ozellikleri

elde edildikten sonra 6zel durumlarinda gesitli ailelerle iliskilerine deginilmistir.

Fibonacci tipli polinom aileleri igin ti¢, dort ve besinci boliimde bahsedildigi gibi dogurucu
fonksiyonlar yardimiyla bazi polinom aileleri ile bazi sayi1 dizilerini igeren baska polinom

aileleri tanimlanip 6zellikleri iizerinde durulabilir.
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