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ÖZET 

Bu tezde Fibonacci tipli polinom ailelerini içeren yeni doğurucu fonksiyonlara yer verilmiş 

ve bu polinom ailelerinin rekürans bağıntıları, kısmi türevli denklemleri ve multilineer ve 

multilateral doğurucu fonksiyonu elde edilmiştir. Aynı zamanda Apostol tipli polinom 

ailesinin özellikleri üretilmiştir. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

( , )jB x      Apostol-Bernoulli Polinomları 

( )( )h
jB x     Yüksek Mertebeden Apostol-Bernoulli Polinomları 

jB      Bernoulli Sayıları 

( , )jE x      1. Tip Apostol-Euler Polinomları 

( )jE x      2. Tip Apostol-Euler Polinomları 

( )( )h
jE x     Yüksek Mertebeden Euler Polinomu 

( x )
j ,m
      Humbert Polinomları 

jF      .j  Fibonacci Sayısı 

jF ( x )     .j  Fibonacci Polinomu 

jF ( x, y )     .j İki Değişkenli Fibonacci Polinomu 

jJ      .j  Jacobsthal Sayısı 

jJ ( x )      .j  Jacobsthal Polinomu 

jL      .j  Lucas Sayısı 

jL ( x )      .j  Lucas Polinomu 

jL ( x, y )     .j  İki Değişkenli Lucas Polinomu 

jP      .j  Pell Sayıları 

( )jP x       Legendre Polinomları 

jS       Üç Değişkenli Polinom Ailesi 

( h )
jS       Genelleştirilmiş Üç Değişkenli Polinom Ailesi 

( )r       Pochhammer Sembolü 
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1. GİRİŞ 

 

Pisalı Leonardo Fibonacci, orta çağın en önde gelen Avrupalı matematikçisi olup, Hindu-

Arap sayı sistemini Avrupa’ya ilk tanıtan kişidir. Fibonacci 1170 yılında Pisa’da dünyaya 

gelmiştir ve daha sonra babasının Cezayir´e atanması ile burada matematik öğrenmek için 

dersler almaya başlar, ardından Hint-Arap sayı sistemini ve hesaplama tekniklerini öğrenir. 

Fibonacci, 1202 yılında tamamladığı Liber Abacci isimli hesaplama kitabı anlamına gelen 

kitabıyla tanınır. Bu kitap, orta çağın en etkili matematik kitaplarından biri olup bu kitabında 

Fibonacci sayıların nasıl okunacağını, yazılacağını açıklayarak kesirler ve tam sayılar ile 

dört işlemin nasıl yapıldığını göstermiştir. Fibonacci, Liber Abacci eserinden sonra Flos, 

Liber Quadratorm, Practica Geometria, adında üç kitap daha yazmıştır [1, 2]. 

 

Matematik dünyasına önemli katkılarda bulunan Fibonacci’nin en önemli katkılarından biri 

de kendi adını taşıyan “Fibonacci Sayı Dizileri” dir. Fibonacci sayı dizileri, jF  olarak 

gösterilmiş olup her terim kendisinden önce gelen iki terimin toplamı olarak ifade edilen bir 

dizidir. Bu dizinin kıymeti insanlar tarafından daha sonraları anlaşılmış ve dünyaya daha 

analitik olarak bakmaya başlamışlar ve bu sayı dizisinin üzerinde durarak önemli sonuçlar 

elde etmişlerdir [1, 2]. 

 

Fibonacci Sayı Dizisi Örnekleri: 

 

• Ayçiçeğinin merkezinden dışarıya doğru sağdan sola ve soldan sağa doğru taneler 

sayıldığında çıkan sayılar, 

• Çam kozalağının altındaki sabit noktadan tanelerin sayılmasıyla ortaya çıkan sayılar, 

• Pascal üçgenindeki katsayıların yazılarak çapraz toplamlarıyla elde edilen sayılar. 

 

Fibonacci sayıları için açık gösterimini veren Éduard Lucas, Fibonacci dizisini tanımlamış 

ve bu dizilerle ilişkili olan yeni bir sayı dizisini litaratüre kazandırmıştır. Bu dizi daha sonra 

kendi ismiyle yani Lucas dizisi olarak adlandırılmıştır [1]. 

 

Fibonacci polinomları önce Alman matematikçi E. Jacobsthal ve Belçikalı matematikçi 

Eugéne Charles Catalan ve tarafından çalışılmıştır. Daha sonra Hint matematikçi M. N. S 

Swamy tarafından çalışılmıştır. 1963 yılında Fibonacci polinomlarının bir yenisi olan Pell 

polinomları P. F. Byrd tarafından tanımlanmıştır. Fibonacci polinomu olarak kabul edilen 
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polinom ise Catalan tarafından tanımlanmış olan polinomdur. Daha sonra Fibonacci 

polinomları üzerinde litaratürde farklı tanımlamalar ve genellemeler yapılmıştır bunlarda 

Fibonacci tipli polinomlar olarak adlandırılır [1-6]. 

 

Bu tezin amacı üçüncü bölümde tanıtılan çalışmada verilen polinom ailesini içeren daha 

genel bir polinom ailesi tanımlayarak özelliklerini incelemektir. 

 

Bu tezin birinci bölümü temel tanımlamalara ayrılmış olup tez aşağıdaki bölümlerden 

oluşmaktadır: 

 

❖ İkinci bölüm: Bu bölümde; bazı tanım, lemmalar ve bazı bilinen sayı dizileri, polinom 

aileleri ile özelliklerine yer verilmiştir. 

❖ Üçüncü bölüm: Üç değişkenli bazı polinom aileleri üzerinde durulmuştur. 

❖ Dördüncü ve beşinci bölüm: Bu bölümde yüksek basamaktan bazı polinom aileleri 

tanımlanarak bu polinom ailelerinin kısmi türevleri, rekürans bağıntısı ve diğer polinom 

aileleriyle ilgili özellikleri incelenmiştir. Ayrıca Apostol tipli bazı polinom ailelerine de 

değinilmiştir. 

❖ Altıncı bölüm: Bu bölümde elde edilen sonuçlar üzerinde durulmuştur. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Ön Bilgiler  

 

2.1.1. Tanım 

 

  reel ya da kompleks bir sayı olmak üzere, 

 

0( ) 1, 0

( ) ( 1)( 2)...( 1), 1,2,...r

v

r r



    

= 

= + + + − =

 

 

biçiminde tanımlanan ( )r  ifadesine Pochhammer sembolü denir [7].  

 

2.1.2. Tanım 

 

İki değişkenli bir ( , )F x t  fonksiyonu t  nin kuvvetleri cinsinden  

 

0

( , ) ( ) n
n n

n

F x t c f x t



=

=  

 

biçiminde seriye açılabiliyorsa ( , )F x t  fonksiyonuna  ( )nf x  fonksiyonlar ailesinin bir 

doğurucu fonksiyonu denir. Burada nc  ler x  ve t  den bağımsız n  nin bir fonksiyonu olup, 

farklı parametreler içerebilir [8, 9]. 

 

2.2. Bazı Temel Lemmalar 

 

Bu çalışmada  sembolü  0,1,2,...=  kümesini belirtmektedir. 
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2.2.1. Lemma  

 

( , )A r t , r  ve t  ye bağlı bir dizi olsun.  0p −  olmak üzere, 

 

a) 

 /

0 0 0 0

( , ) ( , )

t p

t r t r

A r t A r t pr

  

= = = =

= −    

 

b) 

 /

0 0 0 0

( , ) ( , )

t p

t r t r

A r t A r t pr

  

= = = =

= +   

 

eşitlikleri sağlanır [10]. 

 

2.2.2. Lemma  

 

( , )A r t , r  ve t  ye bağlı bir dizi olsun. Bu durumda  0p −  olmak üzere, 

 

 /

0 0 0 0

( , ) ( , ( 1) )

t pt

t r t r

A r t A r t p r

 

= = = =

= − −   

 

eşitliği sağlanır [10]. 

 

2.2.3. Lemma 

 

n  bir doğal sayı ve r  reel ya da kompleks bir sayı olmak üzere, 

 

( 1) ( )

!

n
n

r r

n n

−  −
= 

 
  

 

eşitliği sağlanır [9]. 
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2.2.4. Lemma 

 

, ,    reel ya da kompleks sabitler olmak üzere ( , ; ; )F x    hipergeometrik seri olup, 

 

0

( ) ( )
( , ; ; )

( ) !

n
n n

nn

x
F x

n

 
  





=

= , 1x  ,  0 −   

 

olarak gösterilmektedir. Buna göre  

 

0

( )
(1 ) ( ,1;1; )

!

n
n

n

x
x F x

n

 




−

=

− = = ,  1x    

 

eşitliği sağlanır [9]. 

 

2.3. Fibonacci Sayıları 

 

2.3.1. Tanım 

 

0 0F =  ve 1 1F =  koşulları olmak üzere 

 

2 1n n nF F F+ += + , 0,1,2,...n =                                                                                                                  (2.1) 

 

rekürans bağıntısıyla tanımlı sayılara Fibonacci sayıları denir [1]. Burada nF , .n  Fibonacci 

sayısıdır. Bu bağıntıya göre Fibonacci sayıları  

 

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,… 

 

şeklindedir [1]. Fibonacci sayıları ile ilgili bilinen bazı özellikler aşağıdaki gibidir [1, 11]. 

 

n +  için 
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a) 

1

2
1

0

n

s n n

s

F F F

−

−

=

=   

 

b) 

1 2
1

1 2
10

,         tek ise
  

1,    çift ise

n
n

s s

ns

F n
F F

F n

−
−

−

−=


= 

−
   

 

c) 

1

2
1 2 1

0

1

n

s n n

s

F F F

−

− − −

=

= +   

 

d) 
1( 1)n

n nF F+
− = −   

 

dır. O halde yukarıdaki son özellik dikkate alınırsa 0n   için, nF− ’ler 

 

0,1, -1,2, -3,5, -8,...  

 

olarak elde edilir [11].  

 

nF  Fibonacci sayılarının rekürans bağıntısı aracılığıyla karakteristik denklem 

 

2 1 0 − − =  

 

olarak bulunmuştur. Bu denklemin kökleri 
1 5

2
a

+
=  ve 

1 5

2
b

−
=   olup Fibonacci sayıları 

için  

 

n n

n

a b
F

a b

−
=

−
                                                                                                                      (2.2) 

 

eşitliği Binet formülü olarak adlandırılır [1, 12].  

 

nF  Fibonacci sayıları için elde edilen doğurucu fonksiyon 
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2

0
1

n
n

n

t
F t

t t



=

=
− −                                                                                                               (2.3) 

 

ile ifade edilir [1, 12]. 

 

2.4. Fibonacci Polinomları 

 

2.4.1. Tanım 

 

( )nF x , .n  Fibonacci polinomu olmak üzere 

 

0 ( ) 0,  F x =  1( ) 1F x =  

 

koşulları ile bu polinomlar 0,1,2,...n =  için 

 

( ) ( ) ( )2 1  n n nF x xF x F x+ += +                                                                                                           (2.4) 

 

rekürans özelliği ile tanımlanır [13, 14]. ( )nF x  Fibonacci polinomlarının rekürans 

bağıntısına karşılık gelen karakteristik denklemin kökleri 
2 4

( )
2

x x
a x

+ +
=   ve  

2 4
( )

2

x x
b x

− +
=   olup, Fibonacci polinomları için 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

n n

n

a x b x
F x

a x b x

−
=

−
                                                                                                             (2.5) 

 

eşitliği Binet formülü olarak adlandırılır [1, 14]. 

 

( )nF x  Fibonacci polinomları için rekürans bağıntısı yardımıyla elde edilen doğurucu 

fonksiyon 
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( )
2

0
1

n

n

n

t
F x t

xt t



=

=
− −                                                                                                      (2.6) 

 

şeklinde ifade edilir [1]. 

 

( )

1

2

2 1

0

1

n

n j
n

j

n j
F x x

j

− 
 
 

− −

=

− − 
=  

 
                (2.7) 

 

ifadesi Fibonacci polinomlarının açık gösterimidir [15]. 

 

Eş. 2.7’den Fibonacci polinomlarının ilk birkaçı 

 

1( ) 1F x = , 

2 ( )F x x= , 

2
3( ) 1F x x= + , 

3
4( ) 2F x x x= + , 

4 2
5( ) 3 1F x x x= + +  

 

şeklindedir [16]. 

 

2.5. Lucas Sayıları  

 

François Édouard Anatole Lucas, 1842’de Fransa’nın Amiens kentinde doğmuştur. Lucas, 

Ecole Normale Superieure de eğitim görmüştür. Daha sonra Paris Gözlemevinde asistan 

olarak çalışmıştır. Ardından Lycee Saint-Louis’de ve Lycee Charlemagne’de matematik 

Profesörü olmuştur [1]. Sayılar teorisine yaptığı katkıların yanı sıra, oyun matematiği 

üzerine dört ciltlik Recreations Mathematiques (1882-1894) adında klasiği ile de 

tanınmaktadır. Geliştirdiği problemler arasında en çok bilinen Brahma Kulesidir [1]. Ancak 
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Lucas, özellikle Fibonacci sayı dizileri olmak üzere en iyi sayı teorisindeki sonuçlarıyla 

tanınır. 

 

2.5.1. Tanım 

 

0 2L = , 1 1L =  koşulları olmak üzere  

 

2 1n n nL L L+ += + , 0,1,2,...n =                                                                               (2.8) 

 

bağıntısıyla tanımlanan sayılara Lucas sayıları denir [1] ve burada nL , .n  Lucas sayısının 

gösterimidir. Bu bağıntıya göre Lucas sayıları 

 

2,1,3,4,7,11,18, 29,47,76,123,  

 

şeklindedir [1]. Lucas sayılarının rekürans bağıntısı yardmıyla elde elde edilen karakteristik 

denklem 

 

2 1 0 − − =  

 

şeklindedir ve bunun kökleri 
1 5

2
a

+
=  ve 

1 5

2
b

−
=  olup, Lucas sayıları için  

 

, 0,1,2,3,...n n
nL a b n= + =                              (2.9) 

 

eşitliği Binet formülü olarak adlandırılır [1]. Lucas sayılarının doğurucu fonksiyonu 

 

2

0

2

1

n
n

n

t
L t

t t



=

−
=

− −  

 

olarak elde edilir [1]. Lucas sayıları için bazı özellikler aşağıdaki gibidir [1, 11]. 
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n +  için 

 

a) 

1

2
1 1

0

2

n

s n n

s

L L L

−

− −

=

= +  , 

 

b) 

1 2
1

1 2
10

6,      tek ise
  

1,      çift ise

n
n

s s

ns

L n
L L

L n

−
−

−

−=

 −
= 

−
 , 

 

c) 

1

2
1 1 2

0

3

n

s n n

s

L L L

−

− − −

=

= + , 

 

d) ( )1
n

n nL L− = −   

 

eşitlikleri sağlanır.  0n −  olmak üzere, .n  Fibonacci ve Lucas sayıları sırasıyla nF  ve 

nL  olsun. Buna göre Fibonacci ve Lucas sayıları için 

 

i)    1 1 ,n n nF F L+ −+ =               ii)  1 1 5 ,n n nL L F+ −+ =               iii) 2 ,n n nF L F=  

 

iv)  
1

2 2
2 15 ,

n n nL L F
+ ++ =             v)  ( )2

2 5 2 1 ,
n

n nL F= + −        vi)  
2 2

1 2 15 ,n n nL L F+ ++ =  

 

vii)  ( )2 25 4 1 ,
n

n

nL F− = −         viii) 
2 2

1 14 ,n n n nL F F F+ −− =       ix)  12 ,n n nL F F ++ =  

 

 x)   12n n nL F F −− =             

 

eşitlikleri sağlanır [1, 17]. 
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2.6. Lucas Polinomları 

 

2.6.1. Tanım 

 

Başlangıç koşulları ( )0 2L x =  ve ( )1L x x=  olmak üzere Lucas polinomları 

 

( ) ( )1 1 .( , 1,2,3, .) .n n nL x xL x L x n+ − == +                         (2.10) 

 

rekürans bağıntısıyla tanımlanır [15]. Burada Lucas polinomlarının doğurucu fonksiyonu 

 

2

0

2
( )

1

n
n

n

xt
L x t

xt t



=

−
=

− −               (2.11) 

 

olup, açık gösterimi ise 

 

( )
2

2

0

n

n k
n

k

n kn
L x x

kn k

 
 
 

−

=

− 
=  

−  
 , 0n               (2.12) 

 

olarak elde edilir. [15]. Eş. 2.12’den ilk birkaç Lucas polinomunun ilk birkaçı, 

 

0 ( ) 2L x = , 

1( )L x x= , 

2
2( ) 2L x x= + , 

3
3( ) 3L x x x= + , 

4 2
4 ( ) 4 2L x x x= + + , 

5 3
5( ) 5 5L x x x x= + +  

 

olarak elde edilir [15]. 
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2.7. Tribonacci Sayıları 

 

2.7.1. Tanım 

 

Fibonacci sayılarının bir genellemesi olarak bilinen tribonacci sayıları 1963 yılında M. 

Feinberg tarafından 0 0T = , 1 1T =  ve 2 1T =  başlangıç koşulları olmak üzere 

 

1 2 3,n n n nT T T T− − −= + +  3,4...n =                         (2.13) 

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır [18]. Tribonacci sayılarının doğurucu fonksiyonu 

 

2 3

0
1

n
n

n

t
T t

t t t



=

=
− − −               (2.14) 

 

olarak elde edilir [14]. 

 

2.8. Tribonacci Polinomları 

 

2.8.1. Tanım 

 

Tribonacci polinomları, ( )0 0t x = , ( )1 1t x =  ve ( ) 2
2t x x=  başlangıç koşulları olmak üzere 

 

( ) ( ) ( )2
3 2 1( ) ,n n n nt x x t x xt x t x+ + += + +  0,1, 2,...n =                                                        (2.15) 

 

rekürans bağıntısıyla tanımlanır [16]. 

 

Eş. 2.15’ de 1x =  alındığında Eş. 2.13’ de tanımlanan Tribonacci sayıları için rekürans 

bağıntısının elde edileceği görülmektedir.  

 

Tribonacci polinomlarının doğurucu fonksiyonu 
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( )
2 2 3

0
1

n
n

n

t
x

z

z
x z

xz z



=

=
− − −              (2.16) 

 

olarak elde edilir [1]. Hoggatt ve Bicknell tarafından Tribonacci polinomlarının birkaçı  

 

1( ) 1t x = , 

2
2 ( )t x x= , 

4
3( )t x x x= + , 

6 3
4( ) 2 1t x x x= + + , 

8 5 2
5( ) 3 3t x x x x= + +  

 

olarak verilmiştir [16]. 

 

2.9. Tribonacci-Lucas Sayıları 

 

2.9.1. Tanım 

 

0 3K = , 1 1K =  ve 2 3K =  başlangıç koşulları olmak üzere, 

 

1 2 3,n n n nK K K K− − −= + +  3, 4,...n =                                                         (2.17) 

 

rekürans bağıntısıyla tanımlı sayılara Tribonacci-Lucas sayıları denir ve nK  ile .n

Tribonacci-Lucas sayıları gösterilir. Tribonacci-Lucas sayılarının sayılarının doğurucu 

fonksiyonu 

 

2

2 3

0

3 2

1

n
n

n

t t
K t

t t t



=

− −
=

− − −                   (2.18)

   

olarak elde edilir [19].  
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2.10. Tribonacci-Lucas Polinomları 

 

2.10.1. Tanım 

 

( )nk x , .n  Tribonacci-Lucas polinomunu göstermek üzere, ( )0 3k x = , ( ) 2
1k x x=  ve 

( ) 4
3 2k x x x= +  başlangıç koşulları olmak üzere 

 

2
3 2 1( ) ( ) ( ) ( )n n n nk x x k x xk x k x+ + += + + , 0,1, 2...n =  

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır. Tribonacci-Lucas polinomlarının doğurucu fonksiyonu 

 

( )
2 2

2 2 3

0

3 2

1

n
n

n

x t xt
k x t

x t xt t



=

− −
=

− − −              (2.19) 

 

olarak elde edilir [19]. 

 

2.11. Pell Sayıları 

 

2.11.1. Tanım 

 

0 0P = , 1 1P =  başlangıç koşulları olmak üzere Pell sayıları, 

 

1 22 ,n n nP P P− −= +  2,3,...n =                          (2.20) 

 

rekürans bağıntısıyla tanımlanır [1, 20]. Pell sayılarından oluşan  
0n n

P


=
 sayı dizisine Pell 

sayıları dizisi denir. Pell sayılarının ilk birkaçı 

 

0 0P = , 1 1P = , 2 2P = , 3 5P = , 4 12P = , 5 29P =  

 

şeklindedir [20]. nP , Pell sayılarının rekürans bağıntısı yardımıyla elde edilen karakteristik 

denklemin kökleri 1 2 = +  ve 1 2 = −  olup Pell sayıları için 
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n n

nP
 

 

−
=

−
                (2.21) 

 

eşitliği Binet Formülü olarak adlandırılır [20]. nP  Pell sayıları için doğurucu fonksiyon 

 

2

0
1 2

n
n

n

t
P t

t t



=

=
− −                                                                                                       (2.22) 

 

ile ifade edilir [20]. nP , Pell sayılarının açık gösterimi 

 

1

2

0

2
2 1

n

k
n

k

n
P

k

− 
 
 

=

 
=  

+ 
                                                 (2.23) 

 

şeklindedir [20]. 

 

2.12. Pell Polinomları 

  

2.12.1. Tanım 

 

( )nP x , n . Pell polinomu olmak üzere, 0 ( ) 0P x =  ve 1( ) 1P x =  başlangıç koşulları ile verilen 

Pell polinomlarının rekürans bağıntısı 

 

2 1( ) 2 ( ) ( ),n n nP x xP x P x+ += +  0,1,2,...n =                        (2.24) 

 

ile verilir [21]. 

 

( )nP x , Pell polinomlarının rekürans bağıntısından elde edilen karakteristik denklem 

 

2 2 1 0x − − =  

 

olmak üzere, karakteristik denklemin kökleri  2( ) 1x x x = + +  ve 2( ) 1x x x = − +  
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değerleridir.  Pell polinomları için  

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

n n

n

x x
P x

x x

 

 

−
=

−
               (2.25) 

 

eşitliği Binet formülü olarak adlandırılır [21]. 

 

( )nP x , Pell polinomları için doğurucu fonksiyon 

 

2

0

( )
1 2

n
n

n

t
P x t

xt t



=

=
− −               (2.26) 

 

ile ifade edilir ve 

 

1

2

2 1

0

1
( ) (2 )

n

n s
n

s

n s
P x x

s

− 
 
 

− −

=

− − 
=  

 
              (2.27) 

 

olup Pell polinomlarının açık gösterimidir [21]. Eş. 2.27’den Pell polinomlarının ilk birkaçı 

 

0 ( ) 0P x = , 1( ) 1P x = , 2 ( ) 2P x x= , 
2

3( ) 4 1P x x= + , 
3

4( ) 8 4P x x x= + , 
4 2

5( ) 16 12 1P x x x= + +  

 

şeklindedir [20]. 

 

2.13. Pell-Lucas Sayıları  

 

2.13.1. Tanım 

 

0 1 2Q Q= =  olmak üzere 

 

1 22 ,n n nQ Q Q− −= +  2,3, 4,...n =                                                                                         (2.28) 
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ile tanımlanan bağıntı Pell-Lucas sayılarının  rekürans bağıntısıdır ve burada nQ , .n  Pell-

Lucas sayısının gösterimidir [20]. ( )nQ x , Pell-Lucas sayılarının rekürans bağıntısından elde 

edilen karakteristik polinom 

 

2 2 1 0 − − =  

 

olmak üzere, karakteristik polinomun kökleri  1 2 = +  ve 1 2 = −  olup Pell-Lucas 

sayıları için  

 

,n n
nQ  = +  1,2,3,...n =                                     (2.29) 

 

eşitliği Binet formülü olarak adlandırılır [20]. 

 

2

0

2 2
2

n

k
n

k

n
Q

k

 
 
 

=

 
=  

 
                                                 (2.30) 

 

ifadesi Pell-Lucas sayılarının açık gösterimidir [20]. 

 

2.14. Pell-Lucas Polinomları 

 

2.14.1. Tanım 

 

( )nQ x , .n  Pell-Lucas polinomu olmak üzere, 0 ( ) 2Q x =  ve 1( ) 2Q x x=  başlangıç koşulları 

ile verilen Pell-Lucas polinomlarının rekürans bağıntısı 

 

2 1( ) 2 ( ) ( ),n n nQ x xQ x Q x+ += +  0,1, 2,...n =                                                                       (2.31) 

 

olarak verilir [21].  

 

( )nQ x , Pell-Lucas polinomlarının rekürans bağıntısından elde edilen karakteristik denklem 
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2 2 1 0x − − =  

 

olup karakteristik denklemin kökleri  2( ) 1x x x = + +  ve 2( ) 1x x x = − + değerleridir. 

Bu değerler için 

 

( ) ( ) ( )n n
nQ x x x = + , 0,1,2,...n =                           (2.32) 

 

ifadesine Pell-Lucas polinomları için Binet formülü denir [21]. 

 

( )nQ x , Pell-Lucas polinomları için doğurucu fonksiyonu 

 

2

0

2 2
( )

1 2

n
n

n

xt
Q x t

xt t



=

−
=

− −               (2.33) 

 

ile ifade edilir ve 

 

2

2

0

( ) (2 ) ,   0

n

n s
n

s

n sn
Q x x n

sn s

 
 
 

−

=

− 
=  

−  
               (2.34) 

 

olup Pell-Lucas polinomlarının açık gösterimidir [21]. Eş. 2.34’den Pell-Lucas 

polinomlarının ilk birkaçı 

 

0 ( ) 2Q x = , 

1( ) 2Q x x= , 

2
2( ) 4 2Q x x= + , 

3
3( ) 8 6Q x x x= + , 

4 2
4( ) 16 16 2Q x x x= + + , 

5 3
5( ) 32 40 10Q x x x x= + +  

 

şeklindedir [20]. 
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2.15. Jacobsthal Sayıları 

 

2.15.1. Tanım 

 

nJ , .n  Jacobsthal sayısını göstermek üzere, 0 0J = , 1 1J =  başlangıç koşulları ile verilen 

Jacobsthal sayıları için rekürans bağıntısı  

 

1 22n n nJ J J− −= + , 2,3,...n =                                                                                           (2.35) 

 

olarak tanımlanır [22]. nJ , Jacobsthal sayılarının rekürans bağıntısından elde edilen 

karakteristik denklem  

 

2 2 0 − − =  

 

olmak üzere, buradan elde edilen 2 =  ve 1 = −  olup Jacobsthal sayıları için 

 

1
(2 ( 1) )

3 3

n n
n n

nJ
 −

= = − −              (2.36) 

 

eşitliği Binet formülü olarak adlandırılır [22].  

 

Jacobsthal sayılarının doğurucu fonksiyonu 

 

2

0
1 2

n
n

n

t
J t

t t



=

=
− −                                                                                                       (2.37) 

 

olarak elde edilir [23]. Jacobsthal sayılarının açık gösterimi ise  

 

1

2

0

1
2

n

k
n

k

n k
J

k

− 
 
 

=

− − 
=  

 
                                                                                                                      (2.38) 

 

olarak elde edilir [22]. 
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2.16. Jacobsthal Polinomları 

 

2.16.1. Tanım 

 

0 ( ) 0J x = , 1( ) 1J x =  başlangıç koşulları olmak üzere ( )nJ x , .n  Jacobsthal polinomu 

 

1 2( ) ( ) 2 ( ),n n nJ x J x xJ x− −= +  2,3,...n =                                   (2.39) 

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır [24-26]. 

 

( )nJ x , Jacobsthal polinomlarının rekürans bağıntısı yardımıyla elde edilen karakteristik 

denklemin kökleri 

 

1 1 4
( )

2

x
x

+ +
=   ve  

1 1 4
( )

2

x
x

− +
=  olup Jacobsthal polinomları için 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

n n

n

x x
J x

x x

 

 

−
=

−
, 0,1,2,...n =                                    (2.40) 

 

eşitliği Binet formülü olarak adlandırılır [24-26]. ( )nJ x , Jacobsthal polinomları için 

doğurucu fonksiyonu  

 

2

0

( )
1 2

n
n

n

t
J x t

t xt



=

=
− −                                                                                                   (2.41) 

 

olarak ifade edilir [24-26]. Jacobsthal polinomlarının ilk birkaçı 

 

1( ) 0J x = , 

2 ( ) 1J x = , 

3( ) 1J x = , 

4 ( ) 1J x x= + , 
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2
5( ) 3 1J x x x= + +  

 

şeklindedir [23]. 

 

2.17. İki Değişkenli Fibonacci Polinomları 

 

2.17.1. Tanım 

 

0 ( , ) 0,F x y =  1( , ) 1F x y =  başlangıç koşulları olmak üzere ( , )nF x y  iki değişkenli Fibonacci 

polinomları,  

 

1 2( , ) ( , ) ( , ),n n nF x y xF x y yF x y− −= +  2,3,...n =                                                                 (2.42) 

 

şeklinde rekürans bağıntısı ile tanımlanır [27-29]. Burada 0x  , 0y   ve 2 4 0x y+   dır. 

 

İki değişkenli Fibonacci polinomların rekürans bağıntısından elde edilen karakteristik 

denklem 

 

2 0x y − − =                                                                                                                     (2.43) 

 

olup, bu denklemin köklerinden elde edilen  

 

2 4
( , )

2

x x y
x y

+ +
=  ve 

2 4
( , )

2

x x y
x y

− +
=  değerleri yardımıyla iki değişkenli  

 

Fibonacci polinomları için  

 

( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )

n n

n

x y x y
F x y

x y x y

 

 

−
=

−
, 0,1, 2,...n =                                                                                         (2.44) 

 

eşitliği Binet formülü olarak adlandırılır [27-29]. 
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İki değişkenli Fibonacci polinomları için doğurucu fonksiyonu  

 

2

0

( , )
1

n
n

n

t
F x y t

xt yt



=

=
− −                                                                                                     (2.45) 

 

ile ifade edilir [30]. 

 

Uyarı  

 

Eş. 2.45’de 1y =  yazılırsa, Eş. 2.6’dan dolayı ( ,1) ( )n nF x F x=  Fibonacci polinomuna 

dönüşür. 

 

2.18. İki Değişkenli Lucas Polinomları 

 

2.18.1. Tanım   

 

0 ( , ) 2L x y = , 1( , )L x y x=  başlangıç koşulları olmak üzere ( , )nL x y  iki değişkenli Lucas 

polinomları  

 

1 2( , ) ( , ) ( , ),n n nL x y xL x y yL x y− −= +  2,3,...n =                                                                        (2.46) 

 

şeklinde rekürans bağıntısı ile tanımlanır [27-29]. Burada 0x  , 0y   ve 2 4 0x y+   dır. 

 

İki değişkenli Lucas polinomlarının rekürans bağıntısından elde edilen karakteristik 

denklem 

 

2 0x y − − =                                                                                                                      (2.47) 

 

olup 
2 4

( , )
2

x x y
x y

+ +
=  ve 

2 4
( , )

2

x x y
x y

− +
=  değerleri yardımıyla iki değişkenli 

Lucas polinomları için 
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( , ) ( , ) ( , )n n
nL x y x y x y = + , 0,1, 2,...n =                                                                         (2.48) 

 

eşitliği Binet formülü olarak adlandırılır [27-29]. 

 

İki değişkenli Lucas polinomları için doğurucu fonksiyon 

 

2

0

2
( , )

1

n
n

n

xt
L x y t

xt yt



=

−
=

− −                                                                                                 (2.49) 

 

ile ifade edilir [14-30]. 

 

Uyarı  

 

Eş. 2.48’de 1y =  değeri yazılırsa, Eş. 2.11’den dolayı ( ,1) ( )n nL x L x=  Lucas polinomuna 

dönüşür. 

 

2.19. Üç Değişkenli Fibonacci Polinomları 

 

2.19.1. Tanım 

 

( )0 , , 0H x y z = , ( )1 , , 1H x y z =  ve ( )2 , ,H x y z x=  başlangıç koşulları olmak üzere 

( , , ),nH x y z  .n  üç değişkenli Fibonacci polinomu 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , , , , , , , ,n n n nH x y z xH x y z yH x y z zH x y z− − −= + +  3, 4,...n =                          (2.50) 

 

şeklinde rekürans bağıntısı ile tanımlanır [31]. 

 

Üç değişkenli Fibonacci polinomlarının rekürans bağıntısından elde edilen karakteristik 

denklem  

 

3 2 0x y z  − − − =  
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olmak üzere bu denklemi sağlayan , ,    değerleri için  

 

1 1 1

( , , )
( )( ) ( )( ) ( )( )

n n n

nH x y z
  

           

+ + +

= + +
− − − − − −

                                           (2.51) 

 

ifadesine üç değişkenli Fibonacci polinomları için Binet formülü denir [31]. 

 

Üç değişkenli Fibonacci polinomlarının doğurucu fonksiyonu  

 

( )
2 3

0

, ,
1

n

n

n

t
H x y z t

xt yt zt



=

=
− − −                                                                               (2.52) 

 

olarak verilir [31]. Üç değişkenli Fibonacci polinomlarının ilk birkaçı 

 

0 ( , , ) 0H x y z = , 

1( , , ) 1H x y z = , 

2 ( , , )H x y z x= , 

2
3( , , )H x y z x y= + , 

3
4( , , ) 2H x y z x xy z= + + , 

4 2 2
5( , , ) 3 2H x y z x x y xz y= + + +  

 

şeklindedir [31]. 

 

2.20. Üç Değişkenli Lucas Polinomları 

 

2.20.1. Tanım  

 

( , , ),nK x y z  .n  üç değişkenli Lucas polinomu, ( )0 , , 3x y zK = , ( )1 , ,K x y z x=  ve 

( ) 2
2 , , 2K x y z x y= +   başlangıç koşulları olmak üzere  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , , , , , , , ,n n n nx y z xK x y z yKK x y z zK x y z− − −= + +  3, 4,...n =                            (2.53) 
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şeklinde rekürans bağıntısıyla tanımlanır [31]. 

 

Üç değişkenli Lucas polinomlarının rekürans bağıntısından elde edilen karakteristik 

denklem  

 

3 2 0x y z  − − − =  

 

olmak üzere bu denklemi sağlayan , ,    değerleri için  

 

( , , ) n n n
nK x y z   = + +                                                                                                                 (2.54) 

 

ifadesine üç değişkenli Lucas polinomları için Binet formülü denir [31]. 

 

Üç değişkenli Lucas polinomlarının doğurucu fonksiyonu 

 

2

2 3

0

3 2
( , , )

1

n
n

n

xt yt
K x y z t

xt yt zt



=

− −
=

− − −                                                                                (2.55) 

 

olarak elde edilir [31]. Üç değişkenli Lucas polinomlarının ilk birkaçı 

 

0 ( , , ) 3K x y z = , 

1( , , )K x y z x= , 

2
2( , , ) 2K x y z x y= + , 

3
3( , , ) 3 3K x y z x xy z= + + , 

4 2 2
4( , , ) 4 4 2K x y z x x y xz y= + + + , 

5 3 2 2
5( , , ) 5 5 5 5K x y z x x y xy x z yz= + + + +  

 

şeklindedir [31]. 

 

 

 



26 

 

2.21. Apostol-Bernoulli Polinomları 

 

2.21.1. Tanım 

 

log 2z  +   ve 0   olmak üzere, ( ; )jB x   Apostol-Bernoulli polinomları için 

doğurucu fonksiyonu 

 

0

( , ; ) ( , )
! 1

j xz

j z

j

z ze
G x z B x

j e
 





=

= =
−                                                                                (2.56) 

 

olarak tanımlanır [32]. 

 

Eş. 2.56’da 1 =  olması durumunda Apostol-Bernoulli polinomları ( ) ( ,1)j jB x B x=  

Bernoulli polinomlarına dönüşür [32]. 

 

2.21.2. Tanım 

 

ln 2z  +   koşulu olmak üzere Apostol-Bernoulli sayıları ( ) : (0, )j jB B =  için 

doğurucu fonksiyon 

  

0

( )
! 1

j

j z

j

z z
B

j e






=

=
−                                                                                                        (2.57) 

 

ile ifade edilir [32]. 

 

2.22. Apostol-Euler Polinomları 

 

2.22.1. Tanım 

 

2 logz  +   ve 0   olmak üzere ( ),jE x   ile verilen 1. tip Apostol-Euler Polinomları 

olmak üzere doğurucu fonksiyonu  
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( )
0

2
( , ; ) ,

! 1

j xz

j z

j

z e
U x z E x

j e
 





=

= =
+                                                                              (2.58) 

 

ile verilir. Eş. 2.58’de 1   olmak üzere 
1

2
x =  alınırsa Apostol-Euler sayıları 

1
,

2
( ) 2 j

j jE E   
=  

 
  elde edilir [33-35]. 

 

1 =  alındığında 1 .tip Euler Polinomları ( )( ) ,1j jE x E x=  elde edilir. 
( ) ( )h

jE x , yüksek 

mertebeden Euler polinomu olmak üzere doğurucu fonksiyonu 

 

( )
( )

0

2
( , ; ) ( )

! 1
h

h
j xz

h
j zE

j

z e
U x z h E x

j e



=

 
= =  

+ 
                                                                         (2.59) 

 

 ile tanımlanır [33]. Burada 1h =  alındığında 
(1) ( ) ( )j jE x E x=  ile verilen 1.tip Euler 

Polinomları elde edilir. 

 

2 logz  +   olmak üzere ( ),jE x 
 2.tip Apostol-Euler Polinomları olmak üzere 

doğurucu fonksiyonu  

 

1

0

2
( , ; ) ( , )

!

xz j

jz z

j

e z
U x z E x

je e
 

 



 

− −

=

= =
+                                                        (2.60) 

 

ile tanımlanır [36]. 

 

Eş. 2.60’ da 1 =  alındığında 2. tip Euler polinomları ( ),1 ( )j jE x E x =  elde edilir. Bu 

eşitlikte 0x =  alındığında 2. tip Euler sayıları ( )( ) ,1j jE x E x =  elde edilir [30, 31]. 

Eş. 2.60’ da 0x =  alındığında 1. tip Apostol-Euler polinomları ve 2. tip Apostol-Euler 

polinomları arasındaki ilişki 
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( ) 2

1 2 2

2 2 1
0, 2 ,

21

z
j

j jz z z

e
E E

e e e


  

  



− −

 
= = =  

+ +  
                                                      (2.61) 

 

olarak elde edilir [36]. 

 

2.23. Humbert Polinomları 

 

2.23.1. Tanım 

 

,
( )

j n
x



  gösterimi ile 1921 yılında Humbert tarafından verilen Humbert polinomlarının 

rekürans bağıntısı  

 

( ) ( ) ( )
1, , 1,

1 ( ) ( ) 1 ( ) 0
j n j n j n n

j x nx j x j n n x
  

 
+ − +

+ − + − + − + =                        (2.62) 

 

olarak tanımlanır [37, 38].  Humbert polinomları için doğurucu fonksiyonu 

 

,
0

( )
1

(1 )

j

j n n

j

x t
nxt t







=
− +

=                                                                                         (2.63) 

 

ile ifade edilir [37, 38]. 

 

2.24. Legendre Polinomları 

 

2.24.1. Tanım 

 

0 ( ) 1P x = , 1( )P x x=  başlangıç koşulları olmak üzere ( )nP x , Legendre polinomları için 

rekürans bağıntısı 

 

( ) ( )1 11 ( ) 2 1 ( ) ( )n n nn P x n xP x nP x+ −+ = + − , 1,2,...n =                                                           (2.64) 

 

olarak verilir [39]. 
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( )nP x , Legendre polinomlarının doğurucu fonksiyonu  

 

2
0

1
( )

1 2

n
n

n

P x t
xt t



=

=
− +

                                                                                                (2.65) 

 

olarak tanımlanır [39]. 

 

( )nP x  Legendre polinomlarının açık gösterimi 

 

2 2

0

( 1) (2 2 )!
( )

2 !( )!( 2 )!

n

k n k

n n

k

n k x
P x

k n k n k

 
 
  −

=

− −
=

− −                                                                                             (2.66) 

 

olarak verilir [39]. Legendre polinomlarının ilk birkaçı  

 

0 ( ) 1P x = , 1( )P x x= , ( )2
2

1
( ) 3 1

2
P x x= − , ( )3

3

1
( ) 5 3

2
P x x x= − , ( )4 2

4

1
( ) 35 30 3 ,

8
P x x x= − +  

 

( )5 3
5

1
( ) 63 70 15

8
P x x x x= − +  

 

şeklindedir [39]. 
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3. ÜÇ DEĞİŞKENLİ BAZI POLİNOM AİLELERİNİN ÖZELLİKLERİ 

 

Fibonacci tipli polinom ailelerini kapsayan birçok çalışma yapılmış ve çeşitli özellikleri 

incelenmiştir. Bu konuda yapılan çalışmalar için [40-43] kaynakları incelenebilir. Bu 

bölümde Kızılateş ve diğerleri [44] tarafından tanıtılan üç değişkenli yeni polinom 

ailelerinin tanımına, doğurucu fonksiyonlarına yer verilecektir. Tanımlanan temel yeni 

polinom ailesinin [44]’de elde edilen açık gösterimine, rekürans bağıntılarına, kısmi 

türevlerine yer verilerek ve bu polinom ailesi aracılığıyla elde edilen bazı özel durumlar 

incelenecektir. 

 

3.1. jS  Polinom Ailesinin Tanımı ve Özellikleri 

 

3.1.1. Tanım 

 

Üç değişkenli yeni polinom ailesi olan :jS ( , , ; , , , )jS x y z k m n c=  polinom ailesi , , ,x y z

 , , , 0k m n c − ve 1k m m n c m n cx t y t z t+ + ++ +   olmak üzere 

 

0

1
: ( ; , , ; , , , )

1

j
j k m m n c m n c

j

M M t x y z k m n c S t
x t y t z t



+ + +

=

= = =
− − −                                           (3.1) 

 

tanımlanır [44]. Eş. 3.1’ de sağ tarafta tanımlanan doğurucu fonksiyon M  ile gösterilip, 

Taylor serisi yardımıyla  

 

0 0

( )j k m m n c m n c j
j

j j

M S t x t y t z t

 

+ + +

= =

= = + +   

 

olarak yazılabilir. Daha sonra burada binom açılımı ve Lemma 2.2.1 kullanılırsa ( 1p =  

durumu) 

  

0

j
j

j

M S t



=

=  
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0

( )k m m n c m n c j

j

x t y t z t



+ + +

=

= + +  

 

0 0

( ) ( )

j

k j s m m n c m n c s

j s

j
x t y t z t

s



− + + +

= =

 
= + 

 
  

 

0 0

( ) ( ) ( )

j

k j s m n s m c c s

j s

j
x t t y z t

s



− +

= =

 
= + 

 
  

 

0 0

( ) ( ) ( )k j m n s m c c s

j s

j s
x t t y z t

s

 

+

= =

+ 
= + 

 
  

 

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

s

k j m n s m s u c c u

j s u

j s s
x t t y z t

s u

 

+ −

= = =

+   
=    

   
   

 

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )k j m s s u m s c c u

j s u

j s u s u
x t t y z t

s u u

  

+ +

= = =

+ + +  
=   

+  
  

 

( )

0 0 0

( 1)
( ) ( )

j

j n m c

k j m n c u ms cu cu m n s u

j s u

j m n c u s s u
x t y z t t

s u u

 
 + +  

− + + + +

= = =

− + + − + +  
=   

+  
   

 

( )

( )

( )( )

0 0 0

( 1) ( 1)

j j m n s

n m m n c
j m n s u cu

k ms cu j

j s u

j m n c u m n s s u
x y z t

u s u

− +   
   + + +    

− + + −

= = =

− + + − − + − +  
=   

+  
   

 

eşitliği elde edilir. Daha sonra bu eşitlikte jt  lerin katsayıları eşitlenerek 

 

( )

( )( )

0 0

( 1) ( 1)
( )

j j m n s

n m n m c

k j n m s u cu cu ms
j

s u

j n m s n m c u s u
S x z y

s u u

− +   
   + + +   

− + + −

= =

− + − − + + − +  
=   

+  
   (3.2) 
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açık gösterimi elde edilmiş olur [44]. 

 

Uyarı  

 

( )rP x  Legendre polinomu olmak üzere, Eş. 3.1’de x  yerine 2x , y  yerine 1− , z  yerine 0  

ve , , 1k m n =  alınırsa ve Eş.2.65 ile Lemma 2.2.1 ( 1p =  durumu) kullanılırsa  

 

0

(2 , 1,0;1,1,1, ) j
j

j

S x c t



=

−  

 

2

1

1 2xt t
=

− +
 

 

2 1/2 2 1/2

1 1

(1 2 ) (1 2 )xt t xt t
= 

− + − +
 

 

0 0

( ) ( )j r
j r

j r

P x t P x t

 

= =

  
 =  

  
  

   

 

0

( ) ( )

j

j
j r r

j o r

P x P x t



−

= =

=  

 

elde edilir. Burada jt ’ lerin katsayıları eşitlendiğinde   

 

0

(2 , 1,0;1,1,1, ) ( ) ( )

j

j j r r

r

S x c P x P x−

=

− =  

 

Legendre polinomunu içeren eşitlik elde edilmiştir [44]. 

 

İyi bilinen polinom ailelerinin diğer geniş ailelerin elde edilmesi için ikinci bir doğurucu 

fonksiyon olarak : ( , , ; , , , )j jW W x y z k m n c=  polinom ailesi yardımıyla [44] ile verilen             
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k , m , n ,  0c −  ve 1k m m n c m n cx t y t z t+ + ++ +   koşulu ile aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 

 

( ; , , ; , , , )R t x y z k m n c  

 

( ; , , ; , , , ) nM t x y z k m n c t=  

 

1

n

k m m n c m n c

t

x t y t z t+ + +
=

− − −
 

 

0

j
j

j

W t



=

= .                                                                                                                      (3.3) 

 

Aşağıda Eş. 3.3’ de , ,x y z  ve , , ,k m n c  ifadelerine farklı değerler verilerek bazı bilinen 

polinom aileleri elde edilmiştir. 

 

Örnek 

 

Eş. 3.3’ de 1k m n c= = = =  değerleri verilerek 

 

2 3

0

( , , ;1,1,1,1)
1

j
j

j

t
W x y z t

xt yt zt



=

=
− − −   

 

elde edilmiştir. Burada Eş. 2.52’den dolayı ( , , )jH x y z  üç değişkenli Fibonacci polinomları 

olmak üzere  ( , , ;1,1,1,1) ( , , )j jW x y z H x y z=  dir [44].  

 

Örnek 

 

Eş. 3.3’de 1k m n c= = = =  ve x  yerine 2x , y  yerine x , z  yerine 1  alınırsa 
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2

2 2 3

0

( , ,1;1,1,1,1)
1

j

j

t
W x x

x t xt t



=

=
− − −  jt  

 

elde edilir. Burada Eş. 2.16’dan dolayı ( )jt x  tribonacci polinomları olmak üzere 

2( , ,1;1,1,1,1) ( )j jW x x t x=  elde edilmiş olur. Burada 1x =  değeri verildiğinde tribonacci 

sayılarının doğurucu fonksiyonu elde edilmektedir [44]. 

 

jW  ailesi bazı iyi bilinen polinom ailelerini ve bilinen sayı dizilerini oluşturmaktadır. 

Aşağıdaki çizelgede değişkenlere farklı değerler verilerek bazı polinom aileleri elde 

edilmiştir: 

 

 Çizelge 3.1. jW  ailesinin özel durumları [44] 

 
x  y  z  k  m  n  c  Özel Durumlar 

x  y  z  1 1 1 1 Üç Değişkenli Fibonacci 

Polinomları 
2x  x  1 1 1 1 1 Tribonacci Polinomları 

x  y  0 1 1 1 c  İki Değişkenli Fibonacci 

Polinomları 
x  1 0 1 1 1 c  Fibonacci Polinomları 

2x  1 0 1 1 1 c  Pell Polinomları 

1 2 y  0 k  1 1 c  Jacobsthal Polinomları 

1 1 0 k  1 1 c  Fibonacci Sayıları  

2 1 0 1 1 1 c  Pell Sayıları 

1 2 0 k  1 1 c  Jacobsthal Sayıları 

 

Doğurucu fonksiyonlar aracılığıyla : ( , , ; , , , )j jK K x y z k m n c=  olarak ifade edilen 

polinomların yeni bir ailesi [44]’de  , , , 0k m n c −  ve 1k m m n c m n cx t y t z t+ + ++ +   

koşulu sağlanmak üzere aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 
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0

( ; , ) ( ; , )

1

n
j

j k m m n c m n c

j

t x y t x y t
K t

x t y t z t

 


+ + +

=

−
= 

− − −                                                                             (3.4) 

 

Burada ( ; , )t x y  ve ( ; , )t x y , t , x  ve y  ye bağlı herhangi fonksiyonlardan oluşmaktadır. 

 

Sonuç 

 

2

2 3

0

3 ( ; , , ;1,1,1,1) 2 ( ; , , ;1,1,1,1) ( ; , , ;1,1,1,1)

3 2

1

j
j

j

M t x y z xR t x y z ytR t x y z

xt yt

xt yt zt

K t



=

− −

− −
=

− − −

=

 

 

olup Eş. 2.55’den dolayı ( , , )jK x y z  üç değişkenli Lucas polinomları elde edilmiş olur. Bu 

eşitliğin sol tarafında Eş. 3.1 ve Eş. 3.3 kullanılırsa 

 

13 ( , , ;1,1,1,1) 2 ( , , ;1,1,1,1) ( , , ;1,1,1,1) ( )j j j jS x y z xW x y z yW x y z K x−− − =                          (3.5) 

 

eşitliği yazılabilir. Eş. 3.5’de x  yerine 2x , y  yerine x  ve z  yerine 1  değerleri yazılarak 

 

2 2 2 2
13 ( , ,1;1,1,1,1) 2 ( , ,1;1,1,1,1) ( , ,1;1,1,1,1) ( )j j j jS x x x W x x xW x x k x−− − =                         (3.6) 

 

olup Eş. 3.6’daki ( )jk x  Tribonacci-Lucas polinomları elde edilmiş olur. Eş. (3.6)’da 1x =  

değeri yazılırsa Tribonacci-Lucas sayıları elde edilmiş olur [44]. 

 

Aşağıdaki çizelgede jK  polinom ailesinde farklı değişkenler yazılarak elde edilen 

polinomlara örnekler verilmiştir. 
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 Çizelge 3.2. jK  ailesinin özel durumları [44] 

 

    x  y  z  k  m  n  c  Özel Durumlar 

3  2x yt+  x  y  z  1 1 1 1 Üç Değişkenli 

Lucas Polinomları 

3 2x xt+  2x  x  1 1 1 1 1 Tribonacci-Lucas 

Polinomları 

2 x  x  y  0 1 1 1 c  İki Değişkenli 

Lucas Polinomları 

2 x  x  1 0 1 1 1 c  Lucas Polinomları 

2  x  2x  1 0 1 1 1 c  Pell-Lucas 

Polinomları 

2 1 1 2 y  0 k  1 1 c  Jacobsthal-Lucas 

Polinomları 

2 2 2 1 0 1 1 1 c  Pell-Lucas Sayıları 

2 1 1 1 0 k  1 1 c  Lucas Sayıları 

2 1 1 2 0 k  1 1 c  Jacobsthal-Lucas 

Sayıları 

  

3.2. Kısmi Türevler 

 

Eş. 3.1 ile tanımlanan M  doğurucu fonksiyonun x , y , z  ve t  değişkenlerine göre kısmi 

türevleri aşağıda gösterilmiştir. 

 

x ’e göre kısmi türev aşağıdaki şekilde bulunmaktadır. 

 

1

1 k m m n c m n c

M
x

x x t y t z t+ + +





 
=  
 − − − 

 

 

1

2(1 )

k

k m m n c m n c

kx t

x t y t z t

−

+ + +

−
= −

− − −
 

 

2

1 1

1

k

k m m n c m n c
kx t

x t y t z t

−

+ + +

 
=  

− − − 
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1 2kkx tM−=                                                                                                                               (3.7) 

 

olup, x  değişkenine göre kısmi türevi elde edilmiştir [44]. 

 

y ’ye göre kısmi türev aşağıdaki şekilde bulunmaktadır. 

 

1

1 k m m n c m n c

M
y

y x t y t z t+ + +





 
=  
 − − − 

 

 

1

2(1 )

m m n

k m m n c m n c

my t

x t y t z t

− +

+ + +

−
= −

− − −
 

 

2

1 1

1

m m n

k m m n c m n c
my t

x t y t z t

− +

+ + +

 
=  

− − − 
 

 

1 2m m nmy t M− +=                                                                                                                    (3.8) 

 

olup, y  değişkenine göre kısmi türev elde edilmiştir [44]. 

 

z ’ye göre kısmi türev aşağıdaki şekilde bulunmaktadır. 

 

1

1 k m m n c m n c

M
z

z x t y t z t+ + +





 
=  
 − − − 

 

 

1

2(1 )

c m n c

k m m n c m n c

cz t

x t y t z t

− + +

+ + +

−
= −

− − −
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2

1 1

1

c m n c

k m m n c m n c
cz t

x t y t z t

− + +

+ + +

 
=  

− − − 
 

 

1 2c m n ccy t M− + +=                                                                                                                  (3.9) 

 

olarak elde edilmiştir [44]. 

 

t ’ ye göre kısmi türev aşağıdaki şekilde bulunmaktadır. 

 

1

1 k m m n c m n c

M
t

t x t y t z t+ + +





 
=  
 − − − 

 

 

1 1

2

( ) ( )

(1 )

k m m n c m n c

k m m n c m n c

x m n y t m n c z t

x t y t z t

+ − + + −

+ + +

− − + − + +
= −

− − −
 

 

2

1 1 1
( ( ) ( ) )

1

k m m n c m n c

k m m n c m n c
x m n y t m n c z t

x t y t z t

+ − + + −

+ + +

 
= + + + + +  

− − − 
 

 

1 1 2( ( ) ( ) )k m m n c m n cx m n y t m n c z t M+ − + + −= + + + + +                                                       (3.10) 

 

olup, t  değişkenine göre kısmi türev elde edilmiştir [44]. 

 

3.3. Doğurucu Fonksiyonların Bazı Uygulamaları 

 

Bu bölümde, Eş. 3.3 ve Eş. 3.4 ile tanıtılan fonksiyonlar aracılığıyla 1k m n c= = = =  

değerleri yazılarak bazı polinom aileleri ve özel sayıların elde edildiği durumlar 

gösterilmiştir. 
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1.Durum: 1a   için Eş. 3.2’de 
1

t
a

=  değeri verilerek 

 

0

1

1 1
1

n

j

j k
m cj

m n m n c

W a

a x
y z

a a a



=
+ + +

 
 
 =

− − −
 1

m c

m n c k m n c m c c

a

a x a y a z

+

+ + + + −
=

− − −
                         (3.11) 

 

elde eldilmiştir [44]. Aşağıdaki (i)-(viii) özelliklerini elde etmek için Eş. 3.11’de 

1k m n c= = = =  alınmıştır. 

 

i) Eş. 3.11’ de x  yerine 2x , y  yerine x , z  yerine 1  ve a  yerine 2  alınırsa, Tribonacci 

polinomları için Eş. 2.16’da 
1

2
t =  durumu olan 

 

 
2

0

( ) 4

2 7 4 2

j

j

j

t x

x x



=

=
− −  

 

eşitliği elde edilmiştir [40]. Daha sonra x  yerine 1  değeri verilerek, Tribonacci sayıları için  

 

0

4
2

j

j

j

T


=

=  

 

eşitliği elde edilmiştir [44].  

 

(ii) Eş. 3.11’de x  yerine 2x , y  yerine x , z  yerine 1  ve a  yerine 10  alınırsa, Tribonacci 

polinomları için Eş. 2.16’da  
1

10
t =  durumu olan  

 

2 2

0

( ) 1

10 999 100 10

j

j

j

T x

x x



+

=

=
− −                                                                                          (3.12) 
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eşitliği elde edilmiştir [44]. Daha sonra x  yerine 1  değeri verilerek, Tribonacci sayıları için  

 

2

0

1

88910

j

j

j

T


+

=

=  

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. 

 

iii) Eş. 3.11’de y  yerine 1, z  yerine 0  ve a  yerine 2  alınırsa, Fibonacci polinomları için 

Eş. 2.6’da 
1

2
t =  durumu olan   

 

0

( ) 2

3 22

j

j

j

F x

x



=

=
−                                                                                                              (3.13) 

 

eşitliği elde edilmiştir [44, 45]. Daha sonra Eş. 3.13’ de x  yerine 1  değeri verilerek, 

Fibonacci sayıları için 

 

3

0

2
2

j

j

j

F
F



=

= =  

 

eşitliği elde edilmiştir [44, 45]. 

 

 (iv) Eş. 3.11’de x  değişkeni aynı olmak üzere y  yerine 1 , z  yerine 0  ve a  yerine 3  

alınırsa, Fibonacci polinomları için Eş. 2.6’da 
1

3
t =  durumu olan 

 

1

0

( ) 1

8 33

j

j

j

F x

x



+

=

=
−                                                                                                            (3.14) 

 

eşitliği elde edilmiştir [1, 44]. Daha sonra Eş. 3.14’ de x  yerine 1  değeri verilerek, Fibonacci 

sayıları için 
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1
50

1 1

53

j

j

j

F

F



+

=

= =  

 

eşitliği elde edilmiştir [1, 44]. 

 

(v) Eş. 3.11’de y  yerine 1  z  yerine 0  ve a  yerine 8  alınırsa, Fibonacci polinomları için 

Eş. 2.6 ‘da 
1

8
t =  durumu olan  

 

1

0

( ) 1

63 88

j

j

j

F x

x



+

=

=
−                                                                                                            (3.15) 

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. Daha sonra x  yerine 1  değeri verilerek, Fibonacci sayıları için  

 

1
100

1 1

558

j

j

j

F

F



+

=

= =  

 

eşitliği elde edilmiştir [1, 44]. 

 

(vi) Eş. 3.11’de y  yerine 1 , z  yerine 0  ve a  yerine 10−  alınırsa, Fibonacci polinomları 

için Eş. 2.6’da 
1

10
t = −  durumu olan  

 

1

0

( ) 1

99 10( 10)

j

j

j

F x

x



+

=

=
+−                                                                                                       (3.16) 

 

eşitliği elde edilmiştir [1, 44]. Daha sonra Eş. 3.16’da x  yerine 1  değeri verilerek, Fibonacci 

sayıları için  

 

1

0

1

109( 10)

j

j

j

F


+

=

=
−  
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eşitliği elde edilmiştir [1, 44]. 

 

 (vii) Eş. 3.11’de x  yerine 2x , y  yerine 1 , z  yerine 0  ve a  yerine 3  alınırsa, Pell 

polinomları için Eş. 2.26’da 
1

3
t =  durumu olan 

 

1

0

( ) 1

8 63

j

j

j

P x

x



+

=

=
−                                                                                                            (3.17) 

 

eşitliği elde edilmiştir [40]. Daha sonra Eş. 3.17’de x  yerine 1  değeri verilerek, Pell sayıları 

için  

 

1

0

1

23

j

j

j

P


+

=

=  

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. 

 

 (viii) Eş. 3.11’ de x  yerine 1 , y  yerine 2 y , z  yerine 0  ve a  yerine 3  alınırsa, Jacobsthal 

polinomları için Eş. 2.41’de 
1

3
t =  durumu olan 

 

1

0

( ) 1

6 23

s

s

s

J y

y



+

=

=
−                                                                                                             (3.18) 

 

eşitliği elde edilmiştir [44].  Daha sonra Eş. 3.18’de 1y =  değeri alınarak, Jacobsthal sayıları 

için  

 

1

0

1

43

s

s

s

J


+

=

=  

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. 
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2.Durum: Eş. 3.4’ de 1a   koşulu olmak üzere 
1

t
a

=  değeri verilerek 

 

1

0

1 1
; , ; ,m n c m c

j

j m n c k m n c m c c

j

a x y a x y
K a a

a a x a y a z

 + + +


+ + + + −

=

   
−   

   =
− − −                                                                                   (3.19) 

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. Aşağıdaki (i)-(viii) özelliklerini elde etmek için Eş. 3.19’da 

1k m n c= = = =  alınmıştır. 

 

i) Eş. 3.19’da x  yerine 2x , y  yerine x , z  yerine 1 , a  yerine 2  ve ( ; , ) 3t x y = , 

( ; , ) 2t x y x xt = +  alınırsa , Tribonacci-Lucas polinomları için Eş. 2.19’da 
1

2
t =  durumu 

olan   

 

2

2

0

( ) 24 8 2

2 7 4 2

j

j

j

k x x x

x x



=

− −
=

− −                                                                                                 (3.20) 

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. Daha sonra Eş. 3.20’de x  yerine 1  değeri alınarak Tribonacci-

Lucas sayıları için 

 

1

0

7
2

j

j

j

k


+

=

=   

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. 

 

ii) Eş. 3.19’da y  yerine 1, z  yerine 0 , a  yerine 2  ve ( ; , ) 2t x y = , ( ; , )t x y x =  alınırsa, 

Lucas polinomları için Eş. 2.11’de 
1

2
t =  durumu olan 

 

1

0

( ) 4

3 22

j

j

j

L x x

x



+

=

−
=

−                                                                                                               (3.21) 
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eşitliği elde edilmiştir [44]. Daha sonra Eş. 3.21’de x  yerine 1  değeri verilerek, Lucas 

sayıları için  

 

1

0

3
2

j

j

j

L


+

=

=  

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. 

 

iii) Eş. 3.19’da y  yerine 1, z  yerine 0 , a  yerine 10 , ( ; , ) 2t x y =  ve ( ; , )t x y x =  alınırsa, 

Lucas polinomları için Eş. 2.11’de 
1

10
t =  durumu olan 

 

0

( ) 200 10

99 1010

j

j

j

L x x

x



=

−
=

−                                                                                                        (3.22) 

 

eşitliği elde edilmiştir [1, 44]. Daha sonra Eş. 3.22’de x  yerine 1  değeri verilerek, Lucas 

sayıları için  

 

6 1

1
110

19

8910

j

j

j

L L L

F



+

=

+
= =    

 

eşitliği elde edilmiştir [1, 44]. 

 

iv) Eş. 3.19’de y  yerine 1, z  yerine 0 , a  yerine 3 , ( ; , ) 2t x y =  ve ( ; , )t x y x =  alınırsa, 

Lucas polinomları için Eş. 2.11’de 
1

3
t =  durumu olan  

 

1

0

( ) 6

8 33

j

j

j

L x x

x



+

=

−
=

−                                                                                                                 (3.23) 

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. Daha sonra Eş. 3.23’ de x  yerine 1  değeri verilerek, Lucas 

sayıları için  
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1

0

1
3

j

j

j

L


+

=

=  

   

eşitliği elde edilmiştir [44]. 

 

v) Eş. 3.19’da y  yerine 1, z  yerine 0 , a  yerine 8 , ( ; , ) 2t x y =  ve ( ; , )t x y x =  alınırsa, 

Lucas polinomları için Eş. 2.11’de 
1

8
t =  durumu olan  

 

1

0

( ) 16

63 88

j

j

j

L x x

x



+

=

−
=

−                                                                                                                (3.24) 

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. Daha sonra Eş. 3.24’ de x  yerine 1  değeri verilerek, Lucas 

sayıları için  

 

2

1
50

3

118

j

j

j

L L

L



+

=

= =  

   

eşitliği elde edilmiştir [44]. 

 

vi) Eş. 3.19’da y  yerine 1, z  yerine 0 , a  yerine 10− , ( ; , ) 2t x y = , ve ( ; , )t x y x =  

alınırsa, Lucas polinomları için Eş. 2.11’de 
1

10
t = −  durumu olan  

 

0

( ) 20

99 10( 10)

j

j

j

L x x

x



=

− −
=

+−                                                                                                           (3.25) 

 

eşitliği elde edilmiştir [1, 44]. Daha sonra Eş. 3.25’ de x  yerine 1  değeri verilerek, Lucas 

sayıları için 

 

1

0

21

109( 10)

j

j

j

L


+

=

−
=

−  
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eşitliği elde edilmiştir [1, 44]. 

 

vii)  Eş. 3.19’da x  yerine 2x , y  yerine 1 , z  yerine 0 , a  yerine 5 , ( ; , ) 2t x y =  ve 

( ; , )t x y x =  alınırsa, Pell-Lucas polinomları için Eş. 2.33’ de  
1

5
t =  durumu olan  

 

1

0

( ) 5

12 55

j

j

j

Q x x

x



+

=

−
=

−                                                                                                       (3.26) 

 

eşitliği elde edilmiştir [44]. Daha sonra Eş. 3.26’da x  yerine 1  değeri verilerek, Pell-Lucas 

sayıları için  

 

1

0

4

75

j

j

j

Q


+

=

=  

   

eşitliği elde edilmiştir [44]. 

 

viii) Eş. 3.19’da x  ve y  yerine 2 , z  yerine 1− , a  yerine 4 , ( ; , )t x y t =  ve ( ; , )t x y t =  

alınırsa, Fibonacci sayıları için 

 

2

0

12

254

j

j

j

F


=

=                                                                                                                            (3.27) 

 

eşitliği elde edilir [1, 44]. 
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4. ( )h

j
S  POLİNOM AİLESİ 

 
Bu bölümde [44]’de çalışılan ve üçüncü bölümde verilen jS  polinom ailesinin daha genel 

hali olan 
( ) ( ): ( , , ; , , , , )h h
j jS S x y z k m n c d=  polinom ailesi üzerinde çalışılmıştır. Bu bölümde 

verilen özellikler Özat ve Çekim [46] tarafından sunulmuştur. 

 

4.1. 
( )h
jS  Polinom Ailesinin Tanımı ve Özellikleri 

 

4.1.1. Tanım 

 

( )h
jS  polinom ailesi başlangıç koşulları , , ,x y z   , , , , , 0k m n c h d −  ve 

k m m n c m n cx t y t z t d+ + ++ +   olmak üzere 

 

( )
( ) ( ) ( )

0

1
: ( ; , , ; , , , )h h h j

j h
k m m n c m n c

j

M M t x y z k m n c S t

d x t y t z t



+ + +
=

= = =

− − −
                      (4.1) 

 

olarak tanımlansın. Burada 1h d= =  değerleri yazılarak Eş. 3.1 ile verilen 
(1)
j jS S=  polinom 

ailesi elde edilir. 

 

Sonuç 

 

Eş. 4.1’ de 1 2h h h= +   ( )1 2, 0h h  −  olsun. Bu durumda 

 

1 2( )

0

h h j
j

j

S t



+

=

  

 

( ) 1 2

1
h h

k m m n c m n cd x t y t z t
+

+ + +
=

− − −
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( ) ( )1 2

1 1
h h

k m m n c m n c k m m n c m n cd x t y t z t d x t y t z t+ + + + + +
= 

− − − − − −

 

  

21 ( )( )

0 0

hh j l
j l

j l

S t S t

 

= =

  
 =  

  
  

   

 

21 ( )( )

0 0

hh j l
j l

j l

S S t

 

+

= =

=  

 

eşitliği elde edilir. Daha sonra burada Lemma 2.2.1 ( 1p =  durumu) kullanıldığında 

 

1 2( )

0

h h j
j

j

S t



+

=

  

 

1 2( ) ( )

0 0

j

h h j l l
j l l

j l

S S t



− +
−

= =

=  

 

1 2( ) ( )

0 0

j

h h j
j l l

j l

S S t



−

= =

=  

 

olarak elde edilir. Daha sonra jt lerin katsayıları eşitlenirse 

 

1 21 2 ( ) ( )( )

0

j

h hh h
j j l l

l

S S S
+

−

=

=                                                                                                      (4.2) 

 

eşitliği elde edilir. Eş. 4.2’ de 1 2 1h h= =  değerleri yazılırsa 

 

(2)

0

( , , ; , , , , )

j

j j l l

l

S x y z k m n c d S S−

=

=  
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elde edilir. Aşağıda Eş. 4.1’ de tanımlanan doğurucu fonksiyon 
( )hM ’ın seri açılımı 

incelenmiştir. Burada Lemma 2.2.4’ün ve binom açılımının kullanılmasıyla 

 

( ) ( )

0

h h j
j

j

M S t



=

=  

 

( )
1

h
k m m n c m n cd x t y t z t+ + +

=

− − −

 

 

1

h
k m m n c m n c

hx t y t z t
d

d

−
+ + +

− + +
= − 
 

 

 

0

1

1

j
k m m n c m n c

h

j

h j x t y t z t
d

h d

 + + +
−

=

 + −  + +
=   

−  
  

 

( ) ( )

0

1

1

j
k m m n c m n c j h

j

h j
x t y t z t d

h



+ + + − +

=

+ − 
= + + 

− 
  

 

( )

0 0

1
( ) ( )

1

j

h j k j s m m n c m n c s

j s

h j j
d x t y t z t

h s



− + − + + +

= =

+ −   
= +   

−   
   

 

( )

0 0

1
( ) ( ) ( )

1

h j k j s m n s m c c s

j s

h j j
d x t t y z t

h s

 

− + − +

= =

+ −   
= +   

−   
   

 

olup, sırasıyla j j s→ +  yazılırsa ( Lemma 2.2.1 in 1p =  durumu), ( )m c c sy z t+  nin binom 

açılımı yazılıp, s s u→ +  yazılırsa  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )

0 0

1

1

j s s
h h j s k m n m c c

j s

h j s j s
M d x t t y z t

h s

 

− + + +

= =

+ + − +   
= +   

−   
  
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( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0 0

1

1

j s u s u
h j s u k m n m c c

j s u

h j s u j s u s u
d x t t y z t

h s u u

  
+

− + + + +

= = =

+ + + − + + +     
=      

− +     
   

 

elde edilir. Burada sırasıyla j  yerine ( )j m n c u− + + , daha sonra j  yerine ( )j m n s− +  

yazılırsa 

 

( )

0

( )

0 0 0

( 1) ( 1) 1

1

h j
j

j

j j m n s

n m n m c

j s u

S t

h j m n s m n c u

h



=

− +   
   + + +    

= = =

+ − + − − + + − − 
=  

− 



 

 

 

( ( 1) ( 1) ) ( )( )( 1) ( 1)
( )h j m n s m n c u k j n m s u cu ms cu jj n m s n m c u s u

d x y z t
s u u

− + − + − − + + − − + + −− + − − + + − +  
  

+  
 

 

elde edilir. Burada jt lerin katsayıları eşitlenerek  

 

( )

( )

0 0

( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1)

1

h
j

j j m n s

n m n m c

s u

S

h j m n s m n c u j n m s n m c u

h s u

− +   
   + + +   

= =

+ − + − − + + − − − + − − + + −  
=   

− +  
 

 

 

( ( 1) ( 1) ) ( )( )( )h j m n s m n c u k j n m s u cu ms cus u
d x y z

u

− + − + − − + + − − + + −+ 
 
 

 

 

eşitliği elde edilir. Burada 1h d= =  alınmasıyla Eş. 3.2’de verilen jS  polinomunun açık 

gösterimi elde edilir [44]. 
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Özel Durumlar 

 

1) Eş. 4.1’de x  yerine ax , y  yerine 1− , d , k , m  yerine 1 , n  yerine 1a−  ve z  yerine 0  

değerleri yazılırsa 

 

( )

0

( , 1,0;1, 1,1)h j
j

j

S ax a t



=

− −  

( )
1

1
h

aaxt t

=

− +

 

 

,
0

( )
h

j

j a
j

x t



=

=  

 

ailesi elde edilir. Daha sonra jt  lerin katsayıları eşitlenerek 

 

( )

,
( , 1,0;1, 1,1) ( )

h
h

j
j a

S ax a x− − =  

 

ile Tanım 2.23 de verilen Humbert polinomları elde edilir. 

 

2) Eş. 4.1’de x  yerine 2x , y  yerine 1− , z  yerine 0 , 1h d k m n c= = = = = =  değerleri 

yazılırsa 

 

0

(2 , 1,0;1,1,1, ,1) j
j

j

S x c t



=

−  

 

2

1

1 2xt t
=

− +
 

 

2 1/2 2 1/2

1 1

(1 2 ) (1 2 )xt t xt t
= 

− + − +
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0 0

( ) ( )j r
j r

j r

P x t P x t

 

= =

  
 =  

  
  

   

 

0 0

( ) ( ) j r
j r

j r

P x P x t

 

+

= =

=  

 

elde edilir. Lemma 2.2.1’ den ( 1p =  durumu) dolayı 

 

0 0 0

(2 , 1,0;1,1,1, ,1) ( ) ( )

j

j j
j j r r

j j r

S x c t P x P x t

 

−

= = =

− =   

 

eşitliği elde edilir. Daha sonra jt  lerin katsayıları eşitlenirse 

 

0

(2 , 1,0;1,1,1, ,1) ( ) ( )

j

j j r r

r

S x c P x P x−

=

− =  

 

elde edilir. Burada ( )rP x  polinomları Eş. 2.65 deki Legendre polinomudur.  

 

4.1.2. Tanım 

 

 , , , , , 0k m n c d h −  ve k m m n c m n cx t y t z t d+ + ++ +   şartları altında 

( ) ( , , ; , , , , )h
jW x y z k m n c d  polinom ailesi 

 

( )

( )

( )

( ; , , ; , , , , )

( ; , , ; , , , , )

h

h n

n

h
k m m n c m n c

R t x y z k m n c d

M t x y z k m n c d t

t

d x t y t z t+ + +

=

=

− − −
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( )

0

h j
j

j

W t



=

=                                                                                                                      (4.3) 

          

doğurucu fonksiyonu yardımıyla tanımlansın.  

 

Eş. 4.3’ de tanımlanan polinom ailesinde 1h k m n c d= = = = = =  değerleri yazılarak 

 

(1)

2 3

0

( , , ;1,1,1,1,1)
1

j
j

j

t
W x y z t

xt yt zt



=

=
− − −  

 

eşitliği elde edilir. Bu ise Eş. 2.52’den dolayı 
(1) ( , , ;1,1,1,1,1) ( , , )j jW x y z H x y z=  olduğunu 

yani üç değişkenli Fibonacci polinomlarının doğurucu fonksiyonunun elde edildiğini 

gösterir. 

 

Yukarıdaki eşitlikte x  yerine 2x , y  yerine x , z  yerine 1   değerleri alınırsa 

 

(1) 2

2 2 3

0

( , ,1;1,1,1,1,1)
1

j
j

j

t
W x x t

x t xt t



=

=
− − −  

 

elde edilir. Burada Eş. 2.16’den dolayı ise 
(1) 2( , ,1;1,1,1,1,1) ( )j jW x x t x=  eşitliği sağlanır. 

Böylece Tribonacci polinomları için doğurucu fonksiyonu elde edilmiş olur. 

 

4.2. Kısmi Türevler 

 

Bu bölümde 
( )hM  doğurucu fonksiyonunun , ,x y z  ve t  değişkenlerine göre kısmi türevleri 

bulunmuştur. 

 

( )hM  doğurucu fonksiyonunun x ’e göre kısmi türevinin alınmasıyla  

 

( )hM
x




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( )
1

h
k m m n c m n cx d x t y t z t+ + +


=
 − − −

 

 

( )

( )

1
1

2

( )
( )

h
k m m n c m n c k

h
k m m n c m n c

d x t y t z t k x t
h

d x t y t z t

−
+ + + −

+ + +

− − − −
= −

− − −

 

 

( )
1

1

1k

h
k m m n c m n c

hkx t

d x t y t z t

−

+
+ + +

=

− − −

 

 

( ) ( )
1 1 1k

hk m m n c m n c k m m n c m n c
hkx t

d x t y t z t d x t y t z t

−

+ + + + + +
= 

− − − − − −

 

 

1 (1) ( )k hhkx tM M−=  

 

elde edilir. O halde  

 

( ) 1 (1) ( )h k hM hkx tM M
x

−
=


 

 

x  değişkenine göre kısmi türevi elde edilir. 

 

( )hM  doğurucu fonksiyonunun y ’ye göre kısmi türevinin alınmasıyla  

 

( )

( )

1

h

h
k m m n c m n c

M
y

y d x t y t z t+ + +






=
 − − −

 

 

( )

( )

1
1

2

( )
( )

h
k m m n c m n c m m n

h
k m m n c m n c

d x t y t z t m y t
h

d x t y t z t

−
+ + + − +

+ + +

− − − −
= −

− − −
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( )
1

1

m n
m

h
k m m n c m n c

t
hmy

d x t y t z t

+
−

+
+ + +

=

− − −

 

 

( ) ( )
1 1 1m m n

hk m m n c m n c k m m n c m n c
hmy t

d x t y t z t d x t y t z t

− +

+ + + + + +
= 

− − − − − −

 

 

1 ( 1)m m n hhmy t M− + +=  

 

elde edilir. O halde  

 

( ) 1 (1) ( )h m n m hM hmy t M M
y

− +
=


 

 

y değişkenine göre kısmi türevi elde edilmiş olur. 

 

( )hM  doğurucu fonksiyonun z ’ye göre kısmi türevinin alınmasıyla 

 

( )hM
z




 

 

( )
1

h
k m m n c m n cz d x t y t z t+ + +


=
 − − −

 

 

( )

( )

1

1 )

2
( )(

h
k m m n c m n c

c m n c

h
k m m n c m n c

d x t y t z t
h cz t

d x t y t z t

−
+ + +

− + +

+ + +

− − −
= − −

− − −

 

 

( )
1

2 1

1c m n c

h h
k m m n c m n c

hcz t

d x t y t z t

− + +

− +
+ + +

=

− − −

 

 

( ) ( )
1 1 1c m n c

hk m m n c m n c k m m n c m n c
hcz t

d x t y t z t d x t y t z t

− + +

+ + + + + +
= 

− − − − − −
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1 (1) ( )c m n c hhcz t M M− + +=  

 

elde edilir. O halde z değişkenine göre kısmi türev 

 

( ) 1 (1) ( )h c m n c hM hcz t M M
z

− + +
=


 

 

olarak bulunur. 

 

( )hM  doğurucu fonksiyonun t ’ye göre kısmi türevinin alınmasıyla  

 

( )hM
t




 

 

( )
1

h
k m m n c m n ct d x t y t z t+ + +


=
 − − −

 

 

( )

( )
( )

1

1 1

2
( ) ( ) ( )

h
k m m n c m n c

k m m n c m n c

h
k m m n c m n c

d x t y t z t
h x m n y t m n c z t

d x t y t z t

−
+ + +

+ − + + −

+ + +

− − −
= − − − + − + +

− − −

 

 

( ) ( )

1 1( ) ( )

1 1

k m m n c m n c

hk m m n c m n c k m m n c m n c

h x m n y t m n c z t

d x t y t z t d x t y t z t

+ − + + −

+ + + + + +

 = + + + + +
 

 
− − − − − −

 

 

1 1 (1) ( )( ) ( )k m m n c m n c hh x m n y t m n c z t M M+ − + + − = + + + + +
 

 

 

olarak elde edilir.  
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4.3. Rekürans Bağıntıları 

 

4.3.1. Teorem 

 

1j   için  

 

1

( ) 1 ( )
1

0

j

h k h
j j l l

l

S hkx S S
x

−

−
− −

=


=

   

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat 

 

( )

0

h j
j

j

S t
x



=



  

 

( )
1

h
k m m n c m n cx d x t y t z t+ + +


=
 − − −

 

 

( ) ( )
1 1k

h k m m n c m n ck m m n c m n c

t
hkx

d x t y t z td x t y t z t

−

+ + ++ + +
= 

− − −− − −

 

 

1 ( ) 1

0 0

k h j l
j l

j l

hkx S t S t

 

− +

= =

  
 =  

  
  

   

 

1 ( ) 1

0 0

k h j l
j l

j l

hkx S S t

 

− + +

= =

=   

 

1

1 ( )
1

1 0

j

k h j
j l l

j l

hkx S S t

−

−
− −

= =

=   
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dır. Burada 1j   için 
( )h
jS  polinomu x  terimini içermediğinden ( )

0 0hS
x


=


olup 1j   

durumu için jt lerin katsayıları eşitlenirse 

 

1

( ) 1 ( )
1

0

j

h k h
j j l l

l

S hkx S S
x

−

−
− −

=


=

   

 

elde edilir.  

 

4.3.2. Teorem 

 

j m n +  için 

 

( ) 1 ( )

0

j m n

h m h
j j m n l l

l

S hmy S S
y

− −

−
− − −

=


=

   

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat 

 

( )

0

h j
j

j

S t
y



=



  

 

( )
1

h
k m m n c m n cy d x t y t z t+ + +


=
 − − −

 

 

( ) ( )
1 1m n

m

h k m m n c m n ck m m n c m n c

t
hmy

d x t y t z td x t y t z t

+
−

+ + ++ + +
= 

− − −− − −

 

 

1 ( )

0 0

m h j m n l
j l

j l

hmy S t S t

 

− + +

= =

  
 =  

  
  

   
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1 ( )

0 0

m h j m n l
j l

j l

hmy S S t

 

− + + +

= =

=   

 

1 ( )
1

0

j m n

m h j
j l l

j m n l

hmy S S t

− −

−
− −

= + =

=    

 

dır. Burada j m n +  için 
( )h
jS  polinomu y  terimini içermediğinden 

( ) 0h
jS

y


=


 olup, 

j m n +  durumu için jt lerin katsayıları eşitlenirse 

 

( ) 1 ( )

0

j m n

h m h
j j m n l l

l

S hmy S S
y

− −

−
− − −

=


=

   

 

bağıntısı elde edilir. 

 

4.3.3. Teorem 

 

j m n c + +  için 

 

( ) 1 ( )

0

j m n c

h c h
j j m n c l l

l

S hcz S S
z

− − −

−
− − − −

=


=

   

 

bağıntısı elde edilir. 

 

İspat 

 

( )

0

h j
j

j

S t
z



=



  

 

( )
1

h
k m m n c m n cz d x t y t z t+ + +


=
 − − −
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( ) ( )
1 1m n c

c

h k m m n c m n ck m m n c m n c

t
hcz

d x t y t z td x t y t z t

+ +
−

+ + ++ + +
= 

− − −− − −

 

 

1 ( )

0 0

c h j m n c l
j l

j l

hcz S t S t

 

− + + +

= =

  
 =  

  
  

   

 

1 ( )

0 0

c h j m n c l
j l

j l

hcz S S t

 

− + + + +

= =

=   

 

( )1

0

h

j m n c l

j m n c

c j
l

j m n c l

hcz S S t
− − − −

− − −

−

= + + =

=    

 

dır. Burada j m n c + +  durumu için 
( )h
jS  polinomu z  terimini içermediğinden ( ) 0h

jS
z


=


 

olup, j m n c + +  durumu için jt lerin katsayıları eşitlenirse 

 

( ) 1 ( )

0

j m n c

h c h
j j m n c l l

l

S hcz S S
z

− − −

−
− − − −

=


=

   

 

elde edilir. 

 

4.4. Multilineer ve Multilateral Doğurucu Fonksiyon 

 

Bu bölümde 
( )h
jS  polinomları için multilineer ve multilateral doğurucu fonksiyonlar 

bulunmuştur. 

 

4.4.1. Teorem 

 

1 2, ,..., su u u   ( )0s −  s -tane kompleks değişken ve   kompleks indis olmak üzere 

1( ,..., )su u  sıfıra eşit olmayan 
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, 1 1

0

( ,..., ; ) : ( ,..., ) l
v s l vl s

l

u u a u u  



+

=

 =    ( 0,la  , )v                                               (4.4) 

 

doğurucu fonksiyonuna sahip olsun ve , , , 1( , , ; ,..., ; )j p v sx y z u u   fonksiyonu  

 

 /

( )
, , , 1 1

0

( , , ; ,..., ; ) : ( ,..., )

j p

h l
j p v s l j pl vl s

l

x y z u u a S u u   − +

=

=                                                         (4.5) 

 

şeklinde gösterilsin. Burada j ,  0p −  dır. Bu durumda 

 

, , , 1

0

, , ; ,..., ;j p v s p

j

x y z u u
t








=

 
 
 

 nt = , 1

1
( ,..., ; )

( )
v sk m m n c m n c h

u u
d x t y t z t

 
+ + +


− − −

     (4.6) 

 

özelliği sağlanır. 

 

İspat 

 

Eş. 4.5 ile tanımlanan , , , 1, , ; ,..., ;j p v s p
x y z u u

t





 
 
 

 fonksiyonunu Eş. 4.6’nın sol yanında 

yerine yazalım ve S ile gösterelim. 

 

 /

( )
1

0 0

( ,..., )

j p

h l j pl
l j pl vl s

j l

S a S u u t 



−
− +

= =

=                                                                            (4.7) 

 

Eş. 4.7’de j  yerine j pl+  alınıp Eş. 4.4’ün kullanılmasıyla   

 

( )
1

0 0

( ,..., )h l j
l j vl s

j l

S a S u u t 

 

+

= =

=   

 



64 

 

( )
1

0 0

( ,..., )h j l
j l vk s

j l

S t a u u 

 

+

= =

  
 =  

  
  

   

 

, 1

1
( ,..., ; )

( )
v sk m m n c m n c h

u u
d x t y t z t

 
+ + +

= 
− − −

 

 

elde edilir. 

 

Burada 
( )h
jS  polinomları için la ’nin farklı seçimlerinde 1( ,..., )vl su u+  fonksiyonu seçilen 

fonksiyonların çarpımı olarak yazıldığında multilineer ve multilateral doğurucu 

fonksiyonlar bulunabilir. 

 

Özel olarak 1( ,..., )vl su u+   ( ), 0l s  −  fonksiyonun bazı özel seçimlerinde 

uygulamaları aşağıda verilmiştir. 

 

Örnek 

 

1s =  için ( ) ( )vl vlu F u + + =  seçilsin. Burada ( )nF x  Fibonacci polinomu olup 

 

2

0

( )
1

n
n

n

t
F x t

xt t



=

=
− −  

 

doğurucu fonksiyonuna sahiptir. Bu durumda 0la  , ,v   için Fibonacci 

polinomlarının 

 

,

0

( , ) ( ) l
v l vl

l

u a F u  



+

=

 =                                                                                                        (4.8) 

 

doğurucu fonksiyonu olsun. 
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, , , ( , , ; ; )j p v x y z u 

 /

( )

0

: ( )

j p

h l
l j pl vl

l

a S F u − +

=

=                                                                          (4.9) 

 

ile gösterilsin. , , , ( , , ; , )j p v x y z u   fonksiyonu  

 

, , ,

0

, , ; ; j
j p v p

j

x y z u t
t








=

 
 
 

 ,

1
( ; )

( )
vk m m n c m n c h

u
d x t y t z t

 
+ + +

= 
− − −

                               (4.10) 

 

özelliğine sahiptir. 

 

İspat 

 

Eş. 4.9 ile tanımlanan , , , , , ; ,j p v p
x y z u

t





 
 
 

 fonksiyonu Eş. 4.10’un sol tarafında yazılırsa 

 

 /

( )

0 0

( )

j p

h l j pl
l j pl vl

j l

S a S F u t 



−
− +

= =

=  

 

elde edilir. Burada j  yerine j pl+  yazılırsa ve Eş. 4.8’in kullanılması ile 

 

( )

0 0

( )h l j
l j vl

j l

S a S F u t 

 

+

= =

=  

 

   ( )

0 0

( )h j l
j l vk

j l

S t a F u 

 

+

= =

  
 =  

  
  

   

 

   ,

1
( ; )

( )
vk m m n c m n c h

u
d x t y t z t

 
+ + +

= 
− − −

 

 

eşitliği sağlanır. 
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Örnek 

 

Teorem 4.4.1’de 1la = , 0 = , 1v =  seçilmesi ve Fibonacci polinomlarının doğurucu 

fonksiyonunun kullanılması ile Fibonacci polinomları ve 
( )h
jS  polinom ailesi için 

 

 /

( )

0 0

( )

j p

h l j pl
j pl l

j l

S F u t



−
−

= =

  

 

2

1

( ) 1k m m n c m n c hd x t y t z t u



 + + +
= 

− − − − −
 

 

bilateral doğurucu fonksiyon elde edilmiş olur.  

 

Örnek 

 

3s =  değeri için 1 2 3( , , )vl u u u+ =
( )

1 2, 3( , ; , , , , )h
vlS u u u k m n c d+  seçilsin. Burada 

( )
1 2, 3( , ; , , , , )h

vlS u u u k m n c d+  üç değişkenli polinom ailesi olup  

 

( )

0

1

(1 )

h j
j k m m n c m n c h

j

S t
x t y t z t



+ + +

=

=
− − −  

 

doğurucu fonksiyonuna sahiptir. 0la  , ,v   için 
( )h
jS  polinomlarının doğurucu 

fonksiyonu  

 

( )
, 1 2 3 1 2, 3

0

( , , , ) ( , ; , , , , )h l
l vl

l

u u u a S u u u k m n c d   



+

=

 =  

 

doğurucu fonksiyonu olsun. 
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, , , 1 2 3( , , ; , , ; )j p v x y z u u u 

 /

( ) ( )

0

j p

h h l
l j pl vl

l

a S S − +

=

=  

 

olup, , , , 1 2 3( , , ; , , ; )j p v x y z u u u   fonksiyonu 

 

, , , 1 2 3

0

, , ; , , ; j
j p v p

j

x y z u u u t
t








=

 
 
 

  

 

, 1 2 3

1
( , , ; )

( )
vk m m n c m n c h

u u u
d x t y t z t

 
+ + +

= 
− − −

 

 

özelliğini sağlar. 1la = , 0 = , 1 =  seçilmesi ile  

 

 /

( ) ( )

0 0

j p

h h l j pl
j pl l

j l

S S t



−
−

= =

  

 

1 2 3

1 1

( ) ( )k m m n c m n c h k m m n c m m c hd x t y t z t d u u u  + + + + + +
= 

− − − − − −
 

 

üç değişkenli polinom ailesi için bilineer doğurucu fonksiyon elde edilir. 

 

4.4.2. Teorem 

 

yüncü −  basamaktan, s kompleks değişkenli  ( )0s − , sıfıra eşit olmayan 

1( ,..., )s   fonksiyonu için,  1 2h h h= +   ( )1 2, 0h h  −  olmak üzere 

 

 
1 2

, ,

/

( ),
1 1

0

( , , ; ,..., ; ) : ( ,..., )
h

j p

h hj p l
s l vl sj pl

l

x y z a S
       +

+−

=

 =   

 

olsun. Burada 0la  , j ,  0p −  dır. Bu durumda 
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 
1 2

/

( ) ( )
1

0 0

( ,..., )

l pj

h h r
r r sj l l pr

l r

a S S     +− −

= =

  

 

,
, , 1( , , ; ,..., ; )j p

h sx y z    =   

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat 

 

 
1 2

/

( ) ( )
1

0 0

( ,..., )

l pj

h h r
r r sj l l pr

l r

a S S     +− −

= =

   ifadesinde  

0 0 0 0

( , ) ( , )

l j

p pj j pr

l r r l

A l r A l pr r

   
   

−   

= = = =

= +   

 

eşitliği [9] ve 1 21 2 ( ) ( )( )

0

j

h hh h
j j l l

l

S S S
+

−

=

=  özelliği kullanılırsa 

 

 
1 2

/

( ) ( )
1

0 0

( ,..., )
j l pr

j p j pr

h h r
r r sl

r l

a S S     
− −

−

+

= =

  

 

 
1 2

/

( ) ( )
1

0 0

( ,..., )
j l pr

j p j pr

h h r
r r sl

r l

a S S     
− −

−

+

= =

 
 = 
 
 

   

 

 

1 2

/

( )
1

0

( ,..., )

j p

h h r
r j pr r s

r

a S     +
− +

=

=   

 

eşitliği yazılır. Buradan  

 

 

1 2

/

( ) ,
1 , , 1

0

( ,..., ) ( , , ; ,..., ; )

j p

h h r j p
r j pr r s h s

r

a S x y z        +
− +

=

 =   

 

eşitliği elde edilir. 
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5. j
T  POLİNOM AİLESİ 

 

Bu bölümde :jT ( , , ; , , , )jT x y z k m n c=  polinom ailesi doğurucu fonksiyon yardımıyla 

tanımlanmıştır. [47, 48] kaynaklarında verilen çalışmaya benzer olarak doğurucu fonksiyon  

yardımıyla bu polinom ailesinin çeşitli polinom aileleri ve sayılarıyla olan ilişkilerine 

değinilmiştir. 

 

5.1. jT  Polinom Ailesinin Tanımı 

 

5.1.1. Tanım  

 

( , , ; , , , )jT x y z k m n c  polinomları , ,x y z  ve , , ,k m n c  için 

 

( ; , , ; , , , )F x y z k m n c  

 

0
! 1

j

j

k m c

j

T

j x y z




=

 
=  

− − − 
  

 

( ) ( )

1

1

k m c

k m m n c m n c

x y z

x e y e z e  + + +

− − −
=

− − −
                                                                                               (5.1) 

 

doğurucu fonksiyonuyla tanımlansın. 

 

jT  polinom ailesi için rekürans bağıntısı aşağıdaki teoremle verilmiştir. 

 

5.1.2. Teorem 

 

0 1T =  olmak üzere, 0j   için rekürans bağıntısı 

 

0

(1 )

j

k k m c j s
j s

s

j
T x x y z T

s

−

=

 
= − − −  

 
  
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0

( ) (1 )

j

m j s k m c j s
s

s

j
y m n x y z T

s

− −

=

 
+ + − − −  

 
  

 

0

( ) (1 )

j

c j s k m c j s
s

s

j
z m n c x y z T

s

− −

=

 
+ + + − − −  

 
  

 

olarak elde edilir. 

 

İspat 

 

Eş. 5.1 ve xe  fonksiyonunun Taylor serisi yardımıyla  

 

1 k m cx y z− − −  

 

( ) ( )

0

(1 )
! 1

j

jk m m n c m n c

k m c

j

T
x e y e z e

j x y z

   


+ + +

=

 
= − − −  

− − − 
  

 

0
! 1

j

j

k m c

j

T

j x y z




=

 
=  

− − − 
  

 

0
! 1

j

jk

k m c

j

T
x e

j x y z

 


=

 
−  

− − − 
  

 

( )

0
! 1

j

jm m n

k m c

j

T
y e

j x y z

 


+

=

 
−  

− − − 
  

 

( )

0
! 1

j

jc m n c

k m c

j

T
z e

j x y z

 


+ +

=

 
−  

− − − 
  
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0
! 1

j

j

k m c

j

T

j x y z




=

 
=  

− − − 
  

 

   

0 0
! ! 1

js
jk

k m c

s j

T
x

s j x y z

 
 

= =

    
 −      − − −   

   

 

   
( )

0 0

( )

! ! 1

js

jm

k m c

s j

Tm n
y

s j x y z

 
 

= =

  +  
  −  

  − − −   
   

 

   
( )

0 0

( )

! ! 1

js

jc

k m c

s j

Tm n c
z

s j x y z

 
 

= =

  + +  
  −  

  − − −   
   

 

eşitliği elde edilir. Burada Lemma 2.2.1 kullanılırsa yukarıdaki eşitlik 

 

1 k m cx y z− − −  

 

0
! 1

j

j

k m c

j

T

j x y z




=

 
=  

− − − 
  

 

   

0 0
! ( )! 1

j sj s
j sk

k m c

j s

T
x

s j s x y z

 
−

−

= =

 
−  

− − − − 
  

 

   

0 0

( ( ))

! ( )! 1

j sj s
j sm

k m c

j s

Tm n
y

s j s x y z

 
−

−

= =

 +
−  

− − − − 
  

 

   

0 0

( ( ))

! ( )! 1

j sj s
j sc

k m c

j s

Tm n c
z

s j s x y z

 
−

−

= =

 + +
−  

− − − − 
  

 

şeklinde yazılır. Bu durumda yukarıdaki ifade düzenlenirse 
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0
! 1

j

j

k m c

j

T

j x y z




=

 
 
− − − 

  

 

0 0

1

!( )! 1

j sj

j sk j

k m c

j s

T
x

s j s x y z


−
−

= =

 
=  

− − − − 
  

 

  

0 0

( ) 1

! ( )! 1

j sj s
j sm j

k m c

j s

Tm n
y

s j s x y z


−
−

= =

 +
+  

− − − − 
  

 

  

0 0

( ) 1

! ( )! 1

j sj s
j sc j

k m c

j s

Tm n c
z

s j s x y z


−
−

= =

 + +
+  

− − − − 
  

 

  1 k m cx y z+ − − −  

 

eşitliği elde edilir. j  lerin katsayıları eşitlenirse 

 

1

! (1 )

j

k m c j

T

j x y z− − −
 

 

0

1

! (1 )

j

j sk

k m c j s

s

Tj
x

s j x y z

−

−

=

 
=  

− − − 
  

 

  

0

1
( )

! (1 )

j

j sm s

k m c j s

s

Tj
y m n

s j x y z

−

−

=

 
+ + 

− − − 
  

 

  

0

1
( )

! (1 )

j

j sc s

k m c j s

s

Tj
z m n c

s j x y z

−

−

=

 
+ + + 

− − − 
  

 

elde edilir. Burada jT  ifadesi yalnız bırakılırsa  
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0

(1 )

j

k k m c s
j j s

s

j
T x x y z T

s
−

=

 
= − − −  

 
  

 

       

0

( ) (1 )

j

m s k m c s
j s

s

j
y m n x y z T

s
−

=

 
+ + − − −  

 
  

 

       

0

( ) (1 )

j

c s k m c s
j s

s

j
z m n c x y z T

s
−

=

 
+ + + − − −  

 
  

 

elde edilir. Burada s  yerine j s− alınırsa  

 

0

(1 )

j

k k m c j s
j s

s

j
T x x y z T

s

−

=

 
= − − −  

 
  

 

       

0

( ) (1 )

j

m j s k m c j s
s

s

j
y m n x y z T

s

− −

=

 
+ + − − −  

 
  

 

       

0

( ) (1 )

j

c j s k m c j s
s

s

j
z m n c x y z T

s

− −

=

 
+ + + − − −  

 
  

 

istenen sonuç elde edilir.  

 

Şimdi Teorem 5.1.2 yardımıyla 1,2j =  için jT  polinom ailesinin 1T  ve 2T  polinomları 

bulunacaktır. 

 

1j =  için 

 

1

1
1

0

1
(1 )k k m c s

s

s

T x x y z T
s

−

=

 
= − − −  

 
  
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1

1 1

0

1
( ) (1 )m s k m c s

s

s

y m n x y z T
s

− −

=

 
+ + − − −  

 
  

 

1

1 1

0

1
( ) (1 )c s k m c s

s

s

z m n c x y z T
s

− −

=

 
+ + + − − −  

 
  

 

olarak yazılır. Buradan 0 1T =  olmak üzere  

 

1 ( ) ( )k m cT x m n y m n c z= + + + + +  

 

elde edilir. 

 

2j =  için 

 

2

2
2

0

2
(1 )k k m c s

s

s

T x x y z T
s

−

=

 
= − − −  

 
  

 

       

2

2 1

0

2
( ) (1 )m s k m c s

s

s

y m n x y z T
s

− −

=

 
+ + − − −  

 
  

 

       

2

2 1

0

2
( ) (1 )c s k m c s

s

s

z m n c x y z T
s

− −

=

 
+ + + − − −  

 
  

 

olup, 0 1T =  olduğu dikkate alınırsa 

 

2 2 2
2 (1 ) ( ) ( )k m c k m cT x y z x m n y m n c z = − − − + + + + +

 
 

 

       12(1 ) ( ) ( )k m c k m cx y z T x m n y m n c z + − − − + + + + +
 

 

 

       2( )k m cx y z T+ + +  
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elde edilir. Burada 2T  yalnız bırakılırsa   

 

2
2 2

2 (1 ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )k m c k m c k m cT x y z x m n y m n c z x m n y m n c z   = − − − + + + + + + + + + + +
   

 

 

polinomu elde edilir. 

 

5.2. jT  Polinom Ailesinin Özel Durumları 

 

Bu bölümde jT  polinom ailesinin bazı özel durumları incelenmiştir. [47, 48]’deki 

çalışmalara benzer olarak, Eş. 5.1 ile verilen doğurucu fonksiyon kullanılarak bazı özel 

sayılar ve polinomlar ile jT  ailesinin özel durumu arasındaki ilişkilere değinilmiştir. 

 

5.2.1. Teorem 

 

1j   için jT  ailesi ile ( )jB   Apostol-Bernoulli sayıları arasında  

 

1

(1 )
( , ,0; ,1,0, ) ( )

k j
k

j j

x y
T x y k c B x y

j
−

− −
= − +                                                                    (5.2) 

 

ilişkisi vardır. 

  

İspat 

  

Eş. 2.56’dan 

 

(0, ; )
( ) 1 1

k

k k
G x y

x y e x e ye  

 


−
+ = =

+ − − −
 

 

eşitliği yazılabilir. Eş. 5.1’de 0z = , 0n = , 1m =  alınırsa ve yukarıdaki eşitlikten 

yararlanılırsa  
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1 1 1
( , , ,0; ,1,0, ) (0, ; )

1 ( ) 1

k k k
k

k k

x y x y x y
F x y k c G x y

x e ye x y e
  

 


− − − − − −
= = = − +

 − − − + −
 

 

 

eşitliği elde edilir. Burada tekrar Eş. 5.1 ve Eş. 2.56 dan dolayı  

 

 

 

 

eşitliği bulunur. Buradan 

 

0 0

( , ,0; ,1,0, )
( )

! !1 (1 )

j j
j k

jk k j

j j

T x y k c
B x y

j jx y x y

  
 

= =

= − +
− − − −   

 

olup, 

 

1

1 0

1
( , ,0; ,1,0, ) ( )

( 1)! !1

j j
k

j jk

j j

T x y k c B x y
j jx y

 
 

−

= =

 
= − + 

− − − 
   

 

olarak yazılır. 
!

j

j


 katsayıları eşitlenirse 

 

1

(1 )
( , ,0; ,1,0, ) ( )

k j
k

j j

x y
T x y k c B x y

j
−

− −
= − +  

 

eşitliği elde edilir.  

 

Eş. 5.2’de  1,2,3,4,5j =  değerleri verilerek Apostol-Bernoulli sayıları yardımıyla  

 

1j =  için 

 

0 1( , ,0; ,1,0, ) (1 ) ( ) 1,k kT x y k c x y B x y= − − − + =  

 

0 0

( , ,0; ,1,0, ) 1 1
( )

! !(1 ) 1

j k k j
j k

jk j k

j j

T x y k c x y x y
B x y

j jx y x e ye 

 



 

= =

− − − −
= = − +

− − − − 
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2j =  için 

 

2

1 2

(1 )
( , ,0; ,1,0, ) ( )

2

k
k kx y

T x y k c B x y x y
− −

= − + = + , 

 

3j =  için 

 

3
2 2

2 3

(1 )
( , ,0; ,1,0, ) ( ) 2

3

k
k k k kx y

T x y k c B x y x x y x y y
− −

= − + = + + + + , 

  

4j =  için 

 

3( , ,0; ,1,0, )T x y k c
4

3 2
4

(1 )
( ) ( ) 4( )

4

k
k k k kx y

B x y x y x y x y
− −

= − + = + + + + + , 

 

5j =  için 

 

5
4 3 2

4 5

(1 )
( , ,0; ,1,0, ) ( ) ( ) 11( ) 11( )

5

k
k k k k kx y

T x y k c B x y x y x y x y x y
− −

= − + = + + + + + + +  

 

elde edilir. 

 

5.2.2. Teorem 

 

1j   için jT  polinom ailesi ve ( ; )jB x   Apostol-Bernoulli polinomları arasında 

 

1 1

1

0

1
( , ) ( ,0,0; , , , )

(1 )

j j s
k

j sk s

s

j x
B x x j T x k m n c

s x

− − −

+

=

− 
= −  

− 
                                                         (5.3) 

 

eşitliği sağlanır. 
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İspat 

 

Eş. 5.1 ve Eş. 2.56’dan dolayı 0m  olmak üzere 

 

1 ( 1)
( ; ,0,0; , , , ) ( 1) ( , ; )

1 1

k k x
x x k k

k k

x x e
e F x k m n c e x G x x

x e x e


 

 


   

− −
= = = −

− −
                     (5.4) 

 

eşitliği yazılır. Eş. 5.4’de e  fonksiyonunun Taylor serisi kulllanılırsa ve Eş.5.1’den 

( ; ,0,0; , , , )F x k m n c  ifadesinin yerine  

0

( ,0,0; , , , )

!(1 )

j
j

k j

j

T x k m n c

jx




=
−  serisel gösterimi 

yazılırsa 

 

0 0 0

( ,0,0; , , , )( )
( , )

! ! !(1 )

j s j
ks

jk d

j s j

T x k m n cx
B x x

j s jx

  


  

= = =

 
  = −
  −
 
    

 

elde edilir. Burada Lemma 2.2.1 kullanılırsa 

 

1

1

0 0 0

( ,0,0; , , , )
( , )

! !(1 )

j j s j j
ks

jk s

j s j

j T x k m n c x
B x x

s j jx

 
 − +

+

= = =

 
 = − 

− 
   

 

eşitliği yazılır. Buradan  

 

1

1

1

1 0 0

1( ,0,0; , , , )
( , )

!(1 )

j j
j s j ks

jk s

j s j

jT x k m n c
x j B x x

s jx




− 

− −

+

= = =

− 
= − 

−  
   

  

şeklinde yazılır. Burada 
!

j

j


 ifadesinin katsayıları eşitlenirse 

  

1

1

1

0

1 ( ,0,0; , , , )
( , )

(1 )

j

k j s s
j k s

d

j T x k m n c
B x x j x

s x

−

− −

+

=

− 
= −  

− 
  
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eşitliği elde edilir. 

 

5.2.3. Teorem 

 

jT  polinom ailesi ile ( )jE x  Euler polinomu arasında 

 

0

( 1,0,0;1, , , )
( )

2

j

j s s
j s

s

j T m n c
E x x

s

−

=

  −
=  

 
  

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat  

 

Eş. 2.59’da 1h =  için Euler polinomunun doğurucu fonksiyonu  

 

0

2
( )

! 1

j x

j

j

e
E x

j e








=

=
+  

 

olarak yazılabilir.  

 

1 ( 1) 2
( ; 1,0,0;1, , , ) (0, ;1)

1 ( 1) 0 1
F m n c U

e e 
 

− −
− = = =

− − − +
 

 

olup, 

 

2
( ; 1,0,0;1, , , )

1

x
xe

e F m n c
e





= −

+
 

 

eşitliği elde edilir. Burada ( ; 1,0,0;1, , , )xe F m n c  −  ifadesinin seri açılımı yapılırsa 

 

( ; 1,0,0;1, , , )xe F m n c  −  
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=

0 0

( 1,0,0;1, , , )( )

! !2

j s
s

s

j s

T m n cx

j s

 
 

= =

  −
  

  
  

   

 

0 0

( 1,0,0;1, , , )

!( )!2

j j s
js

s

j s

T m n c x

s j s


 −

= =

−
=

−  

 

0

( )
!

j

j

j

E x
j




=

=  

 

olarak elde edilir. 
!

j

j


 ifadesinin katsayıları eşitlenirse 

 

0

( 1,0,0;1, , , )
( )

2

j

j s s
j s

s

j T m n c
E x x

s

−

=

  −
=  

 
  

 

sonucu elde edilir. 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında öncelikle Fibonacci tipli polinom aileleri ve bazı özel sayı dizileri 

incelenmiştir. Fibonacci polinomlarını kapsayan çok sayıda çalışmalar yapılmıştır. Bu 

aileleri kapsayan iki değişkenli yeni polinom ailesi doğurucu fonksiyonlar aracılığıyla 

tanımlanmış ve çeşitli özellikleri [45, 47, 48] kaynaklarında verilmiştir. Bu aileleri 

kapsayan üç değişkenli yeni polinom ailesi doğurucu fonksiyon aracılığıyla tanımlanmıştır 

ve çeşitli özellikleri [44]’de verilen kaynakta çalışılmıştır. Bu polinom ailelerinden ve 

doğurucu fonksiyondan yola çıkarak bu aileleri kapsayan üç değişkenli polinom aileleri için 

daha genel doğurucu fonksiyon üzerinde çalışılmıştır. Bu polinom ailelerini içeren kısmi 

türevlere, bağıntı ve sonuçlara yer verilmiştir. 

 

Birinci bölüm giriş bölümü olmak üzere ikinci bölümde bazı tanımlar ve bazı özel polinom 

aileleri ile bazı özel sayı dizilerine yer verilmiştir. Üçüncü bölümde [44] ile verilen 

çalışmada tanıtılan jS  ailesinden bahsedildikten sonra bu ailenin doğurucu fonksiyon 

yardımıyla yeni polinom ailesi elde edilmiştir ve çeşitli özellikleri üzerinde durulmuştur. 

Beşinci bölümde jT  polinom ailesi doğurucu fonksiyon yardımıyla tanımlanıp özellikleri 

elde edildikten sonra özel durumlarında çeşitli ailelerle ilişkilerine değinilmiştir. 

 

Fibonacci tipli polinom aileleri için üç, dört ve beşinci bölümde bahsedildiği gibi doğurucu 

fonksiyonlar yardımıyla bazı polinom aileleri ile bazı sayı dizilerini içeren başka polinom 

aileleri tanımlanıp özellikleri üzerinde durulabilir. 
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Kitap okumak, puzzle yapmak, maket yapmak, müzik dinlemek.   
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