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OZET

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak topolojik genellestirilmis grup vasitasiyla bir demet yapisi
inga edilmis ve bu demetin bazicebirsel topolojik karakterizasyonlari verilmistir. Ardindan
tanimlananfuzzy topolojik genellestirilmis grup yardimiyla olusturulan fuzzy gruplar ile bir
fuzzy demet elde edilmistir. Tezin diger kisminda ise (Lp (’]I‘),Np), ve 1<p<oe
(H*(T),N,),0 < a < 1standart fuzzy normluuzaylar1 tamitilmis ve Fourier serilerinin
bazi t —yaklasim Ozellikleri standart fuzzy normda incelenmistir. Son olarak Fourier
serilerinin kismi toplami, n. Fejér (Cesaro), de la Vallée Poussin ve genellestirilmis de la
Vallée Poussin ortalamalasi ile trigonometrik t-yaklagim ozellikleri L P(T),1 < p < oo ve
(H*(T),N,),0 < a < 1 standart fuzzy normlu uzaylarinda incelenip yaklagim hizi ile ilgili
tahminler verilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgelerve kisaltmalar aciklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.
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H(X)pr,

(W, H)

=

Aciklama

Homotopi bagntisi

X e gore homotop

Demet

Taban noktasi p, € P olan topolojik grup

Taban noktasi p; € P olan topolojik genellestirilmis grup
H(X) in V iizerindeki tiim kesitlerinin kiimesi

Taban noktas1 P}, olan fuzzy topolojik uzay

Taban noktas1 PI" € IZ olan fuzzy topolojik grup

Taban noktasi Py, € I Z olan fuzzy topolojik genellestirilmis grup

Fuzzy Demet

Fuzzy demetin I¥iizerindeki sapi

H(X) in W f{izerindeki tiim kesitlerinin kiimesi

Birim ¢ember veya [0,27]
dceRc>0A<cB,A=cB

R tizerinde 2mr—periyotlu siirekli fonksiyonlarin kiimesi
T {izerinde p. dereceden integrallenebilen fonksiyonlar
Holder uzay:

Fuzzy norm

Fuzzy normlu lineer uzay

Fuzzy norma karsilik gelen y —norm



1. GIRIS

Demet teorisi, cebirsel topolojinin 6nemli teoremlerinden De Rham teoreminin modern
kanitinin bulunmasi ile baglar. Bu kanit1 bulan kisi André Weil (1952) kanitinda Leray
tarafindan benimsenen yerel yontemleri kullanmustir. Leray(1946),Weil ile yaptig
goriismeler sirasinda bir noktadan noktaya degisen bir katsay1 sistemi kavramini (demeti)
tanimladigi bir sunum yapmuistir. SonrasindaWeil, Cartan’a De Rham teoreminin ispatini 18
Ocak 1947 tarihli Sao Paolo'dan (Weil, 1985) iinlii bir mektupta agiklamis ve bu kesifin
cebirsel topoloji alanindaki aragtirmalarin1 canlandiracagint umdugunu belirtmistir.
Gergekten bu mektup (Weil,1985) Cartan’t modern demet teorisi formiilasyonuna
yonlendiren 15181 saglamistir. Boylelikle demetin tanimi Cartan (Remmert ve Serre,
1979:565) tarafindan gelistirilmis ve bu tanim demetin teorisinin geometrik kullanimlarinin
neredeyse tamami igin yeterli olmus veanalitik geometri, diferansiyel geometri ve
diferansiyel denklem g¢alismalarminhepsinde oldukga fazla kullanilmistir (Miller, 2000).M.
Auslander demet teorisinin 6nemini “Demet teorisi yatay olarak topoloji yaptiginiz ve dikey
olarak cebir yaptiginiz konudur.” diyerek belirtmis ve {iglincli boyuttaki mantigi kimin
bulacagini merak etmeye devam ettigini soylemistir. Demet teorisi esasen geometrinin lokal
ozelliklerden global 6zelliklere gegisi ile ilgilidir. Ger¢ekten demet kavrami Oncesinde
kompleks analizde bir noktada yakinsak kuvvet serilerini ¢alismak ile serinin tiim analitik
yapilanmasiin Riemann yiizeyini arastirmak ayri seyler olarak bilinirdi. Cartan, bunu
acikliga kavusturana ve ispatlayincaya, bir de bunu biiyiik bir ara¢ olan demetteki katsayili
bir kohomoloji ile destekleyinceye kadar bu gecis c¢ok belirgin olmamistir. Boylece
Cartan’in ¢aligmasi ile yerelden kiiresellesmeye gegisi saglamistir. Demet teorisi modern
matematik bilincinin gelismesinde temel bir rol oynamistir. Eski makalerden anlasilmaktadir
ki Chern ve Zariski'nin raporlari ve Hirzebruch ve Godement’inkitaplart ile bir
donemkapanmigtir. Sonrasinda 1950’lerin ilk yarisinda matematik¢iler ne hakkinda

konustuklarini ifade edebilmeyi 6grenmislerdir (Gray, 2006).

Sosyolojik agidan ifade edersek, demet teorisi matematige yirmi yil ¢ok iyi hizmet edecek
olan ve soyut matematik kavramlarmidogru formiile eden bir paradigma olmustur. Ikinci
Diinya Savasi Oncesinde cebirsel topoloji ve ¢ok degiskenli kompleks analiz ile ilgili
yayilanan makalelerdedaha ¢ok somut kavramlarla ilgilenildigi bilinmektedir. Ornegin,

1950'de Cartan'in kompleks analizde demetler iizerine olan ilk makalesi bile sadece



ideallerin somut demetleri ile ilgilidir (Remmert ve Serre, 1979:565).Savasin ardindan,
1950'lerin ikinci yarisinda net bir diyalekt yeni fikirlerin kategorik olarak yeniden
bi¢imlendirilmesi i¢in gerekli hale gelmistir ve kisa bir siire sonra herkesin kullandig1 kolay
anlasilir bir dil konusulmaya baslamistir. Onceki yarim yiizyil boyunca gerceklesenden ¢ok
daha kiiciik olan bu dilsel degisim ve demet kategorilerinin varligi kuskusuz ki gereksiz
elemanlar1 iceren tartismalart kolaylastirmistir. Diger yandan 1959'dan Once yapilan
incelemelerde demet teorisi, matematik tarafindan indekslenecek bir konu olarak
taninmamustir. O zamandan 1961 yilina kadar cebirsel topoloji altinda indekslenmistir. Konu
dizini 1974'e kadar ortadan kaybolmustur. Yeni indekste ise demetler en az alt1 yerde agik¢a
ve digerlerinin bir kismindada ortiik olarak goriilmistiir (Grag, 2006). Bibliyografinin
sinirlart belli olmadigindan demet teorisi ile vektér demeti teorisinin arasindaki siniri
belirlemekte zordur. Ornegin arastirmalarda goriilmiistiir ki bircok makale lokal olmayan
demetlerin birlesiminden bahsederken onun kaynagi olan vektor demetlerinden bahsetmez.
Sonlu boyutlu vektér demetlerinin kategorisinin abelizasyonunun somut demetlerin
kategorisi oldugunu diisiiniiliirse bu ayrim sadece terminolojik olacaktir. Bu tezde 6zel

olarak sadece demet teorisini ele alan makaleler ve ¢alismalar kullanilmisgtir.

1870 yilinda Fransiz matematik¢i Camille Jordan, Riemann’in bir ¢aligmasi {izerine yaptigi
grup teorisi ile ilgili bir aragtirmasinda homotopi kavramini tanitmis ve bir yiizeyin homotopi
grubunu tanimlamigtir. BoOylece sonraki yillardaki gelismeler sonucunda, cebirsel
topolojinin bir multidisipliner bilim dali oldugu agik olarak goriilmiistiir. Homotopi teorisi
ise cebirsel topolojiyi olusturan temel iki alandan biri olmus (digeri homoloji teorisi),
cebirsel topolojinin multidisipliner olmasinda belki de en 6nemli rolii {stlenmistir.
Literatiirde, homotopi ve demet teorisi birlikte ele alinarak pek ¢ok yeni kavram ortaya
cikartilmis ve bircok dnemli probleme ¢oziimler bulunmustur. Homotopi teorisi ve ¢ok
degiskenli kompleks fonksiyonlar teorisi, demet teorisi bakis agisindan ele alinarak,
kavramlar ve teoremler ile problemler bu anlayisa gére yeniden ifade edilmis, adeta teori
yeniden yazilmigtir (Grag, 2006). Yildiz (1991) homotopi ve demet teorisini birlikte g6z
Oniine alarak topolojik grup vasitasiyla cebirsel yapida bir demet olusturmus ve neticede bazi
cebirsel topolojik karakterizasyonlarimi vermistir. Ardindan Giimiis ve Yildiz (2007) bu

demetin fuzzyfikasyonunu yaymlamiglardir.

Diger bir 6nemli kavram olan genellestirilmis grup ise cebirsel yap1 olarak geometrik bir

problemden ¢ikarilmis ve Molaei (1999) tarafindan tanimlanmustir. Genellestirilmis gruplar,



gruplarin ilging bir genellemesidir. Bir grupta yalnizca bir birim eleman bulunurken,
genellestirilmis bir grubun her bir 6gesi kendi birim elemanina sahiptir. Boylece her grup
bir genellestirilmis grup olur. Bu yeni kavram matematigin ¢esitli alanlarinda cebirsel,
topolojik ve tiirevlenebilirlik agisindan incelenmistir (Molaei, 1999-2005; Ahmadi, 2013;
Adérian ve digerleri, 2009). Genellestirilmis grup cebirsel yapi olarak, fiziksel bir
birlestirilmis gauge teorisinde uygulama alanina sahiptir ve direkt olarak izotopi ile iliskisi
vardir. Matematikgiler ve fizikgiler sicim teorisi, izotop teorisi ve benzeri teoriler i¢in uygun
birlesik alan teorisi olusturmaya c¢alismislardir (Santilli, 1996, 2003; Hawking ve Ellis,
1987). Birlesik alan teorisi, uzayin geometrisi ile dogrudan bir iliskiye sahiptir. Bu teori
parcaciklarin ve bunlarin kuantum etkilesimlerinin ve hareketlerinin uzay zamaninin
geometrisini agiklamaktadir (Hawking ve Ellis, 1987). Bilinir ki kuantum uzay-zaman
kavrami, fiziksel giiclerin birlesik alan teorisinin amacidir ve metrik, uzayin geometrisini
belirleyebilir. Genellestirilmis gruptaharitalarin olusturdugu gruplarfikri de birlesik
geometrik alan teorisi olusturmak i¢in bir aragtir. Diger taraftan Elektroweak teorileri esasen
Minkovskiyen aksiyomlart ve yercekimi kuramlart iizerine yapilandirilmis bunlar ise
Riemann aksiyomlari tizerine kurulmustur. Dolayisiyla genellestirilmis gruplar elektroweak
teorisinin araglar1 olarakta bilinirler. Ayrica Molaei topolojik genellestirilmis grup tanimini
verdikten sonra bu kavram DNA dizileri topolojik genellestirilmis grup kavramina

dontstiiriilip DNA analizine de uygulanmistir (Ahmadi, 2013).

Tezin ikinci boliimiinde, ¢alismamizin kolay anlasilmasi i¢in demet teorisi Ve

genellestirilmis grup ile ilgili tanimlar ve bazi teoremler verilmistir.

Ugiincii béliimde, homotopi ve demet teorisini birlikte gdz oniine alaraktek birimli olan
topolojik grup yapisi yerine her elemanin kendi birimine sahip oldugu Molaei (2000)
tarafindan tanimlanan topolojik genellestirilmis grup vasitasiyla yeni bir demet yapisi inga

edilmis ve bazi1 cebirsel topolojik karakterizasyonlar1 verilmistir.

Dérdiincii bolimde fuzzy topolojik genellestirilmis grup tanimlanip, fuzzy homotopi

yardimiyla fuzzy gruplar olusturularak bir fuzzy demet elde edilmistir.

Besinci bolimde ise, yaklasim teorisinin fuzzy normlu uzaylarda ve klasik yaklasim
uzaylarindaki temel kavramlar: verilerek 6nemli teoremler standart fuzzy normlu uzaylarda

incelenmistir. Son olarak kismi toplam, n. Fejer (Cesaro), de la Vallée Poussin ortalamasi



ve genellestirilmis de la Vallée Poussin gibi toplanabilme metotlar1 ile yaklasimin
derecesinin standart fuzzy normlu LP(T), 1< p < cove H*(T), 0< a < 1 uzaylarindaki

tahmini verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

R,C ve Z sirayla gergek sayilar kiimesini, kompleks sayilar kiimesini ve tam sayilar

kiimesini gostersin.

Bu béliimde demet teorisi Ve genellestirilmis grup ile ilgili temel tanim ve kavramlariele

alacagiz.

2.1.Tanim

X ve S iki topolojik uzay ve m:S — X bir lokal homeomorfizm olsun. Bu durumda

S = (S, m) ikilisine X tizerinde bir demet denir.

Burada her x € X i¢in S demet uzayi, m projeksiyon doniisimii ve X taban uzay1 diye
adlandirilir. Her x € X icin m~1(x) = S, kiimesinex iizerinde S = (S, ) veya sadece S nin
sap1 denir (Grauert ve Fritsche,1976:99).

1
o
2

1/

Sekil 2.1. Demet ve Kesitler

7 nin lokal homeomorfizm olmasi S nin herbir p noktasini i¢eren bir W agik kiimesinin |y,

bir homeomorfizm olacak sekilde mevcut olmasidir.



2.2. Tanim

S = (S, m) ikilisi X tizerinde bir demet, x, X uzayinda keyfi bir nokta ve W, x in agik bir
komsulugu olsun. w o s = 1y, olacak bigimdeki s: W — S siirekli doniistimiine W nin bir
kesiti denir. Bundan sonra S nin W iizerindeki kesitlerin tamamini I'(W, S) ile gosterecegiz
(Tennison, 1975:18).

2.3. Tanim

(81, 1) ve (S,, y), X lizerinde iki demet olsun.

() Eger my, om =m; ise m: §; = S, donlisimii saplar1 koruyor denir. Dolayisiyla
T((S1)x) © (S2)y dir.

(i)  Saplari koruyan m: S; = S,siirekli doniisiimiine demet morfizmi denir.

(iii)  Saplari koruyan m: S; = S, homeomorfizmine demet izomorfizmi denir (Grauert ve
Fritsche,1976:100).

2.1. Teorem

(§1,m1) ve (S,, my), X lizerinde iki demet ve : S; = S, Saplari koruyan doniisiim olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler esdegerdir:

(i) 7 bir demet morfizmidir.

(i)  HerbirV c X agik kiimesi ve s € I'(V, S;) kesitiiginw o s € I'(V, S,) vardur.

(iii)  Herbiro € S; i¢cin W c Xkiimesi ve s € I'(V, S;) kesiti vardir 6yleki o € s(W) ve
mos € I'(V,S,) dir (Grauert ve Fritsche,1976:100).

2.4. Tanim

Her W c X agik kiimesi i¢in bir My, kiimesi ve herbir V c W, (V, W) agik kiime ¢ifti i¢in
rw: My, - M, doniisiimii asagida verilen kosullar1 saglasin:

D = I,

iDUcVcWiserfon =1y

Bu durumda, {X, My, r[',’v } sistemine On-demet, r",’v doniistimiine kisitlayict  doniistimler

denir (Grauert ve Fritsche,1976:102).



Dogal olarak herbir S demetine bir on-demet karsilik gelir. Eger V ve W, X in agik alt
kiimeleri ise bu durumda I'(W,S) kiimesi ve s € My, icin Y (s) = s|, dir. Acikca
{X,r(W,S),r} kiimesi bir 5n-demettir. Bu demete S nin kanonik n-demeti denir (Grauert
ve Fritsche,1976:103).

2.2. Teorem

Herbir 6n-demete bir demet karsilik gelir (Grauert ve Fritsche,1976:103).

2.3. Teorem

Herbir {M,,, ¥} én-demeti X iizerinde Teorem 2.2 deki anlamda S demetini tanimlar. Her
s € Myigin rs € I'(W,S) kesiti karsilik gelir. Eger x € X ve o € S, ise, bu durumda
W(x) c X acik komsulugu ve bir s € My vardir oyleki o = rs(x) dir (Grauert ve
Fritsche,1976:103).

2.4. Teorem

S, X iizerinde bir demet ve {I'(W,S), '} kanonik 6n-demeti olsun. Bu durumdakanonik

on-demetin tanimladig1 demet S ye dogal izomorftur (Grauert ve Fritsche,1976:103).

2.5. Teorem

Her demet morfizmi a¢ik doniisiimdiir (Grauert ve Fritsche,1976:103).

2.6. Teorem

(81, 11), (S2,132), ..., (Sk, k), X lizerinde demetler olsun. Bu durumda W c X agik kiimesi

i¢in
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carpimini olusturalim. s = (s, Sy, ..., i) € My, ve V. W icin IV (S)=(s1|v» S2 |y - » Sk|v)
olsun. Bu durumda {My, I} bir 6n demettir. Bu on-demetin tanimladigi demete
S$1,S; ..., S, demetlerinin Whitney Toplami denir ve S* = S; @ S, @ ... @ Sy ile gosterilir
(Grauert ve Fritsche,1976:104).

2.7. Teorem

i=1,..., kicin(S;, m;), X tizerinde demetlerve S* =S5; @ S, P ... ® S, Whitney toplami
olsun. Bu durumda her x € X i¢in (W, (51,52, -, Si))x = (51(%), 52(%), ..., Sk (x)) seklinde
tanimli bir m:Sy = (57 )yx X (S2 ) X...X (Sg ), birebir ve iizerine doniisiimii vardir
(Grauert ve Fritsche,1976:104).

2.8. Teorem

i =1,..,kicin (S;,m;), X iizerinde demetler olsun. Bu durumda

PiS DS, D ..®S, —S;, P(oy,0,...,0,) = 0;

dogal projeksiyonu demet morfizmidir (Grauert ve Fritsche,1976:104).

2.9. Teorem

X tizerinde bir (S, ) ¢iftine asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir gruplarin demetidir denir.

i) Her bir S, sap1 bir gruptur,

ii) Her bir W c X, agik kiimesi lizerinde herhangi ikis,, s, € T'(W, S)kesitleri i¢in +: S @
S — Siglemi siireklidir ve x — s;(x) — s,(x), x € W doniisimi bir kesittir (Grauert ve
Fritsche,1976:104).

2.5. Tanim

G bos olmayan bir kiime olsun. G {izerinde

GXG-G,(ab)—ab



carpim islemi tanimlansin. Eger ¢arpim islemi asagidaki ozellikleri sagliyorsa G ye bir
genellestirilmis grup denir (Molaei, 1999).

i)Her a,b,c € G i¢in (ab)c = a(bc) esitligi gergeklenir.

ii)Her bira € G igin ae(a) = e(a)a = a olacak sekilde tek bir e(a) € G vardir.

iii)Her bir a € G i¢ginaa™! = a™! a = e(a) olacak bi¢imde a™! € G vardur.

Tanim 2.5 den kolaylikla goriiliiyor ki her grup bir genellestirilmis gruptur. Fakat tersi
genelde dogru degildir.

2.10. Teorem

G bir genellestirilmis grup olmak iizere her a, b € G i¢in ab = ba oluyorsa G bir abelyan
gruptur (Molaei, 1999).

2.6. Tanim

H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olmak iizere her a, b € H i¢in ab~! € H oluyorsa H ye

G nin genellestirilmis alt grubu denir (Mehrabi ve digerleri, 2000).

2.11. Teorem

G bir genellestirilmis grup ve her a € G igin

G, =e He(@)}={x€G:e(x) =e(a) =e,}

olsun. Bu durumda G, G nin genellestirilmis alt grubudur. Ustelik G, bir gruptur (Molaei,
2005).

2.1. Lemma
G bir genellestirilmis grup olsun. Bu durumda

i)Her bir a € G igin bir tek a™! € G vardir;

ii)Her bir a € G igin e(a) = e(a™1)ve e(e(a)) = e(a) olur;
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iii)Her bir a € G i¢in (a™1)™! = a olur;

iv) {G, = e"*{e(a)}: a € G}, Gnin bir grup parcalanisidir (Adéniran ve digerleri, 2009).
2.1. Ornek

S ={1,2} kimesi 2.2 = 2,21 = 1.2 = 2,1.1 = 1 iglemi ile bir yarigruptur. Bu isleme
gore 2 tek bir birime sahip olmadigindan S bir genellestirilmis grup degildir (Molaei,
2005:14).

2.2. Ornek

R reel sayilar kiimesi olmak tizere G = R X (R \ {0}) X R kiimesi tizerinde tanimlanan
(a1, b1, ¢1).(az, by, c2) = (b1ay, b1by, bycy)

carpim iglemi ile birlikte bir genellestirilmis gruptur (Molaei, 1999).

2.3. Ornek

6={a=[" V].a,b €Rve b#0}olsun. Her 4 € G matrisi igin
a b

0 0 0 O
e(A)=[g blveA‘lzlg 1]

b b2

sirastyla A matrisinin birimi ve tersi olmak {izere G kiimesi bir genellestirilmis gruptur

(Adéniran ve digerleri, 2009).
2.4. Ornek

G, m islemi ile bir genellestirilmis grup olsun. Bu durumda G X G,

(m(a, c), m(b, d)) =m, ((a, b), (c, d))
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islemi ile bir genellestirilmis gruptur. Grubun birim elemani her (a,b) € G X G igin
e1((a, b)) = (e(a),e(b)) ve ters elemami (a,b)"'=(a"1b™') ile tammlanir

(Farhangoost ve Nasirzade, 2013).

2.5. Ornek

G

{A = [Ccl Z ,a,b,c,d € ]R} kiimesi

© Al Wl

islemi ile bir genellestirilmis gruptur. Sirasiyla A matrisinin birimi ve tersi kendisidir
(Molaei, 1999).

2.7. Tanim

G bir yarigrup olsun. Eger

i) Her bir a € G i¢in ae(a) = e(a)a = a olacak bigimde tek bir e(a) € G var;
ii) Her bir a € G i¢in aa™! = a~'a = e(a) olacak bigimde a™! € Gvar;

iii) G bir Hausdorff topolojik uzay;

iv) G iizerinde tanimlanan m,: G X G - G ,(a,b) > abvem,:G - G,a > a™ !

dontistimleri siirekli

kosullarini saglaniyor ise G ye topolojik genellestirilmis grup denir (Molaei, 2004).

2.6. Ornek

Bos olmayan her G Hausdorff topolojik uzay1
GXG-G

(a,b) »a

islemi ile bir topolojik genellestirilmis gruptur (Molaei, 2005:14).



12

2.7. Ornek

G =Rx(R\ {0} kiimesi Oklid metriginin indirgedigi topoloji ve
(a,b).(c,d) = (bc, bd) ikili islemi ile bir topolojik genellestirilmis gruptur (Farhangoost
ve Nasirzade, 2013).

2.8. Ornek

Genetikte DNA dizilim kodlar1 D = {4, G,C, T} veya D = {1,2,3,4} kiimesi ile ifade edilsin.
DNA dizilerinin kiimesini ise X = {a = (a;):a; € D,i € Z} olarak tanimlayahm ve

n_; <0 <n, olmak lizere & = {n;};cztamsayilarin kesin artan dizisi olsun. X kiimesi

uzerinde

c _ a[ni+1,ni+1]: l(;lft
[ni+1,n444] b[ni+1.ni+1] Ji tek

olmak tizere ¢-etkisi olarak adlandirilan
x: XXX — X (a,b) —c,

islemini tanimlayalim. Bu durumda (Z,*) bir topolojik genellestirilmis gruptur (Ahmadi,
2013).



13

3. TOPOLOJIiK GENELLESTIRILMiS GRUBUN OLUSTURDUGU
GRUPLARIN DEMETI

3.1. Topolojik Grubun Olusturdugu Gruplarin Demeti

C topolojik uzaylarin kategorisi ve X de bu kategoride her x € X igin (X,x) ler aym

homotopi tipine sahip noktal1 topolojik uzay olsun.

X € C taban kiimesini ve p, birim elemani taban noktasi olan birP keyfi bir topolojik
grubunu g6z oniine alalim. Bu durumda; her x € X i¢in (X, x) den (P, p,) ikilisine taban
noktalarini koruyan, taban noktalarina gore homotop doniisiimlerin homotopi siniflarinin
[(X, x), (P, po)] kiimesi bir gruptur. Ustelik bu gruplar birbirinden farklidir. Her x € X icin
(X, x) noktali topolojik uzay igin olusturulan S(X) = V,ex[(X, x), (P, po)], X tlizerinde bir

kiimedir.

Taban noktasi grubun birim elemani p, olan (P, p,) noktali topolojik grubundan X €

C tizerinde elde edilen demet siradaki teoremle verilmistir (Y1ldiz, 1991).
3.1.1. Teorem

(P,py) taban noktasi birim elemani olan noktali topolojik grup ve X € C olsun. Eger
S(X) = Vyex[(X, x), (P,pg)] ve m: S(X) = X dogal doniisiimii her o=[f], € S(X),x € X
icin(o) = n([f],) = x ise, S(X) {lizerinde m donisiimiiniibu topolojiye goére lokal
homeomorfizm yapan bir topoloji vardir. Bdylece (S, m) ikilisi X iizerinde bir demettir
(Yildiz, 1991).

Teorem 3.1.1 de Yildiz, her x€X i¢in S(X) = V,ex[(X,x), (P, po)] kiimesini,

m:S(X) - X,n(0) = x ves:V - S(X) donistimlerini asagidaki bigimde tanimlamigtir:

Xy € X ise, S(X) de bir [(X,x0),(P,pg)] grubu vardir. y, V’nin i¢inde keyfi bir nokta
olsun. Bu durumda; V = V(x,), xo1n agik komsulugu olmak iizere (X, x,) ve (X,y) aym
homotopi tipine sahiptir. Buradan ®: (X,x,) — (X,y) homotopi denklik doniisiimiiniin

varligini soylenebilir.
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f

(P'pO) — (X, xO)

X, y)

Sekil 3.1. fve @ fonksiyonlarinin bileskesi

Bu durumda Sekil 3.1 den h = f o ®:(X,y) = (P,py) doniisiimii siireklidir ve taban
noktalarini korur. [h], € [(X,y), (P,p,)] ise f o ® = h nin bir homotopi sinifidir.

Béylece s(y) = [h], bigiminde tanimlanabilir. Buradan s iyi tamimli ve her bir y € V i¢in
(mos)(y) =m(s(y)) = y olur. Bu durumda ise o s = I, dir. Dolayisiyla s dontisiimiine
S(X)inV tizerindeki bir kesiti denir.

S(X) in tiim Kkesitlerinin kiimesini T'(V,S) ile gosterelim. s(V)=V,ey[h], olarak

tanimlandiginda S(X) tizerinde
B={s(V): V=V(kx)cX,xeX,s eIrV,S)}

topoloji tabanini olugturur. Bu taban S(X) tizerinde dogal bir topoloji olusturur. Dolayisiyla

S(X) bir topolojik uzaydir.

Boylece Teorem 3.1.1 de P topolojik grubu ile (X,x) noktali uzaylar1 iizerinde (S, )
demeti  olusturulmustur  (Yildiz, 1991).(S,m) demetinin saplart ise x € X
icin [(X, x), (P, py)] = m~1(x) grubudur ve S(X), ile gosterilir.

r,s), hery €V igin

(5152) () = s1(¥)s2(y), sy, € T'(V,S)
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seklinde tanimlanan noktasal carpma islemi ile bir gruptur. Bu grubun birim elemani
[(X,x), (P,pg)] min birimi yardimi ile tanimlanan I:V — S ve her s € I'(V,S) igin ters

eleman1 [(X, x), (P, po)] min tersi yardimiyla tanimlanan s~ € I'(V,S) dir.
r'(V,S) grup oldugundan her gy, 0, € S(X)igin

():SOBS(X) = S(X),

(01,02) > 01.0;
doniistimii siireklidir. O halde (S, ) bir cebirsel demettir.
3.2. Topolojik Genellestirilmis Grubun Olusturdugu Gruplarin Demeti

P sonlu noktali topolojik genellestirilmis grup olsun. X tizerindeki S, ..., S, demetlerinin

Whitney toplami olan §* = §; @ ... @ S n1 olusturmak i¢inP; kanonik doniistimi ve i,
sabiti i¢in m: S*(X) —» X, n(o) = (T[l-o o Pio)(a) doniigiimiinii tanimlayalim.

fi

(P,pi) +——— (X,x)

\ I ®
hi:fl'oq)

X,y)

Sekil 3.2. f;ve @ fonksiyonlarinin bileskesi

Xo € X olmak tizerei =1,..,k i¢in S;(X) de [(X,xg),(P,p)] gruplar1 vardir.
h; = f; o ®:(X,x) — (P, p;) stirekli ve taban noktalarini koruyan bir doniisiim olmak iizere
0 = (01,02 100 = (Tuly [holry +oorTiley)s Tlima, k(G X0, (P, pp)] grubunda
bir homotopi sinifi olsun. Burada i = 1,...,k i¢in [h;], € [(X,y), (P,p)], fio® =h;

doniistimiiniin bir homotopi siifidir.

Xo € X keyfi bir sabit noktasi igin V =V (x,), X i¢indeki bir x, elemanmin agik bir

komsugunu gostersin.
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Simdi s = (sq, ..., Sk): V = §*(X) doniisiimii asagidaki gibi tanimlanabilir:

y, V i¢inde keyfi bir nokta olmak tizere, i=1,..,k ve s;(y)= [hi]y icin
s() = (51,52, 0, S) @) = (5:(¥), s52(V), ..., Sk (¥)) bigiminde tanimlansin. Bu durumda

s 1yl tanimhidir ve

1. Hery € V igin

(o)) = (m © Pro$)¥) =i (P(5:3), 529, -, 5e3) = mi(s:(3)) = ¥
dir. Buradan i o s = [}, olur.

2. xy, V keyfi sabit bir nokta olmak tizere, V = V (x,) i¢in

S(XO) = (Sl' ""Sk)(xo) = (51(950): ---:Sk(xo))
= ([fl ° Ix]xo P xo) ([fl Xg? fk xo)

olur. Buradan s(V)=[T;=,_x5i(V) = [Ti=1,..x(Vyer[hily) yazilabilir.

Boylece s(V) ler agik kiimeler olarak tanimlanirsa

B = {S(V) = 1_[ ss(V): V=V(x)cX,xeX,s; erV,s,)

i=1,..k
ailesi S*(X) igin bir topoloji tabani olur. Buradan S*(X) bir topolojik uzaydir.
Simdi 7: $*(X) — X dontisiimiintin lokal homeomorfizm oldugunu gosterelim.

1. " = m|y: U - V birebirdir. Gergekten keyfi oy, 0, € s(V) igin V iginde noktalar

o1 =51) = (51,52, 0, S (Y1) = (51(}’1)152(371)' ---'Sk(Y1))
= ([fi o @y, [f2 0 Ly, s [fic © @y,),
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0, = 5(¥2) = (51,82, -, SK)(¥2) = (51()’2)»52(3’2): ---'Sk(YZ))
= (Ul ° (D’]sz [fZ ° q)l]yzﬁ e [fk ° q),]yz)

olacak bi¢imde y;, y, noktalari vardir. Yani i = 1, ..., k i¢in asagidaki diyagramlardan

Ji i
(P,pi) — (Xx) (P,p;) ; (X, x0)
hizfio(l) h’i:fioq),
(X'yl) (X'yZ)

Sekil 3.3. f; o ® ve f; o ®'fonksiyonlarinin bileskesi

n*(0,) =" (0y) iken i =1, ..., kigin
P~ = fioP~fiod = [fod], =[fjod'],, = 0, =0,

oldugundan

m*(s() = 1 (s(2)) = * (([fy 0 ly,, [fy o @y, s [fic 0 @1,,) )
= T[*([fl ° cb,]yzl [fZ ° q),]yzﬂ ) [fk ° ¢I]y2):> V1 =DYa2.

elde edilir.

2. t* =m|y: U - V donlisiimii stireklidir. Gergekten y € V've y nin bir komsulugu
W=W()cVises(W) cU =s(V),o nin bir komsulugudur ve n*(s(W)) =W cV

dir. Dolayisiyla ™ stireklidir.

3. 7t = (n|y)™t = s:V = U = s(V)siireklidir. Gergekten y,V de keyfi bir eleman
s(y)=c€eUve U =U'(0) cU,onn komsulugu ise s(m|y)(U") <V, y nin bir
komsulugudur ve U’ = U'(0) c U olur. Dolayisiyla (7*)~Lsiireklidir.
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Buradan * bir lokal homeomorfizmdir.

Simdi asagidaki teorem verilebilir.

3.2.1. Teorem

(P,pi)i=1,..k» P1, P2, .-, P birim elemanlari ile sonlu noktal1 topolojik genellestirilmisgrup
veXecColsun. S* =S5, PSS, D ...PH S,ve m:S*(X) - X doniisimii her x € X ve o €
S*(X) i¢in

n(o) = (m; o P)([M]y [h2lxs oo s [Rly) = x, i =1,..,k,

olmak tizere, S*(X)iizerinde bir topoloji vardir Oyleki mbu topolojiye gore lokal

homeomorfizmdir. Buradan (S*, m)ikilisi X tizerinde bir demettir.

3.2.1. Tanim

Teorem 3.2.1 ile elde edilen (S*, m)¢iftine P topolojik genellestirilmis grubunun (X, x), x €

Xnoktali topolojik uzaylar tizerinde olusturdugu gruplarin demeti denir.

3.2.2. Tanim

Her bir x€X i¢in [i=1_x [(X, %), (P,p;)] = = (x) grubuna (S*,m) demetinin X

tizerindeki sap1 denir ve S*(X), ile gosterilir.

Eger x € X sabit bir nokta ve V, x € X in agik bir komsulugu ise, S*(X) topolojisinin
ingasinda tanimlanan, s:V — S*(X) doniisimiine S*(X) inV {izerindeki kesiti denir. $*(X)
in V tizerindeki biitlin kesitlerinin kiimesini I'(V, S™*) ile gosterelim.

3.2.2. Teorem

y€Vves;s, € I'(V,S*) olmak iizere
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(5152)(¥) = s1(¥)s2(¥)
islemini tanimlayalim. Bu islem ile birlikte I'(V, S*) bir gruptur.
fspat

Hery € V; vei = 1,..., k i¢in I'(V;, S;) tizerinde tanimli

(sh,s3)(») = st(si(), st sk € TV, S)

noktasal carpimi distniilirse I'(V,S*) grubunun her s;s, € I'(V,5")ve y €V icin

tanimlanan

(5152) ) = s:(¥)s2(¥)

noktasal ¢arpimu ile bir grup oldugu kolayca gosterilebillir. Gergekten yukarida tanimlanan
noktasal carpim islemi iyi tanimli ve kapalidir. Agikca bu islem birlesimli ve
[Tie:[(X, x), (P,p;)] birim elemanlarindan elde edilenI:V — S*(X) doniisimi birim
doniisiimdiir. Diger taraftan keyfi bir s € I'(V,S*) elemaninin tersi ise s71(x) = s(x) !
biciminde tamimlanan s~ € I'(V, S*) kesitidir. O halde I'(V, $*) noktasal ¢arpim islemi ile
bir gruptur.

Dikkat edilmelidir ki S*(X), sap1 grup oldugundan I'(V,S*) noktasal ¢arpim islemi ile bir
gruptur. Her g4, 0, € S*(X)igin

():57(X) ® $7(X) = S*(X),

(01,02) = 0y.0;

islemi siireklidir. Dolayisiyla (S*, ), X tizerinde cebirsel bir demettir.
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3.3. Demetin Karakterizasyonlari

X, ve X;,, C kategorisinde noktali topolojik uzaylar, P sonlu birim elemana sahip bir
genellestirilmis noktali grup ve S*(X;),S*(X;) sirasiyla olusturulan demetler olsun.
Olusturulan demetleri (X;,S*(X;)) ve (X3, S*(X,)) iftleri ile gosterelim.

3.3.1.Tanim

(X1, S*(X1)) ve (X3, S*(X,)) siftleri verilmis olsun. Eger

i) a:X; = X, dontisliimii agik ve siirekli,

i) a*:S*(X,) - S*(X;) doniisiimii agik ve stirekli,

iii) a” saplari korur. Yani her $*(X;) ¢(x,) € S*(X3) sap1 igin

a*(S*(XZ) a(xl)) c S*(Xl)xl 3 a(xl) =Xz,
iv) Her x; € Xjigin a*|5*(X2)a(x1): S5*(X2) a(xy) = S*(X1)x, kisitlamasi bir homomorfizm

sartlarin1 saglayan bir F = (a*, @) ikilisi varsa bu ¢iftler arasinda bir homomorfizm vardir

denirve F = (a*,a): (X1,5"(X1)) S (X3, S*(X3)) seklinde yazilir.

*

a
S*'(X1) —— S*(X,)

N

Xl XZ

Sekil 3.4. Homomorfizm
3.3.2. Tanmim

(X1, 5" (Xy)) ve (X,,5*(X,)) ciftleri ve bu giftler arasinda bir F(a*, a): (X1,S*(X1)) S

(X,,5"(X3)) bir homomorfizmi verilmis olsun. Eger a* ve a homeomorfizmler ise



21

F(a*, «) izomorfizmdir. Bu durumda (X;,S*(X;)) ile (X, S*(X,)) izomorfiktir denir ve
(Xl,S*(Xl)) = (Xz,S*(Xz))lle gOSterlhr

3.3.1.Teorem

(X1, 8" (Xy)) ve (X2, S8*(Xy)) iftleri verilmis olsun. Eger a:X; — X, doniintisimii agik

ve stirekli ise, (X;,S"(X1)) ve (X5, S*(X,)) ciftleri arasinda bir homomorfizm vardir.
fspat

x; € X, keyfi sabit bir nokta olsun. Bu durumda a(x;) = x,ve i =1, ...,k igin

i) = | | 100, el = 5" (s, € 500

i=1,..k

i (aG) = | | 106G @@, (Ppdl = " Modagey © 570X

=1,k
olusan saplardir.

Simdi (P, p;)i=1,. x birim eleman: ile topolojik genellestirilmis grup olmak iizere, taban
noktalar1 sirasiyla x; ve a(x;) olan (X;,x;), (X3, @(x;)) noktali topolojik uzaylarini goz
oniine alalim. Eger her i = 1, ..., k i¢in f;, g; :(Xy,x1) = (P, p;)taban noktalarin1 koruyan
stirekli dondisiimler ise fiy, gin: (X5, a(x1)) = (P, p;) taban noktalarin1 koruyan siirekli
dontistimleri f; = f;; o @ Ve g; = g;» ° a seklinde tanimlayabiliriz. Ayrica, her i = 1,..., k

icinf;, ~ giorel. a(x;) ise, kolayca gosterilebilir ki, f; ~ g;rel.x;dir. Bu yiizden

[f]a(xl) = ([flz]a(xl) P [sz]a(xl)) - [fo a]xl = ([f12 ° a]xl PRy [sz ° a]xl)

eslemesi tek anlamlidir ve (X5, @(x;)) den (P,p;) ye taban noktalarin1 koruyan siirekli
dontisiimlerin homotopi siniflarini (X4, x;) den (P, p;) ye taban noktalarini koruyan siirekli
doniisiimlerin homotopi siiflarina tasvir eder. Yani, bu esleme her [f],,elemanma bir tek

[f ° a]x, elemanim karsilik getirir.
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x; € X, keyfi bir sabit nokta olarak alindigindan yukaridaki esleme her [f],, € S*(X,)igin

2

a*(U]XZ) = [f o aly, € S*(X;) olacak bigimde a*: S*(X;) — S*(X;) doniisiimiinii verir.

1. a* siireklidir. Ciinkii U; < S*(X;) keyfi bir agik kiime alinirsa a*~* (U;)=U, < S*(X,)

kiimesinin agik oldugu gosterilebilir. Gergekten,

Eger U; © S™(X,) acik kiime ise, V; € X;,j € I acik komsuluklar ve sjl ler V; iizerinde
kesitler olmak iizere U;=Uj¢, (]_[’i;l silj(l/})) ve m; (U;) =Uj¢ Vidir. O halde Uj¢V; € X;
acik kiime ve a agik ve siirekli doniisiim oldugundan a (Uj¢; V;)=Uj¢; a (V;) € X, acik bir
kiimedir. Ustelik a V), JeI X; de actk  komsuluklar  oldugundan
Ujer (TTi1 s5(a(V}))) € S*(X2) y1 agik yapan s?: a (V;) = S*(X4),j € I kesitleri vardur.
Simdi U, =Ujg (Hﬁ;l sizj (a(Vj))) oldugunu gosterelim.

01 = [flx, = ([filxy - [file,) € Uy keyfi bir eleman ise, a*(0;)=0; ve my(0y) =
T ([ flx)= %1 olacak bicimde 0 = [f]y, = ([f12]x2 s [sz]xz) € U,vardir.
Dolayisiyla, en az bir j€e€li¢ina (x;) =x, € a(Vj) isex, € a(l@)ve o, =

[f1x,=Yser (TT<1 s (a(V}))) olur. O halde U, c Ujes?(ar (V))) dir.

Diger taraftan o, € Ujg (l'[’i‘=1 st (a(Vj))) keyfi bir eleman ise, 3j €I icin o, €

i Sizj(a(Vj))dir. Buradan o, = [f]y, = ([f12]x2, e [sz]xz) ise m,(0y) = (my;
P;)(0;) = x,ve a(xy) = x, € V; olmak iizere, f;; o a: (X3, %) = (P, p;) doniisiimii siirekli
ve taban noktasini korur. Dolayisiyla ([f12 oaly, seilfkz © a]xl) = [f o a]y, = oy dir.
Buradan o, € U,ve Ujg (]_['i‘=1 Sl-zj(a(Vj))) c U, elde edilir. Sonu¢ olarak U, =

Ujer (TT1 57 (a(V)))) olur ve a* siireklidir.

2. a* aciktir. Clinkii, U, c S*(X,) keyfi bir agik kiime ise a*(U,) = U; € S*(X;) bir
acik kiimedir. Gergekten U, € S*(X;) bir acik kiime ise, W; < X, j € I agik komguluklar
ve sjz:Wj — §*(X;) kesitler olmak tizere U,=Uj¢; (H;‘zlsizj(Wj)) ve m,(Us) =Ujeg W dir.

Bu yiizden U, W; € X; acik ve a siirekli oldugundan a‘l(UjE, W]) =Ujey a‘l(Wj) c
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X, aciktir. Yine a  silirekli oldugundan a_l(Wj), j €1 agik komsuluklardir ve

Ujer (Hﬁ;l silj (a‘l(Wj))) c S*(X;) yi acik kiime yapan en az bir s?, j € I kesiti vardur.
Gosterelim ki U; =Uj¢; (Hi-‘zl Sij (a‘l(Wj)))dir.

Eger 0y = [flx, = ([filxy - filx,) € Us keyfi bir eleman ise,
a*(0z)=01 Ve my(03) = ma([ fla,))= @(x1) = x; olacak bicimde 30, = [ fly(x,) =
([flz]a(xl)r---:[sz]a(xl)) € U, vardir. O halde en az bir jeligin a(x;) =x, €
a(W;) ise, x, €at (W) ve oy = [foaly, = (fiz °aly, oo [fiz ©aly,)
dolayisiylag, EUjEI( [Ty s ( _1(W))) dir. Buradan U; c UjE,( s 1SU( _1(W)))

elde edilir.

Diger taraftan, eger o; € UjE,( i1 st ( 1(W))) keyfi bir eleman ise, en az bir j € I

icin 0y € [Tf, Silj (“_I(Wj))dir- Buradan o, = [f e a]y, = ([fiz ° e,y oo [fiz © “]xl),
ise m;(01) = (11 © P;)(01) = x1 Ve a(x;) = x, € W; olmak iizere fiooa: (X1,x1) =

(P,pp) dontistimii stirekli ve taban noktasini korur. Dolayistyla

(fizdaey) »-or Ukzlacey) = 02 dir.Buradan oy € Uy ve U]E,( ( ‘1(W)))
U, olur. Sonug olarak U; = jEI( = 1S ( 1(W))) acitk kiime ve a* bir acik

doniisiimdiir.

3. a® saplart korur. Gergekten, her o, = [f],, = ([flz]xz, ) [sz]XZ) € S*(X2)yx, C

§*(Xy) ve a(x;) =x, igin “*([f]xz) =[fo “]xl = ([flz ° “]xl yoenr fi2 © “]xl) €
S*(X1)y, dir. O halde a(x;) = x, igin a”(§*(X2)x,) € S*(X1)y, oOlur.

4.a(xy) = x, igin |5 (%), S5*(X2)x, = S*(X1)y, kisitlamasi bir homomorfizmdir.

Gergekten, heri =1,...,k ve x; € X; i¢in f;, g; dontisimleri (X5, x,) den (P, p;)ye taban
noktalarin1 koruyan siirekli doniisiimler ve bunlara karsilik gelen taban noktalarini koruyan

strekli ~ donligimler  fiea,  g;oa: (Xy,x,) — (P,p;) olsun. Bu  durumda

[f]xz = ([fl]xz yy [fk]xz)v [g]xz = ([gl]xz y oty [g k]xz) € S*(Xz)xz ve
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[f o a]x = ( °a] Xy 0t [fic ° a]xl)’ [g ° a]x1 = ([gl ° a]xl s LGk © a]xl) €
5*(X1)y, dir.

Eger(flx,  [glx, € S"(X1)y,lise

@ ([fleloly,) = @ (((Aley - Uide) [91)x, -0 [G0)s,))

(([fl!h x2 s oees LGk Xz))

= ([(f1g1) oaly, e [(figi) © alx )
= ([f1 oaly, ,ulfkoa xl)( oy, s [gr© a]xl)

=" (I, »olfidey) @ (193], o0 [G)s,))
=a ( xz)a ( 2)'

olur. Sonug olarak F = (a*, @) bir homomorfizmdir.
3.3.2.Teorem

(X1, S*(X1)), (X2, S*(X32)), (X3,5*(X3)) ciftleri ve a;: X, = X,, ay: X, — X3 doniistiimleri
orten ve siirekli olarak verilmis olsun. Bu durumda a = a, oy, a* = a;" ca,” olacak

bicimde F = (a*,a): (X1,5"(X1)) S (X3,5(X3)) homomorfizmi vardir.
fspat

a = ayoa;:X; > X3 donlisimii orten ve siirekli oldugundan Teorem 3.3.1 den F =
(a*,a): (X1,S"(Xy)) » (X5,5"(X3)) Dbir homomorfizmi  vardir. Bunun igin
a*=a; " oa,” oldugunu gostermemiz ispati i¢in yeterlidir. Simdi keyfi Dbir

[f1=([filx, - [fils,) € S*(Xaicin @’ ([f]) = (1™ © ;") ([f]) oldugunu gosterelim.

(D) = @ ((filegs - [fi] x3)> *(([f11a2<x2),...,[fk]a2<x2)))

= ([fl ° az]xz Py °ay xz) ( al(xl)' ey [fk ° az]al(xl))

=a,” (([f1 ° az]xzr v lfie @ az]xz)) =a;" (az* (([fl]x3 y e [fk]xg))>
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= (" 0 ") ((Ifilyy + oo [ficdsy)) = (ar” © & ) (IFD)

Buradan a* = a," o a," elde edilir.
Simdi asagidaki teoremi verebiliriz:
3.3.3. Teorem
Noktal1 topolojik uzaylar ve orten, agik ve siirekli doniisiimlerin kategorisinden ciftler ve
ciftlerin homomorfizmleri kategorisine, bir noktali topolojik uzaya bu uzay iizerine insa
edilen genellestirilmis gruptan elde edilen homotopi gruplarinin demetini, a doniisiimiine de
a* donilisiimii karsilik getiren bir kontravaryant funktor vardir.
fspat
C, noktal1 topolojik uzaylar ve orten, acik ve siirekli dontisiimlerin kategorisini ve D, giftler
ve ¢iftlerin homomorfizmlerinin kategorisini gostersin. Her X ve a: X; = X, icin§:C — D
doniistimiinii
6(X)=Vex [li=1,. k[ (X1, x1), (P, p)] = S*(X)ve 6(a) = a™: S*(X;) - S™(X1)

bi¢ciminde tanimlayalim. Bu durumda

(l) Xl = XZ Ve a = 1X1|se S(Xl): 15*(X1), S*(Xl) = 6(X1) dir. Cunku S(Xl) = 1;}1
ve her [f] € S*(X,) igin

L, (D = [1x, o f] = [f]

dir. Dolayistyla 13 =1g+(x,) dir.
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(i) a;: Xy = X, , ay: X, » X5 doniistimleri 6rten ve siirekli olarak verilmis olsun. Bu

durumda a, o a;:X; = X3 doniisiimii 6rten ve siireklidir. Dolayisiyla
§(ay 0 a):S*(X3) > S*(Xq)

bir siirekli homomorfizmdir. Gergekten

§(azoay) = ay" o ay,"=6(ar)é(az)

dir. O halde 6: C — D bir kontravaryant funktordur.

3.3.4.Teorem

(X1, S (Xy)) ve (X4, S*(X,)) ¢iftleri verilmis olsun. Eger, a: X; — X, bir topolojik doniisiim
ise (X1,S"(Xy)) ve (X,,S*(X,)) iftleri arasinda bir izomorfizm vardir.

fspat
Teorem 3.3.1 den dolay1 (Xi,S*(Xy))ve (X,,S*(X3)) ciftleri arasinda F = (a*, )
homomorfizmi vardir. Teoremin ispat1 i¢in a* m birebir ve (a*)~! in siirekli oldugunu

gostermemiz yeterlidir.

a bir topolojik déniisiim oldugundan a ! siireklidir. Bu durumda Teorem 3.3.1 den dolay:

F=(a*,a) ve F7' = ((@™Y)*, a~1) homomorfizmleri vardir.
Diger yandan, keyfi iki
[fZ] = ([fl]xz y oty [ k]xz): [gZ] = ([gl]xz RN [gk]xz) € S*(XZ)

elemant i¢in,

a*(([fl]xz [N [fk]xz)) = a*(([gl]xz IR [gk]xz))



27

= ([fl ° a]xl PN [fk ° a]xl) = ([gl ° a]xl IR [gk ° a]xl)

dir. Buradan

@ (e (Al - [ide))) = @ (@ ((lgide, o l9ide,)))

elde edilir. Dolayisiyla

1

—1y* * __ —1\* -1 _
(@)'oa"=(@ca ) veaca " = I,

oldugundan (@ e a™')* = Ig-x,)ve [fz] = [g,] dir. Béylece

(@ (([fi o ey oo [fie o @lyy)) = (@) (([92 0 aly s L1 0 @) )

olur. Buradan a* birebirdir ve (a*)™! = (a™1)* oldugundan, (a*)~? siireklidir. O halde

F = (a, a) bir izomorfizmdir.
3.3.5. Teorem

Noktali topolojik uzaylar ve orten, acik ve silirekli doniistimlerinkategorisinden ciftler ve
ciftlerin izomorfizmleri kategorisine; bir noktali topolojik uzaya, bu uzay lizerine insa edilen
genellestirilmis gruptan elde edilen homotopi gruplarinin demetini, ¢ doniigiimiine de a*

doniistimii karsilik getiren bir kontravaryant funktor vardir.
fspat
C, noktal1 topolojik uzaylar ve orten, acik ve siirekli doniisiimlerin kategorisini ve D, ciftler

ve ¢iftlerin izomorfizmlerinin kategorisini gostersin. Her X ve a:X; = X, i¢in§:C — D

doniisimiinii
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8(X)=Vex [i=1,. k[(X, %), (P,p)] = $*(X) ve 6(a) = a™:5"(X2) = S™(X1)
biciminde tanimlayalim. Bu durumda

(l) X1 = XZ Ve a = 1X1 ISG S(Xl): 15*(X1), S*(Xl) = S(Xl) dir. Cunku S(Xl) = 1;}1
ve her [f] € S*(X;) i¢in

1, ([fD = [1x, o f] = [f]
dir. Dolayistyla 1% =1g+(x,) dir.
(i) a;: Xy = X, , ay: X, » X5 doniistimleri orten ve siirekli olarak verilmis olsun. Bu

durumda @, o a;:X; — X3 doniisiimii 6rten ve sitireklidir. Dolayisiyla § (a; © a4): S*(X3) =

S$*(X,) bir izomomorfizmdir. Gergekten
6(azoay) =ay" o a,"=6(ay)6(az)

dir. O halde tanimina gore §: C — D bir kontravaryant funktordur.



29

4. FUZZY  TOPOLOJIK GENELLESTIRILMIS GRUBUN
OLUSTURDUGU FUZZY GRUPLARIN FUZZY DEMETI

Zadeh’in (1965) fuzzy kiime ve fuzzy kiime operasyonlarini tanimlamasindan sonra
Chang(1968), Wong (1974), Lowen (1976) fuzzy topoloji teorisini, Rosenfeld (1971) ise
fuzzy grup teorisini gelistirmistir. Ardindan fuzzy topolojik uzay ve fuzzy grup kavramlari
ile beraber fuzzy topolojik grup tanimi1 Foster (1979) tarafindan ortaya koyulmustur. izleyen
yillarda Liang ve Hai (1984, 1985,1987) fuzzy topolojik grup tanimini klasik topolojik grup
taniminin genellestirilmisi olmasi i¢in tanimi degistirip fuzzy normal grup, fuzzy boliim
grubu, fuzzy topolojik gruplarin direkt toplami olarak karakterize etmislerdir. Chon (2001),
Jha ve Singh (1995, 1999) fuzzy topolojik grup kavraminina katkida bulunanlardandirlar.
Chang ve Liu (1984a, 1984b) ve Chuanlin (1985) fuzzy esas grup ve fuzzy homotopi
kavramlarini fuzzy topolojik uzaylarda tanimlayip fuzzy esas gruplarin fuzzy topolojik ve
homotopik degismezlerini incelemislerdir. Gimiis ve Yildiz (2007) ise g¢alismalarinda
topolojik uzaylardaki demet tanimindan hareketle fuzzy demet yapisinmi fuzzy topolojik

gruplar vasitasiyla olusturmustur.

Tezin bu boliimiinde ilk olarak fuzzy topolojik grubun fuzzy homotopi ile olusturdugu fuzzy
gruplarin  fuzzy demeti incelenip sonrasinda fuzzy topolojik genellestirilmis grup

tanimlanmis ve olusturdugu fuzzy gruplar ile fuzzy demet insa edilmistir.
4.1. Fuzzy Topolojik Gruplarin Olusturdugu Fuzzy Gruplarin Fuzzy Demeti

Giimiis ve Yildiz (2007) ¢aligmasinda topolojik uzaylardaki demet tanimindan hareketle
fuzzy demet yapisini fuzzy topolojik gruplar vasitasiyla olusturmustur. Bu kisimda Giimiis

ve Y1ldiz’m olusturdugu fuzzy demetin yapisi incelenecektir.

(X, 7) fuzzy topolojik uzay olmak iizere P}, € I*fuzzy noktasmi taban noktas: olarak kabul
eden (X, P) noktali fuzzy topolojik uzaylar1 her P%, € I* icin aym1 homotopi tipine sahip
olsun. Bunun yanminda P! € I“taban noktas: birim eleman olan (Z,*, PI") fuzzy topolojik
grubunu ise (Z,x, P)) olarak gosterelim. Eger (X, P;) noktali fuzzy topolojik uzay,
(Z,*, PJ") herhangi bir fuzzy topolojik grup ise, (X, Py,) den (Z,*, P,) ye tanimlanan fuzzy

stirekli ve taban noktay1 koruyan fonksiyonlarin fuzzy homotopi siniflarinin kiimesini;
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HX)py, = [(X,Bn), @ FD] = {[fleplf + (X B) = (ZxF),
f(BR) = Proyy = P2, f fuzzy siirekli}.

ile gosterilsin. H(X)pr nin iiyelik fonksiyonu Mo,y H (X)pr, = [0,1],

‘uH(X)p;n([f]P};.L)(X) = {6:% jt J;I

seklinde tanimlanmak tizere H(X)pr, X de bir fuzzy kiimesidir.

Budurumda f, g : (X, By) = (Z,% P)) fuzzy i¢in

(f © 9B = f(Br) * g(By)

fuzzy fonksiyonu fuzzy siireklidir ve taban noktay1 korur (Giimiisve Yildiz, 2007).

VIfleg, [9]py, € [(X, BR), (Z% P2)] i¢in m islemi;

[fle,mlgley, = [f O gley, € [(X, PR, (Z,%, F)]

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X, By,) noktali fuzzy topolojik uzay, (Z,*, P,") noktal
fuzzy topolojik grup ise ([(X, By), (Z,* F;)], m) = (H(X)pr, m) bir fuzzy grup olur. Ayrica
vm € X icin olusan her bir grup digerlerinden farklidir. Ustelik (Z,*) grubu degismeli ise,
(H(X)pr, m) grubu da degismelidir.

4.1.1.Teorem

(Z,*, PI') fuzzy topolojik grup, (X, P%) noktal1 fuzzy topolojik uzay ve her bir P}, € IX, m €

Xigin (X, Py) ler aym1 fuzzy homotopi tipinden olsun. Eger

HX) = \/ H(X)pr, m € X

P} erX
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ve Y: H(X) - I¥ fuzzy fonksiyonu her [h]pr € H(X), By, € IX igin Y([hlpr ) = Py, ise,
bu durumda H (X) tizerinde bir fuzzy topoloji vardir, dyle ki 1 bu topolojiye gore fuzzy lokal
homeomorfizmdir. Béylece (H, ) cifti I*iizerinde fuzzy demettir (Giimiis ve Yildiz, 2007).

Teorem 4.1.1 de her bir m € X i¢in [(X, PL), (Z,x, P1)] = ¥ ~1(PL) fuzzy grubuna fuzzy

demetin I* tizerindeki sap1 denir ve H(X)pr ile gosterilir.

(X, 1) fuzzy topolojik uzay ve m € X keyfi sabit bir nokta W = W (PL), P} nin I*deki
bir acik Q-komsulugu olmak tizeres:W — H(X) fonksiyonunu asagidaki gibi

tanimlayabiliriz:

my € X i¢in By € I¥=H(X) de bir H(X)py, grubu vardir. Bu gruba ait [f]pr €
H(X) Pho homotopi sinifin1 alalim. Ayrica P{, W de farkli bir fuzzynoktasi olmak iizere

(X, P{) ile (X, Py,,) ayn1 fuzzy homotopi tipinden olduklarindan; (X, P/) ?s (X, Pnﬁo)fuzzy

homotopi esdegerlik doniistiimii vardir.

f
(X, B5.) > (ZxP)
& [0,1]
/ foo
X, Pl)

Sekil 4.1. f ve ¢ fuzzy fonksiyonlarinin bileskesi

f ve ¢ fuzzy fonksiyonlari fuzzy siirekli olduklarindan f o ¢ fonksiyonu da fuzzy siireklidir

tistelik taban noktay1 da korur, yani;
(f e 9IPD) = F(CPD) = f(Pry) = Pimg) = B¢

dir. f o ¢ = h déniisiimiiniin homotopi smifi [h]pr € Hy dir. O halde s(P{) = [h]py olarak



32

tanimlanabilir. Buradan

s:W > H(X),V P{ € Wigin s > s(P]) = [h]pr

olarak tanimlayabilecegimiz s fonksiyonu iyi tanimli olur. Boylece VP{ € W igin

W e )(PD) = Y(s(PD) = Y([hlpyr) = PI

oldugundan ¢ o s = [y dir. Burada W den H(X) e yukaridaki gibi tanimlanan s fuzzy

fonksiyonlarinin kiimesini I'(W, H) olarak gdsterecegiz. s nin tanimindan hareketle s(W) =

Uprewl[h]pr seklinde yazabilir. Bu durumda, s(W) leri agik olarak kabul eden ve
B={s(W): W=W(Py) <I*meX,se " (WH)}

olarak tanimlanan ailenin H (X) tizerinde fuzzy topoloji tabani sartlarini sagladigi kolaylikla
gosterilebilir. Boylece f nin H(X) tizerinde olusturdugu fuzzy topolojisiyle birlikte H(X)
bir fuzzy topolojik uzaydir.

4.2. Fuzzy Topolojik Genellestirilmis Grubun Olusturdugu Fuzzy Gruplarin Demeti

Z # @ ve (Zx)bir genellestirilmis grup olsun. A,B € [“ve C,D € Z olmak iizere
ABel?, A e I?, C *x D € Zve(C™! C Z kiimeleri asagidaki sekilde tanimlanir;

(A.B)(z) = Sup{min{A(z,), A(2,)}, 21 * 2, = 7},
A Y 2)=A@EzYH,C«D={cxd:ceC,deD},Ct={ctceCl.
4.2.1. Tanim

Z # @ bir kiime olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa (Z,*, t) tigliisiine fuzzy topolojik

genellestirilmis grup denir.

(1) (Z,*) bir genellestirilmis grup
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(i)  (Z, 1) fuzzy topolojik uzay

(ili)  Vx,y € Z ve Plxyfuzzy noktasinin fuzzy agik W, Q-komsulugu igin P/ nin U ve Py
nin VV Q-komsulugu U.V < W olacak bigimde mevcut

(iv) Vx€X ve P fuzzy noktasmin V fuzzy agik Q-komsulugu i¢in P/nin U Q-

komsulugu U~ < V' olacak bicimde mevcut

Simdi fuzzy topolojik uzaylardaki fuzzy demet tanimindan hareketle fuzzy demet yapisin
fuzzy oOn-demeti tamimlayarak, fuzzy topolojik genellestirilmis gruplar vasitasiyla

olusturacagiz.
4.2.2. Tanim

(Hq, 1) Ve (Hy, ), 1 iizerinde iki fuzzy ¢ift olsun.

i) Eger Yo =v; vyani Y(Hy(X)pr) < Hy(X)pr ise 3 Hy(X) > Hp(X) déniisiimii
saplar1 koruyor denir.

il) Saplart koruyan : H{(X) = H,(X) fuzzy siirekli doniisiimiine fuzzy demet morfizmi
denir.

iii) Saplar1 koruyan : H;(X) — H,(X) fuzzy homeomorfizmine fuzzy demet izomorfizmi

denir.
4.2.3. Tanim

Her W € I* fuzzy agik kiimesi i¢in bir My, fuzzy kiimesi ve herbir V < W, (V, W)fuzzy
acik kiime ¢ifti i¢in

) V%/V = Iy,

D U<V<Wiseyl oyy =17

kosullarin1  saglayan y’: My, » M, fuzzy déniisiimii verilsin. Bu durumda {My,yy

sistemine fuzzy on-demet denir.

Herbir H fuzzy demetine dogal olarak bir fuzzy 6n-demet karsilik gelir. Eger V, W, 1% in

fuzzy acik alt kiimeleri ise bu durumda I'(W, H) kiimesi ve s € My, i¢in ¥y (s) = s|y dir.
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Acikea {I'(W, H) ,y'} kiimesi bir fuzzy 6n-demettir. Bu fuzzy demete H nin kanonik fuzzy

on-demeti denir.

4.2.1. Teorem

Herbir fuzzy 6n-demete bir fuzzy demet karsilik gelir.
fspat

{My,, vy Huzzy on-demet ve B, me€X fuzzy sabit noktas1  verilsin.

{(W,s): W, By, nin agik Q — komsulugu, s € My, } ailesi tizerinde

(Wy, s1)~Pm(W,,s,)  PJ nin acik bir Q-komsulugu W < Wy AW, ve yvvlfl (s1) =

Yo’ (s2) olacak bicimde mevcut

denklik bagmtisin1 tanimlayalim ve (W,s) ciftlerinin denklik simiflarmi (W, s)pr ile ,
siniflarinin tamamuni ise H(X) py, ile gosterelim. Varsayalim ki H(X) = Vpr ¢;x H(X)py, Ve

Y: H(X) - I* kanonik projeksiyon olsun. Bu durumdaH (X) iizerinde  yi fuzzy lokal

homeomorfizm yapan topolojiyi asagidaki bigimde elde edebiliriz.

W € I* fuzzy agik kiime ve s € My, olsun. Herbir s elemanina, ys: W — H(X), ys(P}) =
(W, s)pr, By, € W fonksiyonunu karsilik gelsin. Bu durumda

B :={ys(W): W € I* fuzzy acik kiime, s € My, }UH (X)

H(X) iizerinde bir topoloji taban1 olur. Gergekten, Wy, W, € I*fuzzy acik kiimeler, s; €

My, s, € My, olsun ve
W = {By, € W, AW,:ys1(Py) = vs2(Bn)}

varsayalim.
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1. W fuzzy agik kiimedir. Gergekten Py, € W = (Wl,sl)%odir. Bu durumda 3 V(A7 )<

W <WiAW, 3 7, (1) = v, *(s2) > VBRL €V igin - (Wy,s)py, = (W, s2)py,  dir.
Buradan ys;(By) = vs2(Py) elde edilir. Boylece V< W ve Py ,W nin bir i¢ fuzzy

noktasidir.
2.5 =y, (s;) € My, olsun. Bu durumda

Ysi(Wp)Ays,(W,) = ys(W) = 30 € H(X) 3 0 € ys;(Wy)Ays, (W)
© 3B, € WAW, 3 ys1(By) = 0 =vs,(Py)

elde edilir. Yani

AP EW 3 ys1(Pp) =0 e 0= Wys)pr, = (W,s)pr € ys(W)
olur. Dolayisiyla

ys1(W1),ys: (W) € B = ys;(Wy)Ays,(W,) €B

dir. Buradan B, H(X) iizerinde bir fuzzy topoloji tabani olup fuzzy acik kiimeler B ye ait

elemanlarin birlesimleridir.
Simdi y: H(X) — I* nin fuzzy lokal homeomorfizm oldugunu gosterelim.

1.0 € H(X) ve P}, = (o) olsun. Bu durumda P}, € W olmak iizere bir W € I*fuzzy agik
kiimesi vardir ve 3s € My, 3 0 = (W, s)pr = ys(Py). Varsayalim ki U = ys(W) olsun.
Budurumda U, H(X) de o nin agik Q-komsulugudurve o s = 1,,,ys o (Y|y) = 1y dir.
Dolayisiyla |,: U —» W bijektiftir, buradan ys = (y|,)~? elde edilir.

2. Herbir U’ < Ufuzzy agik kiimesi, U’ = U;¢; ys;(W;) bigimindedir. Burada herbir W; <
W, W de fuzzy agik kiimedir ve s; € My, dir. Ustelik y(U") = U;e; W;, W de fuzzy agiktir.
Bu durumda goriiliir ki Y|, fuzzy agik kiimeleri fuzzy agik kiimelere doniistiiriir. Dolayisiyla

Wly)~! = ys fuzzy siireklidir.
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3. W' < Wfuzzy acik kime ise her PL €W’ icin (W,s)~Fm (W', viy.(s)) dir.
Dolayisiyla s|y,, = Yy, (s)oldugundan  ysl|y, = y(yi,(s))(W') elde edilir.  Buradan
ys(W") = y(yiy,(s))(W") dir. Bu kiime ise fuzzy agik kiimedir. Dolayisiyla ys de fuzzy

acik kiimeleri fuzzy agik kiimelere dontistiiriir. Yani ¢ |y fuzzy stireklidir.
Buradan y: H(X) — I* nin fuzzy lokal homeomorfizm oldugu goriiliir.
4.2.1.Sonug

Herbir {My,, vy’ } fuzzy én-demeti I* iizerinde yukaridaki anlamda Hfuzzy demeti tanimlar.
Her s € My, icin ys € I'(W, H) kesiti karsilik gelir. Bu durumda W (P}) € 1%, m € X acik
Q-komsulugu ve bir s € My, vardir 6yleki o = ys(By,)bigimindedir.

4.2.2. Teorem

H,I% iizerinde bir fuzzy demet ve {I'(W,H),y IV} kanonik fuzzy én-demeti olsun. Bu

durumda kanonik fuzzy 6n-demetin tanimladigi demet H ye dogal izomorftur.
fspat

Kanonik fuzzy on-demetin tanimladigi fuzzy demeti (H',y’") ile gosterelim ve 6: H' —

H,(W,s)pr — s(Py) doniisiimiinii tanimlayalim. Bu durumda

1. (W, s)~Pm(W,, s,) & s;,(BL) = s,(P) denklik bagmtist 8 doniisiimiinii birebir yapar
ve saplar1 korur. & doniisiimii ayn1 zamanda Ortendir. Gergekten o € H(X)pr ise IW (By,)
Q-komsusugu ve bir s€ I'(W, H) vardir 3 s(By,) = o dir. Buradan ys(By) = (W,s)pr, €
H'(X)pr, ve 6(ys(Py)) = o olur.

2. 6 doéniisiimiinii o' = ys(PL) de fuzzy siireklidir. Gergekten, AW (PL) € 1%, m € Xfuzzy
acik kiimesi ve bir s € I'(W,S)vardir 3 o’ = (W, s)pr = ys(By) dir. Dolayisiyla ys €
Ir(W,H"),c' € ys(W)ve@oys=s € I'(W,H) dir. Buradan 68, ¢’ de fuzzy siirekli olur.



37

3. 8~ uzzy siireklidir (0 fuzzy aciktir). Gergekten W (P}) € 1%, m € Xfuzzy acik kiime ve
s Er(W,H)ise@oys e '(W,H) = 6(ys)(W)= (0 os)(W), H da fuzzy agik kiimedir.

s(W), H de fuzzy agik oldugundan teoremin ispati tamamlanir.

(H;, ), i = 1,2, ..., k, I¥ lizerinde fuzzy demetler olmak iizere ve W € I fuzzy acgik
kiimesi i¢in My, == F'(Wy, Hy) X .. X T (W, Hy) Vve(sy, Sy, ..., Sk) € My, iciny W (s) :=
(s1lv,S2lys -y Skly) olsun. Bu durumda {X, My, y IV} bir fuzzy én-demettir. Bu fuzzy én-
demetin olusturdugu Whitney toplaminin fuzzy topolojik uzaylardaki karsiligi olan fuzzy
demeti H* = H; @ ... @ Hj ile gosterelim.

4.2.3. Teorem

(Hj,¥;), i = 1,2, ..., k, I¥ iizerinde fuzzy demetler ve H*(X) = H,(X) D ... ® H,(X)olsun.
Bu durumda her P € I* igin (W, (51,52,...,sk))PT > (51(BR), ..., sk (PL)) bigiminde

tamml p: H*(X)pr, > Hi(X)pr, X ... X Hi(X)pr fuzzy birebir ve 6rten doniisiimii vardr.
fspat
Bl € Wy AWyve s, = (sf,s2,...,s%), A=1,2€ I'(V,H")olsun. Bu durumda

1. (Wy,s;) ~Pm (W,, s,)dir ancak ve ancakP fuzzy noktasmm (s|y,silw, ..., stlw) =
(2|, $2|w, ..., S2lw) olacak bicimde W (PL) < W, A W,Q-komsuluguvardir.Bu ise i =

1,...,k, Sillw(P,fl) = Sl-zlw(Pnrl) oldugunu gosterir. Dolayisiyla

W, (51,52, ---'Sk))P,;L - (Sl(PTZ)'SZ(PrTr;)’ ---.Sk(PnTl))

doniisiimii birebirdir.

durumda o; = s;(B}) ise W = AX, W; B, nin bir Q-komsulugudur ve s;|,, =s; €
r(W;, H;) dir. Buradan s = (sq, 3, ...,5x) € My veys: ys(Py,) = (W,s)pr = s(By) = o,

H* fuzzy demetinin bir Kkesitidir.
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Ustelik W € I* fuzzy acik kiime oldugundan s(W), H* da fuzzy acik kiimedir. ~ Ayrica
S1,S, ET'(W,H*) ve s;(By) = s,(Pr), m € X, ise W de s; = s, olur. Buradan yukarida

tanimlanan doniisiim birebir ve ortenolur. Dolayistyla

(Hy(X) @ Ho(X) @ .. ® Hi(X))py, = Hy(X)pp, X o X Hye (X,

birebir bir eslemedir.

4.2.4. Teorem

(Hj,¥;), i = 1,2, ..., k, I* iizerinde fuzzy demetler olsun. Bu durumda
Pi:H,(X) @ ... ® H(X) = H;(X), Pi((03, 03, ..., 0k))=0;

dogal projeksiyonu fuzzy demet morfizmidir.

fspat

P; fonksiyonu tanimindan dolayr saplart koruyan bir donisiimdir. Gergekten
0 € (Hy(X) © Hy(X) @ ... ® H(X))pr. = Hi(X)pr X . X Hy(X)pr  oldugunda s =
(51,52, ..., Sg) i¢in s;(Pr) = P;(0) veys(P},) = o olacak sekilde bir s; € I'(W;, H;) vardir.
Buradan P; o ys = s; fuzzy siireklidir. Boylece P; fuzzy siirekli olur. Dolayisiyla P; dogal

projeksiyonu fuzzy demet morfizmidir.

Simdi P; projeksiyon fonksiyonu olmak iizere i, sabiti i¢in

Y H'(X) - 1%, 9(0) = (P, o P;,)(0)

doniisiimiinii  tammlayahm. Bu durumda B}, € I* sabit fuzzy nokta ise H;(X) de

i=1,..,k icin [(X, Pnrlo), (Z,*,Peri)] gruplar vardir. 0 = (04,05, ..., 0%) =

(Ualeg, - Ualegy » o Uiy )» Timaic[ (X, By), (25, P)] grubunda — bir  fuzzy

homotopi smifi olsun. Bu durumda P/, V de farkli bir fuzzy nokta ise, (X, P,flo)
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ve(X,P[) aym homotopi tipine sahiptir. Buradan(X,Py )den (X,P7) ye bir

¢ :(X , Py 0) — (X, PI') homotopi esdegerlik doniisiimii vardir.

fi
X, Bny) > (ZxF)

\ o /

N

X, P{)

hi=fied

Sekil 4.2. f ve ¢ fuzzy fonksiyonlarmin bileskesi

Boylece Sekil 4.2 deki diyagramda gorillen h; = f; o ¢:(X, P{) — (Z,%, F;)fuzzy
fonksiyonu i = 1, ..., k i¢in fuzzy siireklidir ve taban noktay: korur. i = 1, ..., k i¢in[h;]pr €

[(x,PD), (Z,%, Peri)], fi © ¢ = h; nin bir homotopi sinifi olsun.

Eger PI, W de keyfi fuzzy nokta olmak tizere heri=1,...,kigins(P{) =
(51,82, o, SE)(PF) = (51 (P),s,(P]), ..., sp (P ))olarak tanimlayalim. Bu sekilde elde

edilen s dontisiimii iyi tanimlidir ve
1. Her P/ € Wigin

W o $)(P) = (; © Py o 5)(PY)
= ; (Pi(s1(PD), 55 (PD), ., 51 (PD)))
= i(s:(P))
= Yi([hilpr)
=PI

dir. Buradan ¢ o s = 1, olur.

2. Py, »Vde keyfi sabit bir fuzzy nokta ise V = V (B, )igin
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s(P,ZO) = (54, ...,sk)(P,flo) = (sl(PJlo), ...,sk(P,flo))

= (1A o Ldegy +oo Ufic @ Lo, ) = (Ualogys s Uil )

olur.

Boylece  S(W)=[]i=1 kSi(W) = ]_[i=1,___,k(threw[hi]Ptr)biqiminde yazilabilir. s(W) yi

acik kiime olarak tanimlarsak,

B = {S(W) = 1_[ s(W): w=wE)<I1*meX,s; er(W,H;)
i=1,..k

ailesinin H*(X) igin bir fuzzy topoloji tabani oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece tabanin
tirettigi topoloji ile H*(X) bir fuzzy topolojik uzay olur.

Simdi : H*(X) — I* doniisiimiiniin bir fuzzy lokal homeomorfizm oldugunu gosterelim.
Eger o = [h]pr € H*(X) ve P € X ise (o) = zp([h]Ptr) = Pl olur. Boylece s(P]) = o,
P/ € Wolacak bi¢imde s: W — H*(X) doniisiimii vardir. Simdi bir W a¢ik Q-komsulugu
icin U(a) = s(W)ve Y|y = ¢~ oldugunu varsayalim.

1y* =yY|y: U » W doniisiimii birebirdir. Ciinkii 04,0, € s(W) igin

0, = S(Ptrl) = (51, Sy, ...,sk)(Ptrl) = (sl(Ptrl),sz(P[l), ...,sk(Ptrl))

= ([f1 o¢ ]P{l’ [foeo¢ ]ptrl, v lfiod ]Ptrl)’

0, = s(P{Z) = (51, Sy, ...,sk)(P,_TZ) = (sl(P,_TZ),SZ(P[Z), ...,sk(Ptrz))

= ([fiod leg, [fr0® lo, s [fico 0 "1z
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olacak bicimde W de P{ , P{, vardir. Buradan asagidaki diyagramlar1 elde ederiz.

/i (2w, PD)

\ ‘//'
[0,1]
¢’ /
ficd'
)

(XP,

(XPn,)

A

Sekil 4.3. f; o ¢ ve f; o ¢ 'fuzzy fonksiyonlarinin bileskesi
Gergekten Y*(07) = Y*(0,) ise

v (s(P)) = w* (s(Pp))
= (o @l oo @ leg o i 0 D117
=P ([fico ’]P[Z' [fao ’]P{Z» worlfieo @ ’]P[Z)

= P{, = P[.

olur. Bdylece (X, P,) ve (X, P{,) aym homotopi tipinde oldugundan her i = 1, ..., k i¢in

¢ ~d'=fio9 “’fi°¢’:[fi°¢]P[1 = [fi°¢']P[2 = 01 = 03

dir.

2.P" =Y|y: U - W donisimii  fuzzy siireklidir. Gergekten P/ € W ve P{ nin bir Q-

komsulugu W =W (P) < Vise, s(V) < U = s(W), [h]pr nin bir Q-komsulugudur ve

Y*(s(W)) = W < Vdir. Dolayisiyla 1 *fuzzy siireklidir.
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3.9 = (W) = s: W - U = s(W) fuzzy siireklidir. Gergekten P, Wde keyfi bir
eleman s(P[) = [h]pr € UiginU" = U'([h]pr) < U, P/nin Q-komsulugu ise P/ nin W de

bir Q-komsulugudur ve s(|,)(U") = U’ < U olur. Dolayisiyla y* ' fuzzy siireklidir.

Buradan y: H*(X) — I* doniisiimiiniin bir lokal fuzzy homeomorfizm olup asagidaki

teorem verilebilir.

4.2.5.Teorem

F;,F,, ...,F, birim elemanlar ile (Z,%,F;);=1,.,x SONlu noktali bir fuzzy topolojik

genellestirilmis grup ve (X, By,) fuzzy topolojik uzay olsun. Eger
H*(X) = Hy(X) ® Hy(X) D ... ® H,(X) ve P: H*(X) - 1%

fuzzy dontstimi her me X,o € H'(X) ve i=1,..,k icin
Y(o) = ;o Pl-)([hl]prrn, [halpr, v s [hk]Prrn) = B}, ise H*lizerinde 1 bu topolojiye gore

fuzzy lokal homeomorfizm olacak bigimde bir fuzzy topoloji vardir. Boylece
(H*,) ¢ifti IX iizerinde bir fuzzy demettir.

4.2.4. Tanim

Teorem 4.2.5 ile elde edilen (H*,y)fuzzy ciftine Z fuzzy topolojik genellestirilmis
grubunun (X, P;,) noktali fuzzy topolojik uzaylar lizerinde olusturdugu fuzzy gruplarin

fuzzy demeti denir.

4.2.5. Tanim

Her bir m € X, B, € I*i¢in [1;= 1, _«[(X, BR), (Z% P2)] = ¥~ (x)fuzzy grubuna (H*, )

fuzzy demetinin % iizerindeki sap1 denir ve H*(X)pr  ile gosterilir.

4.2.6. Tanim

Pl € I* sabit bir fuzzy nokta ve V, B in acgik bir Q-komsulugu ise, H* topolojisinin
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ingasinda tanimlanan, s:W — H*(X) donistimiine H*(X) in W tizerindeki kesiti denir.
H*(X) in W iizerindeki biitiin kesitlerinin kiimesini T'(W,H*)ile gosterelim. Her
i=1,.,kigin (s, s5)(P[) =si(P[)si(P}) oldugu gbz oniine aliirsa asagidaki
teoremverilebilir.

4.2.6. Teorem

r(W,H"),sys, € I'(W,H") ve P[ € Wolmak lizere

(5152)(P7) = s1(P{)s2(PY)

noktasal ¢arpimi ile bir fuzzy gruptur.

fspat

Tanimlanan noktasal ¢arpim iglemi iyi tanimli ve kapalidir. Ag¢ikca ¢arpim islemi birlesimli
ve [Tie; V P eIX [(X , BT, (Z,*, Peri)] birim elemanlarindan elde edilen
I:W - H*(X) donisimii ~ birim  dontisimdiir. Diger taraftan keyfi  Dbir
s € I'(W,H*) elemaninin  tersi yani s~ '€ T'(W,H*), (Zx*, F;) fuzzy topolojik

genellestirilmis grubunun tersi ile elde edilir.

O halde I'(W, H*)birfuzzy gruptur.

Bu nedenle Teorem 4.2.6 dan her 04,0, € H*(X) i¢in
():H'(X) xH*(X) = H*(X) (01,02) = 01.0,

islemi fuzzy siireklidir. O halde (H*, ) ifti cebirsel bir fuzzy demettir.
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5. FUZZY NORMLU UZAYLARDA TRiGONOMETRIiK
t-YAKLASIM

Lineer uzayda fuzzy norm fikri ilk olarak Katsaras (1984) tarafindan fuzzy topolojik vektor
uzaylar1 incelenirken tanitilmistir. Katharas’in (1984) tanimindan sonra, fuzzy norm
kavram farkl1 sekillerde tanitilmistir. Ornegin, Felbin (1992) lineer uzayin her bir elemanina
bir fuzzy sayi atayarak lineeruzay tizerinde fuzzy norm fikrini ortaya koymustur. Bu fuzzy
norm ile iligkili olan fuzzy metrik Kaleva ve Seikkala (1984) tipindedir. Daha sonra Cheng
ve Mordeson (1994) bir lineer uzayda fuzzy norm fikrini, ilgili fuzzy metrigi Kramosil ve
Michalek (1975) tipinde olacak sekilde baska bir tanimla vermistir. Bag ve Samanta (2003),
Cheng ve Mordeson’dan sonra yine fuzzy metrigi Kramosil ve Michalek tipi olan bir fuzzy
norm tanimlamistir. Bu tanimin yeni 6zelligi, bu tiir fuzzy normlar i¢in dnemli olan ayrisma
teoreminin, bu yeni normlarin ailesindeki gegerliligidir. Bag ve Samantabu o6zelligi
kullanarak sonlu boyutlu fuzzy normlu lineer uzaylarin bazi 6zelliklerini ¢alisabilmislerdir.
Bag ve Samanta (2005) lineer bir operatoriin fuzzy normlu bir uzaydan baska bir fuzzy
normlu lineer uzaya sinirlilik kavramini ortaya koymus ve iki tip (giiclii ve zayif) fuzzy
sinirl operator tanimlamstir. Kider ve Kadhum (2017) ise fuzzy sinirhi lineer operatoriin
fuzzy normunu tanimlamak igin baska fuzzy smirli operator tipi tanimlamistir. Bag ve
Samantatarafindan verilen kavramlar fuzzy fonksiyonel analizin gelistirilmesinde
kullanilmis ve uygulamalari yapilmis ve farkli yazarlar tarafindan c¢ok sayida makale
yaymlanmistir (Bag ve Samanta, 2005, 2006, 2007, 2013, 2015; Golet, 2010; Hasanhaki,
Nazari ve Saheli, 2010).Y1lmaz (2010) giiclii ve zayif fuzzy yaklagimin 6zelliklerini ortaya
koymaktadir. Daha sonra Lee (2016) sinirli yaklagim 6zelligini tanitarak ve fuzzy normlu
alanlarda yaklagim ozelliklerinin karakterizasyonunu saglamistir. Bu tez i¢in fuzzy normiu
uzayda ihtiya¢ duyulan en iyi t —yaklasim kavrami Vaezpourve Karimi (2008) ve fuzzy
normlu uzaylarda zayif ve giicli Schauder tabani kavrami Yilmaz (2010) tarafindan

tanitilmistir.

Bu tez i¢in bir diger 6nemli kavram ise yaklagim teorisidir. Yaklasim teorisi; nitelikleri daha
az bilinen (¢alisilmasi zor olan) bir fonksiyona, nitelikleri daha 1yi bilinen (¢alisilmasi kolay
olan, 6rnegin polinomlar gibi) ve daha basit yapida olan fonksiyonlarla yaklasim saglanabilir
mi ve bu yaklasim en iyi nasil elde edilir sorularina cevap arayan ¢aligmalar1 kapsamaktadir.
Weierstrass, 1885 de her periyodik fonksiyona, trigonometrik polinomlar tarafindan diizgiin

sekilde yaklasabilecegine dair onemli bir teoremi kanitlamistir. Dolayisiyla onemli yaklagim
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elemanlarindan biri trigonometrik polinomlardir. (De Vore ve Lorentz, 1993). f € X'e
verilen bir alt uzaydan fonksiyonlar yardimi ile yapilan yaklagiminderecesini tahmin etmek,
yaklagim teorisi i¢in klasik bir problemdir. f € LP(T)i¢in tipik bir yaklagim alani, tiim
trigonometrik polinomlarin n'den kii¢iik veya esit olan elemanlardan olusan kiime t,,:= span
{e’* : | k| < n,k € Z} bicimindedir. Burada {e?* : k € Z}kiimesine Fourier tabam
denir. Klasik Fourier serileri ile yaklasim hata tahminleri ¢esitli yazarlar tarafindan
incelenmistir. Bu ¢aligmalarin sonuglar1 referanslarda bulunabilir (De Vore ve Lorentz,
1993; Timan, 1963; Zygmund, 1959; Holland, 1981).Yaklasim teorisinde Fourier serileri
olduk¢a onemlidir. Ciinkii Fourier serileri bir periyodik fonksiyonu basit dalgali
fonksiyonlarin (siniis ve kosiniis) toplamina cevirir, bir baska deyisle kompleks iistel

fonksiyona e li forma cevirir.
5.1. Fuzzy Normlu Uzaylar ve Yaklasim Teorisi

Bu boliimde tezin besinci boliimiinii olusturan fuzzy normlu uzaylar ve yaklasim teorisi ile

ilgili temel tanim ve kavramlari ele alacagiz.
5.1.1. Tanim

X # @ herhangi bir kiime ve A S Xolmak lizere poX - [0,1] fonksiyonu ile karakterize
edilen A = {(x, u, (¥))| x € X}kiimesine X tizerinde bir fuzzy kiime denir.
u, fonksiyonuna A kiimesinin tiyelik fonksiyonu, her x € X igin u,(x) € [0,1]degerine
de x € X’iniiyelik derecesi denir (Zadeh, 1965).

5.1.2. Tanim

«: [0,1] x [0,1] — [0, 1] ikili islem olsun. * islemi

i) * birlesimli ve degisimlidir,

i) * siireklidir,

iiiya * 1 = ahera € [0,1] igin,

ivJa < cveb < doldugundaa * b < ¢ *x dvea,b,c,d € [0,1]

kosullarini sagliyorsa, * islemine siirekli bir ¢t — norm denir (Bag ve Samanta, 2003).
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5.1.1. Ornek

Asagidakiler, tima, b € [0, 1] i¢in tanimlanan fuzzy kesisim olarak siklikla kullanilan bazi

t —normlara 6rnek olarak verilebilir(Bag ve Samanta, 2003).

1) Standard kesisim: a * b = min(a, b)

il) Cebirsel carpim: @ * b = ab

iii) Smurlt fark: a * b = max(0,a + b)
a ,b=1 ise
ax*xb =4b ,a=1 ise

0 ,diger durumlar ise
Bag ve Samanta (2003) lineer uzayda fuzzy normu asagidaki bi¢imde tanimlamustir:
5.1.3. Tanim

X, lineer bir vektor uzayr olsun. X X R’nin fuzzy alt kiimesi N x,y € X ve ¢ € Rolmak

lizere,

(N vt eR,t < O,N(x,t) = 0;

(N2) (vt e R,t > O,N (x,t) = 1) dir ancak ve ancak x = 0;

(N3) vt e R, t > O,N (cx,t) = N (x,%) vec * 0;

(N4) vt,s eR,ve x,y €EX; N(x + u,s + t) = min{N (x,s),N (u,t)};
(N5) N (x, .), R,'de azalmayan bir fonksiyondur ve sup; eg N (x,t) = 1

sartlart saglaniyorsa X tizerinde fuzzy norm denir ve (X, N) ikilisine ise fuzzy normlu vektor

uzayi ad1 verilir (Bag ve Samanta, 2003).

N(x,t), x'in normuna {iyelik derecesini gosteren t € R ve x € X e bagli olan ve [0, 1]

araliginda deger alan X'in fuzzy normudur.

Tanim 5.1.3, asagidaki Ayrigma teoremini igerir.



48

5.1.1. Teorem (Ayrigma teoremi)
(X, N) fuzzy normlu lineer uzay olsun. Varsayalim ki
(N6) (Vt > O,N (x,t) > 0) =>x =0,

lx]l, =A{t>0:N(xt)=y}LVy € (0,1)olsun. Bu durumda {||x]|, : v €
(0,1)}, X tizerindeki normlarin bir ailesidir ve X {izerindeki fuzzy normlara karsilik gelen

y —normlar denir (Bag ve Samanta, 2003).

Bununla birlikte, Tanim 5.1.3 tiggen esitsizliginin t-norm olarak “min” sectiginden gii¢lii bir
kisitlama gerektirir (N4). Boylece, kisa bir siire 6nce, Bag ve Samanta Tanim 5.1.2 nin (N4)
kosulunda bulunan “min” kosulu yerine asagidaki sekilde bir t-normunu diisiinerek lineer

bir uzayda fuzzy bir normun genel tanimin1 verdiler (Bag ve Samanta, 2013).
5.1.4. Tanim

X, lineer bir vektor uzayi olsun. N, X X R’nin fuzzy alt kiimesi, x,y € X ve ¢ € Rolmak
uzere,

(N1) vt eR,t < O,N (x,t) = 0;

(N2) (vt e R,t > 0,N (x,t) = 1) dirancakve ancak x = 0;

(N3) vt e R, t > O,N (cx,t) = N(x,%)vec * 0;

(N4) vt,s eR,ve x,y €X; N(x + u,s + t) = N (x,s) * N (y,t);
(N5) N (X, .), R,'de azalmayan bir fonksiyondur ve sup;eg N (x,t) = 1
sartlar1 saglaniyorsa N'ye X {izerinde t-norma goére fuzzy norm denir ve (X, N) ikilisine ise

fuzzy normlu vektor uzay: adi verilir(Bag ve Samanta, 2013).

Bag ve Samanta, bunun normlu, siirekli t-norm “min” a goére fuzzy normlu bir uzay
olmayan fakat t —norm “carpim” a gore normlu fuzzy bir uzay olan ancak fuzzy normdan
klasik norm ailesine ayrigma teoremini saglamayan bir 6rnek verdiler. Bu 6rnekte(X, N)
carpim t-norma gore fuzzy normlu uzaydir. Fakat bu durumda A{t > 0: N (x,t) = y} X,

tizerinde bir norm fonksiyonu olmaz (Bag ve Samanta, 2013).
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5.1.1. Uyan

N, X tlizerinde * t —normuna gore bir fuzzy norm olsun. Bu durumda bazi1 y € (0,1) igin
y * ¥y =y Ozelligini sagliyorsa bu y i¢in A{t > 0: N (x,t) = y},x € X, X {izerinde bir norm
olur (Bag ve Samanta, 2013).

Asagidaki 6rnek bize klasik anlamdaki her normdan bir fuzzy norm elde edilebilecegini

gostermektedir.
5.1.3. Ornek

(X, |- 1D bir normlu uzay olsun. Her x € X i¢in a * b = min{a,b}vea * b = a.b t-

normlarini alalim.

_ >0 ise
N (x,t) =3t + ||x]|

0 t<0 ise

seklinde tanimlanan fonksiyon bir fuzzy norm ve boylece (X, N,*) tigliisii bir fuzzy normlu

uzay olur. Bu uzaya standart fuzzy normlu uzay denir (Golet, 2010).

5.1.5. Tanim

(X, N) fuzzy normlu uzay ve (x,,) < X bir dizi olsun. Bu durumda her t > 0 igin
nlgréoN(xn -xt)=1

ise (x,) dizisi (X,N)’de x € Xe yakinsiyor denir ve

N
Xp =X

bi¢iminde gosterilir (Lael ve Nourouzi, 2007).



50

5.1.6. Tanim

Her x € X i¢in

n
X — Z A Xy
k=1

lim =0

n—oo

X

olacak bigimde{a,, };=, skalerlerin bir tek dizisi varsa {x, };—; ‘e, X normlu lineer uzayinin

bir Schauder taban1 denir (Schauder, 1927).
5.1.7. Tanim

x € X olmak iizere herbir@ € (0,1),e > 0ven > nyigin

n
N(x—Zakxk,s>21—a

k=1

olacak bigimde ny = ngy(a, &) ve {a,}n-, dizisi var ise {x,}n=; ‘e, Xfuzzy normlu lineer

uzayinin bir zayif tabani denir ve bu

zayif fuzzy gosterimine sahip olur (Yilmaz, 2010).
5.1.2. Teorem

X bir Banach uzay1 ve {x,} € X bir baz1 olsun ve a *b = min{a, b}, t—normunu
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diistinelim. Bu durumda

_— >0 ise
N (x,t) =3t + ||x]|

0 t<0 ise
olmak tizere {x,}, (X, N) fuzzy normlu uzayinda bir zayif-tabandir (Y1lmaz, 2010).
5.1.8. Tanim

A, (X, N,*) fuzzy normlu uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ve *, stirekli bir t-norm olsun.

x € X,t > 0Oigin

Es(x,t) = supyeaf{N (v — x, 1)}

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda

N (yO - X, t) = EA(.X', t)

esitligini saglayan y, € A elemanina x elemaninina en iyi t-yaklasimi denir (Vaezpour ve

Karimi, 2008).
5.1.9. Tanim

A, (X, N,*) fuzzy normlu uzaymin bos olmayan bir altkiimesi ve *, siirekli bir t—norm olsun.

x € X,t > 0i¢in x elemaninin en iyi t-yaklagimlarmin kiimesi

Pi(x)={y € A:N (y — x,t) = E4(x, 1)}

bi¢iminde tanimlanir. Herbir x € X, A da en azindan bir tane en iyi t-yaklagima sahip ise
A’ya t-proximinal (t-Chebyshev kiimesine benzer olarak) kiime denir (\Vaezpour ve Karimi,
2008).
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5.1.10. Tanim

(X,N;) ve (Y,Ny),t-normu a * b = min{a,b} olan fuzzy normlu uzaylar ve

T: (X,N;) = (Y, N;) bir lineer operator olsun. Her x € X ve t € R igin

Ni(x,t/M,) = a = N,(T(x),t) =«

olacak bi¢cimde en azindan bir M,,0 < a < 1 pozitif reel sayist bulunuyorsa T

operatoriine X iizerinde zayif fuzzy sinirh operator denir (Bag ve Samanta, 2005).

5.1.11. Tanim

(X,Ny)ve(Y,N,), t-normu  a * b = min{a, b} olan fuzzy normlu uzaylar ve

T: (X,N;) = (Y, N,)bir lineer operator olsun. Her x € X vet € R igin

N, (T(x),t) = N;(x, t/M)

olacak bicimde en azindan bir M > 0 pozitif reel sayist bulunuyorsa T operatoriine X

tizerinde gliglii fuzzy sinirh operator denir (Bag ve Samanta, 2005)

5.1.3. Teorem

(X,N,) ve(Y,N;), t-normu a * b = min{a,b} olan fuzzy normlu uzaylar ve
T: (X,N;) = (Y, N,)bir lineer operator olsun.T giiglii fuzzy sinirli ise zayif fuzzy smirhdir.
Fakat tersi gecerli degildir (Bag ve Samanta, 2005).

5.1.12. Tanim

(X, Ny) ve (Y, N,) iki fuzzy normlu uzay ve * siirekli t-norm ve D(T), T operatoriiniin tanim

bolgesi olmak tizere T: D(T) — Y bir operatdr olsun. Her x € D(T) igin

No(T(x),t) =2 (1 =71) * N (x, )
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olacak bi¢gimde en azindan bir r,0 < r < 1 sayis1 var ise T ye fuzzy smurli operatér denir

(Kider ve Kadhum, 2017).

5.1.1. Notasyon

(X, N,) ve (Y, N,) iki fuzzy normlu uzay olsun.
FB(X,Y) ={T:X - Y,T fuzzy sinirh operator}
(Kider ve Kadhum, 2017).

5.1.5. Ornek

X, [0,1] tizerinde tanimli polinomlarin vektor uzayi ve ||y|| = trél[gl)l(]{y(t)} olsun.

(1 lyll<s ise
N(y's)‘{o Iyl >s ise

seklinde tanimlansin. Burada t-normu min alirsak (X, N) bir fuzzy normlu uzay olur.

T:X - X operatorii  T[y(t)] :=y'(t) bi¢inde tanimlansin. Bu durumda T operatorii

lineerdir.
v (t) = t™ igin ||y,|| = 1dir. Buradan

1 n<s ise
NTOYs) ={, D25

olur. Dolayisiyla N(T(y),s) = (1 —c) * N(y,t) olacak bigimde bir ¢, 0< ¢ < 1 eleman1

bulunamaz. Buradan T operatorii fuzzy siirl degildir (Kider ve Kadhum, 2017).
5.1.4. Teorem

(X, N;) ve (Y, N,) iki fuzzy normlu uzay olmak iizere T: D(T) — Y operatoriiniin normu
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N(T,t): = infyepyNo (T (x), ), > 0

bigiminde tanimlansin. Bu durumda (FB(X,Y), N,*) bir fuzzy normlu uzaydir (Kider ve
Kadhum, 2017).

5.1.2. Uyan

Teorem 5.1.4 deki esitlik

N,(T(x),t) = N(T,t) = N;(x,t)

bi¢imde yazilabilir (Kider ve Kadhum, 2017).

T := R/2nZ olsun. 2r-periyotlu fonksiyonlari tanimlamak i¢in T kullanilir. LP (T) uzay1

asagidaki bigiminde tanimlanur.

1

/
LP(T) = {f: Iflly = (fy IF P ax) ™ < +oo}, 1<p <o,

f, T lizerinde heryerde tanimli ve siirekli fonksiyon olmak tizere ||f || = supxer|f (x)| <
400 bigimdeki fonksiyonlarin Banach uzay1 C(T) olarak gosterilir (De Vore ve Lorentz,
1993:18).

5.1.13. Tanim

Derecesi en fazla n olan cebirsel bir polinom

n

PO = By() = ) gyt

k=0

bi¢iminde tanimlanir (De Vore ve Lorentz, 1993:1).



5.1.14. Tanim

Derecesi en fazla n olan trigonometrik bir polinom
n
a
T(x) :=T,(x) = 70 + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

bi¢iminde tanimlanir (Zygmund, 1959:1).

5.1.15. Tanim

f € LP(T),1 < p < o igin f fonksiyonunun siireklilik modiili
w(f,8)p = suposnesllf (+h) = F()llp

bi¢iminde tanimlidir (Zygmund, 1959:45).

Siireklilik modiilii birgok 6zellige sahip olmakla birlikte bu tezde § > 0 ve 4 > 0 olmak

iizere [a, b] araliginda sinirli bir fonksiyon i¢in iyi bilinen bir 6zellik olan
61 =61 = w(f,81)p < w(f, 82)p
ozelligi kullanilacaktir (De Vore ve Lorentz, 1993:41).

5.1.16. Tanim

f € LY(T) fonksiyonunun {eikx: k e Z} ortonormal Fourier tabanina gore seri agilimi

1 )
c(f) = EJT fx)e**dx,k € Z

olmak tlizere

55
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co

F0O~ ) el

k=—o0
bi¢imindedir. Bu seriye Fourier serisi denir (De Vore ve Lorentz, 1993:3).
5.1.17. Tamim

n €N vet € Rolsun.

n

D) = ) el

k=—n

seklinde tamimlanan D, fonksiyonuna n-mertebeli Dirichlet c¢ekirdegi denir ve D,

fonksiyonu

n
D,(t):=1+2 Z cos kt
k=1

seklinde yazilabilir. Her n = 0,1,2,.... icin D,, fonksiyonu reel degerli, 2w — periyotlu ¢ift
bir fonksiyondur. D,, hem pozitif hem negatif degerler alabilir (De Vore ve Lorentz, 1993:3).

5.1.18. Tanim

D,, fonksiyonuna n-mertebeli Dirichlet ¢ekirdegi olmak tizere,

1
A, = D.(t)|dt
=] 120

ifadesine Lebesgue sabiti denir (Zygmund, 1959:67).
5.1.7. Teorem

n € N ve |r,| < 3 olsun. Bu durumda
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A, = Flogn + 1,
esitligi saglanir (Zygmund, 1959:67).

Fourier serisinin n. kismi toplamin1 S,,(f)(x), D, n. dereceden Dirichlet ¢ekirdegi olmak

luzere

$u(N6) = 3= [ FOIDA =0 dy

= 52| Fa+nD.0)ay

bi¢iminde yazilabilir (De Vore ve Lorentz, 1993:3).

Her f € C(T)‘nin S,(f) Fourier toplam1 f fonksiyonuna diizgiin yakinsamaz. Ancak
Fourier toplamlarinin aritmetik ortalamalar1 ile her f € C(T) ye diizgiin yakinsayan
trigonometrik polinomlarin serilerini elde edebiliriz. Bu ortalamalar n. Fejer (Cesaro)

ortalamasi o, (f) ve de la Vallee Poussin ortalamasi V,;" (f)

1 < 1 <
on(f) = m;Sk(f)Ve Wt (f) = n_—m'i'lkzzr:nSk(f)

bi¢imde tanimlanirlar (De Vore ve Lorentz, 1993:3;Mastroianni ve Milovanovic, 2008:32).

Simdi Y c,sonsuz seri ve S,bu serinin kismi toplamini, A = {1,}, 2, = 1ve
Ans1 — Ap = 1 gostermek tlizere tamsayilarin bir dizisi olsun. Sy,dizisinin {4,} dizisi ile
tiretilen Fourier tabaninda n. genellestirilmis de la Vallee Poussin ortalamasi V, (4, x) =

Vo (f, 45 %),

1 n-1
LA =7 Y SH@ZD
n k=n-1,
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bigiminde tanimlanir.

V(1) serisi yakinsak ise Y, ¢,sonsuz serisi (V},, 1)-toplanabilir ve eger

D Vo = %)

yakinsak ise |V}, A|-mutlak toplanabilirdir denir (Leindler,1968).

Kolayca géormek miimkiindiir ki n. genellestirilmis de la Vallee Poussin ortalamasi A = 4,,
i¢in uygun segimler yapildignda, 6rnegin A,, = 1 igin V,,,1(1) = S, kismi toplamlar dizisini
ve A, = nigin ise V,, ., (1) = a,n. Fejér (Cesaro) ortalamasini verir (Leindler,1968).

5.1.19. Tanim

LP(T) uzay1 igin 1 < p < oo olmak iizere Fourier tabanlari {eik" }kEZ ile en iyi yaklasim

En(f)p = infTErn”f - T”p

seklinde gosterilir. Ustelik lim E,(f), = 0 dir.
n—oo

f € C(T) fonksiyonuna yaklagimlarin dereceleri igin kullanilan bir diger 6nemli kavram

olan stireklilik modiilii ile en iyi yaklasimin iliskisi Jackson teoremi ile verilmistir

(Zygmund, 1959:115; De Vore ve Lorentz:59).
5.2.(L”(']I‘), Np), 1 < p < o Fuzzy Normlu Uzayinda t —Yaklasim

(Lp(’]I‘),ll.llp) Banach uzay1 iizerinde a* b = min{a, b}t —normu ile Ornek 5.1.3

diistiniiliirse

— t>0 ise
Np(x, t) =t + llxll,

0 t<0 ise
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fuzzy normu ile (LP(T), N,,) siralt ikilisi bir standart fuzzy normlu uzay olur.

Teorem 5.1.2 g6z oniline alinirsa klasik Fourier tabani, 1 < p < oo i¢in Schauder tabani

oldugundan (LP(T), Np) fuzzy normlu uzayinda igin bir zayif-fuzzy tabanidir. Dolayisiyla

her f € LP(T),1 < p < o igin

1 )
c(f) = EL fx)e**dx,k € Z

olmak lzere

n

> et 2 f)

k=1

yazabiliriz. Buise her ¢ € (0,1), & > 0Oven = nyicin

N, <f — Z ck(f)eikx,s> >1—-a

k=1

olacak bicimde en azindan bir ny=ny(a,e) nin var

durumda f fonksiyonu

n

) =) (e

k=1
zayif fuzzy gosterimine sahip olur.

5.2.1.Teorem

Her f € (C(T),Ny) ve € > 0 igin t > 0 olmak tizere

t
No(f =T,t) = t+—€

olmast demektir. Bu
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olacak bi¢imde bir T € t,, trigonometrik polinomu vardir.
fspat

f € (C(T), N,,) olsun. Bu durumda iyi bilinen Weierstrassikinci teoremi ve standart fuzzy

normun tanimindan istenilen sonug asagidaki gibi kolayca elde edilir (Zygmund, 1959:90).

t

No(f —T,t) = > ,
=10 = =T 2 t+e

5.2.1. Tanim

Tp, LP(T), 1 < p < oo standart fuzzy normlu uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi olmak

tizere f € LP(T),1 <p < oo igin

En(f,t)p = supre, (N, (f =T, )}, £ >0

olmak tizere t,, den en iyi t-yaklagimi

Np(f =T%t) = Ex(f, 1)y

esitligini saglayan T™* polinomuna 7,, in f ye en iyi t-yaklasimi denir.

f eLP(T),1 <p < wigint > 0 olmak iizere t,, den en iyi t-yaklasan elemanlarin kiimesi
Pi(f) ={T € tu: Ny (f = T,0) = En(f, )p}

seklinde tanimlanir.

Tanim 5.1.19 da verilen klasik en iyi yaklagim tanimindan

lim E,(f,t), = 1
n—-oo
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oldugu goriiliir.
5.2.2. Tanim

Standart fuzzy normlu (LP (T), Np), 1 < p < oo uzayinda t-siireklilik modiilii ¢t > 0 olmak

lizere
(UF(f; 5)1) = inf0<h55Np(f(- +h) - fﬂ t)

seklinde tanimlanir. Ustelik p = oo igin éirr(l) wr(f,8)e = 1dir.

5.2.2.Teorem

f € (C(T), N,) olsun. Bu durumda her bir n € N ve t > 0 olmak tizere

B t/0w 2 0 (117)

n
olur.
fspat

f € (C(T), N,) olsun. Bu durumda iyi bilinen Jackson teoremi ve Tanim 5.1.19 da verilen

klasik en iyi yaklasimin tanimindan istenilen sonug asagidaki gibi elde edilir.

1
wp (f15) = infocnea/nNy (FC+R) = £,0)

n
_ t
¢+ supo<pe Ny (F(+R) — £, 1)
_ t
Cttw (f, %)m
t t

Ct4+E(foe  t+ Cinfreg [If — Tllo
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_ t/C
T t/C+NIf — Tllo

= En(f,t/C)oo

Sp(f), f’nin Fourier tabanl gdsteriminin kismi toplamina Fourier operatorii diyelim. Bu
durumda Fourier operatorii 7,, lizerinde bir projektordiir, yani her f € t, i¢in S,,(f) € 7,

olur. Dolayisiyla her T € t,, i¢in ilk olarak

Np(f - Sn(f), t) Zmln{Np(f —-T, t/z)’Np(Sn(f) - T, t/Z)}
>min{N,(f — T,t/2), Ny (S, (f = T),t/2)} (5.1)

esitsizligini, buradan ise

t

Nyp(Sp(f —T),t/2) = 2 > 25 =N (f ~T L)
pion ’ 248NN =T = il =7, " 211,

yukarida verilen klasik normlu uzaylardaki operator tanimi (Korovkin, 1960) ile

t
Ny (f = Sn(f), ) = N (f - T'm)

elde edilir. Boylece esitsizligin iki tarafinda T € T, igin supremum alinirsa

t
N,(f = S ,t) = E ( ,—)
olur.
Klasik teoride Fourier operatoriiniin Lebesgue sabitinin davranisi kismi toplamlarinin
yaklagim hiz oranini hesaplamak i¢in ne kadar 6nemli ise fuzzy normlu uzay i¢inde o derece

onemlidir. Standart fuzzy normlu uzay i¢in Es. 5.1°in iki tarafinin T € 7,, ye gore

supremumunu alirsak,

E (f,)p = Np(f = Sp(f), 1) 2 Ey (f’ ﬁ)
nip
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elde ederiz. Buradan

Np(f - Sn(f); t)"'En(f» t)p

olmasi i¢in gerek ve yeter sart Lebesgue sabitlerinin sinirlt olmasidir. Siradaki teoremde

Lebesgue sabitlerinin standart fuzzy normlu uzaylardaki davranisi verilmistir.

5.2.3.Teorem

LP(T), 1 <p < o standart fuzzy normlu uzay ve n €N igin  S,: (LP(T),N,) -
(LP(T), N,,) olsun. Bu durumda ¢ > 0

p—1
I 1 p=2 ise
4p® VP +1 2<p<+o ise

( 1/p
4 (L) 1<p<2 ise
Cp =

olmak iizere 1 < p < +o0i¢in

Np(Sn(f),8) = Np(f, t/cp)

olup giiglii fuzzy sinirhidir. p = 1 ve p = +o0ise n ye ve f ye bagl olmayan bir C sabiti i¢in
Np(Sn(f), 1) = Np(f,t/Clogn)

olur.

fspat

LP(T),1 < p < costandart fuzzy normlu uzay ve n€N i¢in S,: (LP('[F),Np) -
(Lp('H'),Np) olsun. Bu durumda t > 0 olmak iizere 1 < p < +o0 igin Teorem 3.1.1

(Mastroianni ve Milovanovic, 2008:193) g6z Oniine alinirsa
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p 1/p
4(;) 1< P <2 ise
= 1 p=2 ise

4p@ VP +1 2<p<+o ise

olmak lzere

t t
NS0 = s T = T+ 6, 17T,
__ Yo _

= e+, - M)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla Tanim 5.1.11 den S,, operatorii giiglii fuzzy sinirli olur.

p = 1ve p = 400 i¢in ise yine Teorem 3.1.1 (Mastroianni ve Milovanovic, 2008:193) goz

Ontne alinirsa

t t
>
t+ 1Sn(Oll, — t+ Clognllfll,
_ t/C.logn
t/C.logn + [Ifll,

Ny (Sn(f),8) =

= Ny(f,t/C.logn)

esitsizliginden n — oo igin M = oo olacagindan S, operatorii giiclii fuzzy siirh degildir.

p = 1ve p = +oo durumlari

En(f’ t)p Z Np(f - Sn(f), t) 2 En (f‘ C logn)
' p

oldugundan en iyi t-yaklagimi igin kritik durumlardir. Bu durumlar i¢in operatoriiniin en iyi
t —yaklasimina yakinsakligi garanti degildir. Bunun i¢in énemli bir 6rnek klasik Fourier
analizi i¢in Kolmogorov tarafindan verilmistir. Bu klasik 6rnekte Fourier toplami1 heryerde

iraksak olan bir f € L*(T) verilir(Zygmund, 1959:230).
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5.2.1. Lemma

(X, N;)ve (Y, N,) standart fuzzy normlu uzaylar ve lizerindeki t-norm a * b = min{a, b}

olsun. Bu durumda T: (X, N;) = (Y, N,) operatori giigli-fuzzy sinirli ise fuzzy smirhdir.
fspat

(X, Ny)ve (Y, N,) standart fuzzy normlu uzaylar ve tizerindeki t-norm a * b = min{a, b}
olsun. T: (X, N,) — (Y, N,) operatoriinii giiglii-fuzzy sinirli kabul edelim. Teorem 5.1.3 den
T operatorii zayif-fuzzy siirli olur. Bu durumda Tanim 5.1.10 den her x € Xve t € R igin

Ni(x,t/Mg) =2 a = No(T(x),8) =2

olacak bigimde en azindan bir My, 0 < a < 1 pozitif reel sayist vardir. Buradanr < 1 — «

secersek, her a € (0,1) i¢in

N, (T(x),t) = min{1 — r, N; (x, t}

olacak bi¢imde 3Ir,0 <r <1 bulabiliriz. Bu ise Teorem 5.1.4 de verilen tanim
diistiniildiigiinde bize T nin fuzzy smirlt oldugunu gosterir.

5.1.1. Sonug

(LP(T), N,) standart fuzzy normlu uzay ve n € N igin S,: (LP(T),N,) — (LP(T), N,)

olsun. Budurumda 1 < p < 4oove t > 0 i¢in S,, operatorii fuzzy sinirlidir.
fSpat
Teorem 5.2.3 ve Lemma 5.2.1 den operatdriiniin fuzzy sinirli oldugu gortiliir.

Sy, operatoriiniin her f € (C(T), Ny,) i¢in fuzzy siirl olmadigini gérdiik. Siradaki teoremle

n. Fejér ortalamasinin keyfi bir f i¢in yakinsak oldugunu gosterir.
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5.2.4.Teorem

(C(T), N,,) standart fuzzy normlu uzay olsun. a,: (LP(T),N,) — (LP(T),N,) Fejer

N
operator olsun. Bu durumda her f € (C(T), No,) ve t > 0 igin a,(f) — fdir.
fspat

f € (C(T),N,) ve t > 0olsun. Bu durumda Fejér teoremine (Mastroianni ve Milovanovic,
2008:196) ve asagidaki basit bir hesaplama

AEEONOO(O-n(f)_f't) =1li d : 1

m = =
n>ot + |0y (f) = flle 1:+Tlliﬁnolollan(f)—fIIoo
ile elde edilir.

Simdi daha iyi bir yaklagim elde etmek igin

2n
1
HOE n—HkZ Se(f)

de la Vall€ee Poussin ortalamasini diisiinelim. Fuzzy normda yaklasim hatasinin tahmini

asagidaki gibidir.

5.2.5.Teorem

f € (LP(T),N,), 1 < p < o olsun. Bu durumda t > 0 olmak iizere
Ny (Vu(f) = f,6) Z En (£, t/C)y

C # C(n, f) elde edilir.
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fspat

Klasik yaklasim E,(f), i¢in verilen Tanim 5.1.19dan herf € (LP (']I‘),Np) ,1<p < ove
t >0 icin

t

) _ t t _ C
D=L = S T, T T D, T B,
(/C t/C

Tt/CHinfre If — Tl TSR/ If T,
Teorem 3.1.2 (Mastroianni ve Milovanovic, 2008:196) elde edilir. Dolayisiyla buradan da
Npy(Va(f) = £, 8) Z En(f,t/C)y
elde edilir.

5.3. (H*(T),N,), 0 < a <1 Fuzzy Normlu Hélder Uzayinda ¢-Yaklasim

LP(T),1 < p < oo uzay: gibi bu tez ¢aligmasi i¢in 6nemli olan diger bir Banach uzayi
Prossdorff (1975) tarafindan 2m-periyotlu siirekli fonksiyonlarn bir alt uzayr olarak ele
alimmistir. Bu uzay Holder uzayidir ve asagida tanimi verilmistir.

5.3.1. Tanim

1 <p<oovel<a<1olmakiizere Holder sinifi

HE(T) = {f € LP(T): supssoft “w(f,),}} < oo
seklinde tanimlanir (De Vore ve Lorentz, 1993:51).

p = o« ise HE yerine H® yazilir. Buradan f € C(T) fonksiyonunun H* Hoélder sinifina ait

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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lf () = fFOII < Klx —yl*
olacak sekilde bir K > 0 sayisinin bulunmasi olur.
H% uzay1 x # y igin,

0 ey) = LN w73 = o

olmak iizere

Iflle = lIfllco + Supyy A% (x, ¥)

bi¢iminde tanimli ||. ||, normu ile Banach uzayidir (Prossdorft, 1975).

Bu boliimdeki amacimiz Fourier serilerinin kismi toplamlar, n. Fejér (Cesaro) ortalamasi ve
genellestirilmis de la Vallee Poussin ortalamasi i¢in Holder siniflarinda verilen bazi klasik
yaklasim teoremlerini standart fuzzy normlu uzayda incelemektir.

Simdi standart fuzzy normda ile Holder sinifini tanimlayalim.

H% uzay ||. ||, normu ile Banach uzay1 oldugundan ¢, § > 0 igin

H*(T) = {f € C(M:wp(f,6) 2 ké‘a}

bi¢iminde tanimlanabilir. Diger taraftan

t
Ne(f,t) = T



olmak tizere (H*(T),N,), 0 < a < 1 standart fuzzy normlu uzay olur.

5.3.1.Teorem

f € (C(T), N) olsun. Bu durumda t > 0 olmak tizere her x igin

t
Noo(Vn(/Lf)_th) ?’En—ln f’ 2n—A
4 +log— o
olur.
fspat

f € C(T) oldugundan Teorem 3 (Leindler, 1968) den yararlanarak istenilen sonug

t
t+ V(4= flleo

t
2n—-An

t+ (4 + log » )En—an(f)

2n—An).
t+(4+10g" L infrer, , 11f=Tloo

Noo(Vn(/Lf) _f; t)=

=

t

V2
" 4+log2nl—'1’1

(o]

yukaridaki gibi elde edilir.
5.3.2.Teorem

f € (H%(T),N,), 0 < a < 1 olsun. Bu durumda t > 0 olmak iizere her x i¢in

A%t
1 0<ax<l1

NoUhL )= f021 ™7
nt 1
a =

\Ant + (1 +logdy)’
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saglanir.
fspat

f € H*(T), 0 < a < 1 olsun. Bu durumda Leindler (1968) 1n makalesindeki Teorem 4
gecerli oldugundan

a < 1ic¢in

t A%t

t+IIVn(/1f) flloo t+ﬁ T %+l
n

Neo (Va (4, ) = f, )=

ve a = 1igin

t _ Ant

t+IIVn(/'lf) Flloo t+(1+1;—gln) T Ant+(1+ogAy)
n

Neo (Va (4, ) = f, )=

elde edilir.

5.3.3.Teorem

f € (H*(T),N,), 0 < a < 1olsun. Budurumda t > 0 olmak iizere

n%t )
) ,0<a<1 ise
Neo(on(f) =) =4 " 37
_ a=1 ise
nt + logn

elde edilir.
Ispat
f €H*(T),0<a <1 olsun. Bu durumda t > 0 olmak iizere Fejér ortalamasi ile hata

tahmini teoremi  (Mastroianni ve Milovanovic, 2008:196), standart fuzzy norm ve

0<a<1igin
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t _ n%

Na(0n () = £, = 57 2 o+ nerl (6.2)
vea = 1igin

_ t . nt
N (O-Tl(f) f ) t+”0_n(f) flloo — > logn - nt+1 (53)

olur. Es. 5.2 ve Es. 5.3 den istenilen sonug elde edilir.

5.3.4.Teorem

f € (H*(T),N,), 0 < B < a < 1olsun. Budurumda t > 0 olmak iizere her x igin

J PICPT I A <t
Ng(V (A, f) = f,0) | 1By

k - ﬁt+(1+log/1n) B
saglanir.
fspat

fEHY(T), 0<pB<a<1lolsun. Bu durumda Leindler, Meir ve Totik (1985)
makalesindeki Holder uzayinda hata derecesi tanmini (4) den t > 0 olmak iizere her f ve

a < 1igin

¢ t %t

> =
t+HIVaL )= fllg ~ t+2,P7% T 2, %c+2,P

Va4 ) = fllg=

ve a = licginise

t = t _ Ant
t+HIVaLN=fllg ~ t+2,P 7 (14logAn)  Ant+a,P (1+logAy)

Va4 ) = fllg=
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elde edilir.
5.3.1. Sonug

f € (H*(T),N,), 0 < B < a < 1olsun. Budurumda t > 0 olmak iizere her x igin

n®Ft

Ne(on(H) —fr) 24 MhEHT

n® Pt + (1+logly)’

a<l1

saglanir.
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6. SONUC VE ONERILER

Demet teorisi yatay olarak topoloji ve dikey olarak cebir yapilan konudur ve esasen
geometrinin lokal oOzelliklerden global o6zelliklere gegis ile ilgilidir. Tezin {igiincii
boliimiinde, cebirsel topolojiden homotopi ve demet teorisini birlikte gbz Oniine alarak
Molaei (2000) tarafindan tanimlanan topolojik genellestirilmis grup vasitasiyla yeni bir
demet yapis1 insa edilmis ve bazi cebirsel topolojik karakterizasyonlari verilmistir. Demet
ve homotopi kavramlarinin fuzzy topolojideki karsiligi ¢oktan beri tanimli oldugundan,
dordiincti boliimde bu kavramlardan yararlanip literatiire fuzzy topolojik genellestirilmis
grup gibi yeni bir kavramda katarak, bir fuzzy demet yine fuzzy homotopinin olusturdugu
fuzzy gruplar ile olusturulmustur. Tezin bu kismi1 Farhangoost ve Nasirizade (2013) nin
genisletilmis homotopi ile beraber tanimlanan genellestirilmis temel gruplar ile yeni demet

olusumlarmna fikir vermektedir. Ustelik bu kavramlar fuzzy topolojiye kazandirilabilir.

Fuzzy topolojinin 6nemli problemlerinden biri, uygun bir fuzzy metrik uzay ve fuzzy normiu
uzay kavraminin elde edilmesidir. Bu problem bir¢cok yazar tarafindan farkli bakis
acilarindan arastirilmistir (Kramosil ve Michalek, 1975; Felbin 1992; Bag ve Samanta,
2003). Normlu bir lineer uzayin sonlu boyutlu bir alt uzayindan en iyi t-yaklagimlarin tanimi
Veeramani (2001), karakterizasyonlar1 ise Vaezpour ve Karimi (2008) tarafindan
calisilmistir. Tezimizin besinci boliimiinde en iyit-yaklagim, fuzzy operatorlerin sinirlilig
tanim1 ve bir Banach uzaymin iizerinde tanimlanan standart fuzzy norm gibi calismalar
sayesinde klasik Lebesgue ve Holder uzaylarindaki trigonometrik yaklasimin ¢ok onemli
klasik teoremleri standart fuzzy normda incelenmistir. Sonrasinda Fourier tabanl
serilerininkismi toplami, n. Fejér, de la Vallée Poussin ve genellestirilmis de la Vallée
Poussin ortalamalar1 gibi ortalamalar ile t-yaklagim 6zellikleri ve hizinin oranlart verilmistir.
Bu bolimde, fuzzy normlu uzaylarda 6nemli yaklasim teoremlerinin ¢alisilmig olmast,
sonraki calismalar icin agik problemleri ortaya koymaktadir. Ornegin diger fonksiyon
uzaylarnda fuzzy normdaki t-yaklasimin davranislari incelenebilir. Ote yandan Fourier
analizi, zaman serilerinin ve diizensiz sinyallerin spektral temsilinin temelini olusturur.
Ustelik dogrusal-duragan verilerin islenmesinde ve veri manipiilasyonunda temel bir rol

oynar. Fuzzy sistemlerde veri i¢in benzerlik 6l¢iisii olarak fuzzy normun kullanilmasindan
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dolayi, sonuglarimiz sinyal ve veri igleme i¢in yada periyodik sinirsel fonksiyon aglarininin

olusturacagi fuzzy sistemleri analiz etmek i¢in uygun bir arag olabilir.
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3. (Hypergeometric functions seminar), The Selberg integral I, Department of Mathematics,
University of Central Florida, Seminer, 24.02.2016Uluslararas1)

4. (The Selberg integral I1), Hypergeometric functions seminar and the Selberg integral.,
Department of Mathematics, University of Central Florida, Calisma, 17.02.2016
(Uluslararast)

5. (Hypergeometric functions), Hypergeometric functions, Gauss equations, Department of
Mathematics, University of Central Florida, Seminer, 10.02.2016 (Uluslararas1)

Yaz Okullar:

1. 21th Gokova Topology-Geometry Workshop 2014, Mugla, Turkey, Kurs, 26- 29 May,
2014.

2. 23rd SCGAS (Southern Geometric Analysis Seminar), University of California Irvine,
CA, USA, January 30-31 2016.
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3. Graduate Student Conference in Algebra, Geometry and Topology, Temple University,
Philadelphia, PA, USA, May 14-15, 2016, Kurs, 14.05.2016 -15.05.2016.

4. Abecedarian of SIDE (ASIDE), SIDE 12 is the twelfth in a series of biennial conferences
devoted to Symmetries and Integrability of Difference Equations and related topics: Centre
de recherches mathématiques, Université de Montréal, Kurs, 27.06.2016 -01.07.2016.

5. OPSF Summer school on Orthogonal Polynomials and Special Functions Dedicated to
Memory and Legacy od Frank W. Olver, Nobert Wiener Center for Harmonic Analysis and
Applications, University of Maryland, College Park, Maryland, USA, July 11-15, 2016,
Kurs, 11.07.2016 -15.07.2016.

6. Summer Research Institute on g-Series Nankai University, Tianjin, P. R. China, Kurs,
July 25-August 15, 2018.

Burslar

1. 2214-A Yurt Dis1 Doktora Sirast Aragtirma Burs Programi, University of Central Florida,
Arastirma, 15.08.2015 -01.08.2016.

2. Chern Institute of Mathematics, Nankai University, Graduate Student Fellowship,
Arastirma, Tianjin, China. 25.07.2018-15.08.2018.

Hobiler

Bisiklet, Kosu, Kitap okuma, Miizik dinleme.
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