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1. GİRİŞ 

 

Türbülanslı akışlarla, günlük hayatımızda pek çok olayda karşılaşırız. Örneğin, 

bacadan çıkan dumanı gözlemlediğimizde,  bu bir türbülanslı akıştır. Irmaklardaki, 

kanallardaki ve okyanuslardaki su hareketlerinin de birer türbülanslı akış olduğu 

gözlemlenir. Türbülanslı akışların pek çok diğer örnekleriyle nükleer, çevre, kimya 

mühendisliklerinde, okyanus biliminde, astrofizikte karşılaşılır. 

 

Araba dizayn etmede oluşturulan rüzgar kanallarındaki akışlar, araba ve uçakların 

arkalarında bıraktıkları hava akışları, türbülanslı akışlara örnek teşkil eder. Doğada 

yönü ve hızı birdenbire değişebilen yüksek hızlı kasırga da türbülanslı akışa bir 

başka örnektir. Türbülanslı akışlar, pek çok farklı ölçeklerde girdapları içerir. 

Kasırga örneği düşünüldüğünde, çok büyük ölçekte girdapların yanı sıra, çok küçük 

ölçekte girdaplar da vardır.  

 

Türbülanslı akışların direk simülasyonu bilgisayarlar tarafından hesaplama 

yapmanın mümkün olduğu da bir yoldur. Fakat oldukça masraflı bir yoldur. Bu 

nedenle bu akışlara yaklaşmanın bir başka yolu da LES ile mümkündür. LES; 

Büyük girdap simülasyonunda temel fikir, hızı u  ile göstereceğimiz bir uzaysal 

ortalama ve bu ortalamadan sapma u′  olmak üzere, iki parçaya ayırmaktır. Burada, 

u  konvolüsyon yardımıyla tanımlanır. Türbülanslı akışlarda, u  hızın ortalama 

değerini göstermek üzere, u′ nü de  ortalama değerden sapma(fluctation) olarak 

gösterirsek, 

uuu ′+=    olarak yazılır. Böylece,  

uuuuuuuuuuuuuu ′′+′+′+=′+′+= ))((        

şeklinde lineer olmayan terimlere ayrılır. Buradaki terimler, çözümlenmiş  terim, 

çapraz terim ve türbülanslı salımlar olarak adlandırılır. Her bir terim bir takım 

fiziksel ve deneysel gerçekler göz önüne alınarak modellenir. Bu yaklaşımla pek çok 

bilim adamı tarafından,  pek çok model üretilmiştir. 
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LES modelleri, Reynolds stress tensörü olarak adlandırılan  uuuuR −=   nin 

deneysel ve fiziksel gerçekler göz önüne alınarak modellenmesiyle oluşturulur. 

Reynolds,  1895’de Navier–Stokes denklemleri gibi bir türbülanslı akış için, 

fuVupuuu Tt =∇∇+∆−∇+∇− )(. υ  

0. =∇ u  

denklemlerini önermiştir [20]. Smagorinsky ise TV  katsayısının 
Fs u∇+υυ   

biçiminde olacağını belirtmiştir. Böylece elde edilen Smagorinsky modelinin 

oluşturduğu sistem için matematiksel olarak Navier–Stokes denklemlerinden daha 

iyi sonuçlar elde edilmiştir. Smagorinsky modelinin çözümünün üç boyutlu uzayda 

da varlık ve teklik çözümlerinin regülerliği elde edilmiştir [15]. Bu sonuçlar için 

daha fazla bilgi Mohammadi (2004) kaynağında mevcuttur. 

 

Pek çok bilim adamı uu   terimi için, en iyi yaklaşımı vererek çeşitli modeller 

oluşturmuşlardır. Taylor LES modeli de benzer şekilde, 

0.

))(
2

.().(.
2

2

=∇

=∇+∇∇∇+∇∇+∇+∇+

w

frwwwwwww
T

Fst
γ

λ
υυ

µ

 

biçiminde verilmiştir. Ladyzhenskaya’ nın Smagorinsky modeli için [12,13]’de 

vermiş olduğu varlık ve teklik ispatını, Coletti (1998)’de Taylor LES modeli için 

genişletmiştir. Benzer şekilde, Rasyonel-LES model Galdi ve Layton tarafından  

Padé yaklaşımı kullanılarak,   

fwwIrwwwww T

Fst =∇∇∇−∇+∇+∇+∇∇+∇− − )()
4

(
2

.).().( 1
22

γ

δ

γ

δ
υυ  

0. =∇ w  

biçiminde önerilmiş, bu modelin çözümlerinin varlığı ve tekliği üzerine sonuçlar  

Traian Iliescu tarafından  verilmiştir [9].  

 

Bu kısımda bahsedilen  konularla ilgili daha detaylı bilgi için  [4,9,10,14-17,19,21] 

kaynaklarına bakılabilir. 
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2. NOTASYON VE BAZI TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Notasyonlar 

 

2.1.1 Tanım  

 

Eğer d

jiijaA 1,)( ==     ve   d

jiijbB 1,)( ==     dxd  tipinde matrisler ise bu durumda, 

∑∑
= =

=
d

i

d

j

ijijbaBA
1 1

:    ve, 

F
A = 

2

1

1 1

22

1

):( 









== ∑∑

= =

d

i

d

j

ijaAAA           biçiminde tanımlanır. 

  

2.1.2 Tanım(Çoklu indis)   

 

Her bir iα  bileşeni pozitif tam sayı olan  ),...,( 1 nααα = biçimindeki bir vektör 

çoklu indis olarak tanımlanır. Burada, 

nααα ++= ...1  dir. 

n

nxx

xu
xuD

αα

α
α

∂∂

∂
=

...

)(
:)(

1

1

= un

nxx

αα ∂∂ ...1

1
    dır. 

 

2.1.3  Tanım 

  

Eğer 1>m  ve  mu ℜ→Ω:   ),...,( 1 m
uuu =  

),...,( 1 m
uDuDuD

ααα =   biçiminde tanımlanır.  Bu durumda, 

}:{ kuDuD k == αα  

∑
=

=
k

k
uDuD

α

α 2/12
)(  dır. 

Özel olarak 1=k    alınırsa ; 

 



 4 

mxn
n

mm

n

x

u

x

u

x

u

x

u

Du























∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

=

L

MOM

L

1

1

1

1

 

 

biçimindedir. Burada  uDu ∇=  biçiminde de gösterilir. 

 

2.1.5  Tanım  

 









=

2221

1211

aa

aa
A   olmak üzere, matrisin diverjansı 



















∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

=


























∂

∂

∂

∂

=∇

2

22

1

21

2

12

1

11

2221

1211

2

1 ..

x

a

x

a

x

a

x

a

aa

aa

x

x
A   şeklindedir. 

 

2.2. Bazı Fonksiyon Uzayları 

 

2.2.1 )(Ωk
C Uzayı  

 

k doğal sayı olmak üzere k ’ıncı mertebeden sürekli türevlere sahip fonksiyonların 

uzayı )(Ωk
C ile gösterilir. Yani, 

::{:)( ℜ→ΩΩ uC
k u    k ’ yıncı mertebeden sürekli türevlebilir fonksiyon} dır. 

 

2.2.2 )(Ω∞
C Uzayı  

 

∞=k   ise, )(Ω∞
C ile, her mertebeden türevlere sahip fonksiyonların uzayı, 

ℜ→Ω=Ω∞ :{)( uC : u  her mertebeden türevlenebilir } biçiminde tanımlanır. 
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2.2.3 )(0 Ω∞
C  Uzayı 

 

Ω ’da kompakt desteğe sahip, her mertebeden türevlenebilir fonksiyonların uzayı 

)(0 Ω∞
C  ile tanımlanır. 

 

2.2.4  
pL Uzayı 

 

1≥p  için , 

∫
Ω

dxxu
p

)(  integrali sonlu ise; nℜ nin bir Ω alt cümlesi üzerinde tanımlı ℜ→Ω:u  

ölçülebilir fonksiyonların uzayına )(ΩpL uzayı denir. 

 

2.2.5 )(Ω∞L Uzayı  

 

∞→p için Ω  üzerinde hemen hemen her yerde (h.h.h.) sınırlı, ölçülebilir 

fonksiyonlar uzayı )(Ω∞L ile gösterilecektir. Yani kısaca 

';)(:{)( Ω≤=Ω∞ kxuuL da hhh}  biçiminde ifade edilir. 

 

2.2.6 );,0( XTL
p

Uzayı  

 

X  bir Banach uzayı ve ∞≤≤ p1  olsun );,0( XTL
p  ile  













∞=

∞≤≤

=

∈

∫

ptuess

pdttu

u

x
Tt

T

pp

x

XTLp

,)(sup

1,))((

),0(

0

/1

);,0(
 

sonlu olacak şekilde;  

XtuTtu ∈→∈ )(),0(: ölçülebilir fonksiyonların uzayıdır. 
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2.2.7 Sobolev Uzayı  

 

nℜ ’nin bir açık cümlesi Ω  olsun. Bu küme üzerinde skaler değerli fonksiyonları 

),...,( 1 nxxuu =    Ω∈x   şeklinde gösterelim. m   pozitif bir tam sayı olmak 

üzere, mruD r ≤≤0,  zayıf türevleri ∞≤≤Ω pLP 1),(  uzayında olan 

fonksiyonların uzayına  Sobolev uzayı denir. Sobolev uzayı üzerinde  

p
p

m
W

Du pm

1

)(
)(, ∫ ∑

Ω ≤
Ω

=
α

α    bir normdur. Böylece, 

∞≤≤≤≤Ω∈=Ω pmrLuDuW p

rpm 1},0),(:{)(,  dır. 

 

2.3. Bazı Temel Tanımlar  

 

2.3.1 Tanım  

 

X  lineer uzay olmak üzere, 

i)    Her vu , X∈  için,  vuvu +≤+  

ii)   Her u X∈  , ℜ∈λ  için, uu λλ =  

iii) 0=u   eşitliğinin sağlaması için gerek ve yeter koşul  0=u  dır 

 özellikleri sağlayan ),0[: ∞→X   dönüşümüne norm denir. 

 

2.3.2 Tanım 

 

Eğer      0lim =−
∞→

wwk
k

 ise, 

Vw kk ⊂∞
=1}{  alt dizisi, Vw ∈ ’de yakınsaktır denir ve 

wwk →   şeklinde yazılır. 
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2.3.3 Tanım  

 

i) ℜ→Xu :*  sınırlı lineer operatörü, X  üzerinde sınırlı lineer fonksiyonel olarak 

adlandırılır. 

ii) X  üzerindeki sınırlı lineer fonksiyonellerin uzayına X ’in dual uzayı denir ve 

*X  şeklinde gösterilir.  

 

2.3.4 Tanım 

 

Eğer her sınırlı lineer  ** Xu ∈ fonksiyoneli için 

 uuuu k ,, ** →   ise, 

Xu kk ⊂∞
=1}{   dizisi u ’ ya zayıf yakınsaktır denir ve ku  u şeklinde gösterilir. 

 

2.3.5 Tanım 

  

Eğer X  uzayının sayılabilir yoğun bir alt kümesi varsa, X  uzayına ayrılabilir bir 

uzaydır denir. 

 

2.3.6 Tanım  

 

U  ve V  normlu uzaylar ve  VUA →:  bir lineer operatör olsun. Eğer, her  Uu ∈  

için, 
UV

uKuA ≤  olacak şekilde bir 0>K  sayısı varsa A  operatörü sınırlıdır 

denir. 
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2.4. Bazı Önemli Eşitsizlikler 

 

2.4.1 Young Eşitsizliği  

 

∞<< qp,1    1
11

=+
qp

   olsun. O zaman  

 
q

b

p

a
ba

qp

+≤          )0,( >ba  

 

2.4.2 Hölder Eşitsizliği  

 

∞≤≤ qp,1    1
11

=+
qp

  olsun .  Bu durumda 

u )(Ω∈ pL  , v )(Ω∈ qL  ise, 

)()( ΩΩ
Ω

≤∫ qp
LL

vudxvu  dır. 

 

2.4.3 Cauchy – Schwarz Eşitsizliği  

 

yxxy ≤    ),( n
yx ℜ∈  

 

2.4.4  Gronwall Lemması 

 

),0(),,0(,, 1
TLhTLgfT ∈∈∞∪ℜ∈ ∞+   ve hhh  ],0[ Tt ∈   için, 0)( ≥th  

olsun. Bu durumda,  hhh  ],0[ Tt ∈  için, 

 )()( tgtf ≤  + ∫
t

0

 exp dssghdh

t

s

)()())(( τττ∫      eşitsizliği, 

)()( tgtf ≤  + dssfsh

t

)()(
0
∫ eşitsizliğini sağlar. Eğer, ),0(1,1

TWg ∈  ise, 

 



 9 

dssgdhgdhtf

t st

)()))(exp()0()()(exp()(
0 00

′−+≤ ∫ ∫∫ ττττ  eşitsizliği sağlanır.  

 

Bu bölümde verilen eşitsizlikler, bazı temel tanımlar ve notasyonların detayları için 

[1,6,10,22,23]  kaynaklarına bakılabilir. 
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3. NAVIER - STOKES  VE  ORTALAMALI  NAVIER - STOKES                             

DENKLEMLERİ 

 

Akışkanlar mekaniğinin temel denklemleri kütle, momentum ve enerjinin korunumu 

kanunlarından çıkarılır [16]. 

 

3R  ün Ω  bölgesinde sıkıştırılamaz akışları düşünelim. Bu akışların hareketlerini 

belirleyen Navier-Stokes denklemleri, 

fpuuu
t

u
=∇+∆−∇+

∂

∂
υ.

                                                                      (3.1)                                                                  

0. =∇ u                                                                                                                     (3.2)               

biçiminde verilir. Burada t  zaman, ),,( 321 xxxx =  Ω ’nın bir noktasını, 

)),(),,(),,((),( 321 txutxutxutxuu ==  akış hızını, ),( txpp =  basıncı ve υ  pozitif 

sabit viskozite katsayısını verir. Ayrıca ;    

∑
= ∂

∂
=∇

3

1

.
i i

j

i
x

u
uuu       3,2,1=j    konvektif terim,  

∑
= ∂

∂
=∆

3

1
2

2

i ix
               Laplace operatörü, 

),,(
32 xxxi ∂

∂

∂

∂

∂

∂
=∇    gradient  ve 

∑
= ∂

∂
=

3

1i ix
div               diverjans operatörünü, f ise dış kuvveti göstermektedir. 

 

Eş. 3.1  momentumun korunumu (Newton kuralı), Eş. 3.2  kütlenin korunumundan 

(sıkıştırılmazlık koşulu) çıkarılır ve süreklilik denklemi olarak da bilinir [16]. Bu 

denklemlerden iyi tanımlı bir Cauchy problemi elde etmek için başlangıç ve sınır 

koşulları ile birlikte düşünülmelidir. Genelde başlangıç koşulu olarak başlangıç 

zamanında bölgenin her noktasında hızın değeri verilir. Sınır koşulları probleme göre 

değişir. Bu problemlerin Poueisille ya da Couette’nin akışları gibi basit durumlar 

dışında analitik çözümleri yoktur. Navier-Stokes denklemleri için, tanımlanan 
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problemin çözümünün varlık ve tekliği iki boyutlu durumda ispatlanmış, üç boyutlu 

uzayda ancak küçük Reynold başlangıç sayıları için Kiselev ve Ladyzhenskaya 

tarafından ispatlanmıştır [11]. Bundan dolayı, bu denklemleri çözmek için pek çok 

nümerik yöntemler araştırılmıştır. Analitik çözümlerde olduğu gibi, Reynold 

sayısının büyük olduğu ( bu akışlar türbülanslı akışlar olarak adlandırılır) durumlarda 

da çözümler kararlı değildir. 

 

Doğada ve endüstride meydana gelen pek çok olayı anlamak için, türbülanslı 

akışların simülasyonu gerekmektedir. LES (large eddy simulation), büyük girdap 

simülasyonu, çok popüler bir yaklaşımdır. LES’de temel düşünce, akışkanı 

belirleyen hız, basınç, dış kuvvet gibi büyüklüklerin büyük girdaplı ve kalanı da 

küçük girdaplı olmak üzere ikiye ayrılması şeklindedir. İdeal yaklaşım direk olarak 

Navier–Stokes denklemlerinin diskretizasyonu kullanılarak Galerkin’in sonlu eleman 

yaklaşımı gibi yöntemlerle hesaplamalar yapmaktır. Bu yaklaşım direk nümerik 

simülasyon olarak adlandırılır. Ancak günümüz bilgisayarlarında Reynold sayısının 

sınırlı değerleri için hesaplama yapılabilir. 

 

Daha önce bahsettiğimiz gibi, türbülanslı akışları modellemede diğer bir yol büyük 

girdap simülasyonudur. Büyük girdap simülasyonunda esas amaç yeni bir sistem elde 

etmek için, konvolüsyon operatörü kullanarak Navier-Stokes denklemlerinin yeniden 

düzenlenmesi şeklindedir. Büyük girdap simülasyonunda, büyük akış yapıları 

ortalama hız, basınç yardımıyla tanımlanır. Büyük ölçekli akışları tanımlamak için 

Navier – Stokes denklemlerinin uygun bir filter fonksiyonu ile konvolüsyonu alınır. 

Bunun için genelde kullanılan Gaussian filter,  

2

2

3

2

3

1
)( δ

γ

δ
δπ

γ
x

exg

−









=   ,    

2
3

2
2

2
1

2
xxxx ++=  

0>γ  , 0>δ    (ortalama yarıçapı gösterir ) göz önüne alınsın. Herhangi ),( txu  

fonksiyonu için ortalama operatörü konvolüsyon yardımıyla,  
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xdtxuxxgtxugtxu ′′′−== ∫
ℜ

),()(),)(*(),(
3

δδ  biçiminde tanımlansın. Böylece 

Navier-Stokes denklemine konvolüsyon uygulanırsa ve bu denklem yeniden 

düzenlenirse, 

)(.).( uRfpuuuu t ∇−=∇+∆−∇+ υ                                                                                

          (3.3) 

0. =∇ u  

biçiminde yeniden yazılır. Burada uuuuuR −=)(  ile tanımlı Reynolds stress 

tensörüdür. Eş. 3.3’e karşılık gelen LES modeli R( u ) yerine )(
~

uR modeli yazılarak 

oluşturulur. Burada )(uR ≡/ )(
~

uR  dir. Ancak )(uR  yerine )(
~

uR  modeli yazıldığında 

elde edilen sistem u  için en iyi yaklaşımı verir. Navier-Stokes denklemlerinden 

direk olarak ),( pu ’ye bağlı denklemler çıkarmak mümkün değildir. Navier–Stokes 

denklemlerinde nonlineer terim modellenerek, u  ve  p ’ye en iyi yaklaşımlar olduğu 

düşünülerek wu =  ,  qp =  seçilerek ),( rw ’lere karşılık gelen LES modelleri olarak 

adlandırılan denklem sistemlerinin çözümlerinin matematiksel analizi pek çok bilim 

adamı tarafından çalışılmıştır. ( pu, )’ye bu yaklaşım ),( qw  ile gösterilirse 

yukarıdaki sistemden , 

fqwRwwwwt =∇+∇+∆−∇+ )(
~

.).( υ                                                               

           (3.4)      

0. =∇ w  

sistemine ulaşılır. Bu bölümde verilen bilgiler için detaylı olarak [2,4,910,12,24] 

kaynaklarına  bakılabilir. 
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4. SMAGORİNSKY MODELİNİN ZAYIF ÇÖZÜMLERİNİN VARLIĞI VE 

TEKLİĞİ ÜZERİNE  

 

Bu kısımda, Ladyzhenskaya’nın makalesi izlenerek, Volker John (2004) kaynağının,  

5.1 kısmında verilen Smagorinsky modelinin zayıf  çözümlerinin varlığı ve tekliği 

çalışılmıştır [10]. Bu modelle ilgili  olarak Ladyzhenskaya ilk olarak [12,13] de,  

 

frwwww
Fst =∇+∇+∇−∇+ ).().(
2µ

υυ                            ΩxT ],0(                              

0. =∇ w                                                                                                 ΩxT ],0[  

0,.)0( ww =                                                                                          Ω             

0=
Ω∂

w  

probleminin çözümlerinin
5

1
≥µ   için varlığı ve  

2

1
≥µ     için tekliğini ispatlamıştır. 

Onun bu sonucu ise
10

1
≥µ   için Du ve Gunzburger (1991) tarafından, 

genişletilmiştir [5]. 

 

Şimdi, Smagorinsky modeline karşılık gelen denklem sistemini, aşağıda verilen 

başlangıç ve sınır koşulları ile birlikte düşünelim. 

 

frwwwww
Fst =∇+∇+∇∇+∇− ).()).(( υυ           ΩxT ],0(                              

0. =∇ w                                                                        ΩxT ],0[   

w = 0                                                                            Ω∂xT ],0[                           (4.1)      

0,.)0( ww =                                                                    Ω  

0=∫
Ω

rdx                                                                        ],0( T   

Burada, ,0>sv  ))(,,0( 22 Ω∈ LTLf  ve T  < ∞   dır. 

}'0.,0:)({)( 3,13,1
,0 davvWvW div Ω=∇=Ω∈=Ω

Ω∂
                                             (4.2) 
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Banach uzayındaki norm, )(3,1
0 ΩW  uzayındaki norm ile donatılmış olsun. 

))(,,0())(,,0( 3,1
,0

321 Ω∩Ω= divWTLLTHV                                                               (4.3)        

uzayında norm,    
))(,,0())(,,0( 2233 ΩΩ

+∇=
LTLtLTLV

vvv     şeklinde tanımlansın.                                                                

Eş. 4.1’in  zayıf formülü,  

 v V∈  olmak üzere, )(),0( 3,1
,00 Ω∈= divWwxw  ve Vv ∈∀  için,    

+∇+∫
T

t vwww
0

),).(((  ),)( vww
Fs ∇∇∇+υυ )dt = ∫

T

dtvf
0

),(                                (4.4) 

biçiminde verilsin. Bu eşitliği sağlayan Vw ∈  fonksiyonu, Smagorinsky modelinin 

zayıf çözümü olarak adlandırılır. Eş. 4.4 ile verilen eşitliği sağlayan   Vw ∈  

fonksiyonunun varlığı Galerkin metodu ile gösterilecektir. Bunun için V uzayının 

bir sonlu boyutlu alt uzayı nV  ’de { }n
w  dizisini oluşturacağız. Daha sonra nw  ’in 

sağladığı Eş. 4.4’de limite geçilebileceği gösterilecektir. Çözümlerin varlığını ve 

tekliğini göstermeden önce varlık ve teklik ispatında kullanacağımız aşağıdaki 

lemmaları ifade ve ispat edeceğiz. 

 

4.1  Lemma  [10] 

 

Kabul edelim ki ),( rw , Eş. 4.1 probleminin yeterince düzgün çözümü olsun. Bu 

durumda bu çözüm, 

dtxtfxwxTw

T

LLL ∫ ΩΩΩ
+≤

0
)()(0)( 222 ),()(),(                t > 0                                (4.5) 

eşitsizliğini sağlar. 

 

İspat [10] 

 

Eş. 4.1 w  test fonksiyonu ile çarpılıp daha sonra integre edilirse, 

( wwt , ) + ( ),)( www
Fs ∇∇∇+υυ  + b ),,( www + ( wr,∇ ) = ),( wf    

eşitliği elde edilir. Burada her bir terim ayrı ayrı göz önüne alınsın, iç çarpımın 

simetrik olduğu ve  



 15 

 ),(),(),(),(
t

w
www

dt

d
w

t

w
wwt

∂

∂
−=

∂

∂
=        eşitliği dikkate alınırsa,                          

),(
2

1
),( ww

dt

d
w

t

w
=

∂

∂
    dır.                  

Ayrıca, 

dxwrdxrwdxrwwr ii

d

i

ii

d

i

ii

d

i
∫∑∫ ∫∑∑
Ω=Ω Ω==

∂−∂=∂=∇
111

)(),(       

olduğundan, divergence teoremi ve 0. =∇ w  kullanılarak sınır koşulları dikkate 

alınırsa, 

),( wr∇  =    ∫∫
ΩΩ∂

∇− wdxrdsnrw ii .  = 0      

bulunur. Üçüncü terim,  

),,(),).(( wwwbwww =∇   şeklinde ifade edilebilen üç yere göre de lineer formdur. 

),,( wwwb = dx
w

wdxwwwwww
j

ii

d

ji

jjii

d

ji

)
2

()(),).((
2

1,1,

∂=∂=∇ ∫∑∫∑
Ω=Ω=

 

= dxw
w

dx
w

w ii

j
d

ji

j

ii

d

ji

∂−∂ ∫∫ ∑∑
ΩΩ ==

)
2

()
2

(
2

1,

2

1,

 

eşitliğinde tekrar divergence teoremi, sınır koşulu ve  0. =∇ w olduğu kullanılarak, 

= ∫∫
ΩΩ∂

∇− wdx
w

dsn
w

w
j

i

j

i .
2

)
2

(
22

 

b( www ,, ) = 0   elde edilir. Kalan terim de göz önüne alınırsa 

)),).(( www
Fs ∇∇+∇ υυ   =   ),.( ww∇∇υ + ),( www

Fs ∇∇∇υ  

= - ),( ww ∇∇υ - ),( www
Fs ∇∇∇υ  

= ),)(( www
Fs ∇∇∇+− υυ    bulunur. Böylece her bir terim için elde edilen 

eşitlikler göz önüne alınırsa,  

 ),(),)((),(
2

1
wfwwwww

dt

d
Fs =∇∇∇++ υυ                                                      (4.6) 

bulunur. 

 ),(),)((
2

1 2

)(2 wfwwww
dt

d
FsL

=∇∇∇++
Ω

υυ  
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burada ikinci terim negatif olmadığından ihmal edersek,  

),(
2

1 2

)(2 wfw
dt

d
L

≤
Ω

 

 elde edilir. Zincir kuralı ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılarak, 

)()()()( 2222 ΩΩΩΩ
≤

LLLL
wfw

dt

d
w    bulunur. Gerekli sadeleştiremeden sonra, bu 

eşitlik 0’dan T ’ye   integre edilirse,  

dtfdtw
dt

d
L

T

L

T

)(
0

)(
0

22 ΩΩ ∫∫ ≤  

dtfxwxTw
L

T

LL )(
0

)()( 222 ),0(),(
ΩΩΩ ∫≤−   bulunur. 0>T  için,  

dtfxwxTw
L

T

LL )(
0

)()( 222 ),0(),(
ΩΩΩ ∫+≤     elde edilir.    

 

4.2   Lemma [10] 

 

Kabul edelim ki ),( rw , Eş. 4.1’in yeterince düzgün çözümü olsun. Bu durumda bu 

çözüm, 0>T  için,  

)()),((3)(2

),)((2),(

1
2

)(
0

2

)(0

0

2

)(

22

2

TCdtxtfxw

dtwwwxTw

L

T

L

F

T

sL

=+≤

∇∇∇++

ΩΩ

Ω

∫

∫ υυ

                                                     (4.7) 

eşitsizliğini sağlar. 

 

İspat [10] 

 

 Eş. 4.6’daki formülü göz önüne alalım. 

 +),(
2

1
ww

dt

d
 ),)(( www

Fs ∇∇∇+υυ = ),( wf    

 

Bu eşitliği  0’danT ’ye integre edelim. 
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+∫ dtww
dt

d
T

),(
0

dtwww
Fs

T

),)((2
0

∇∇∇+∫ υυ = dtwf

T

),(2
0
∫   

buradan, 

∫∫ +=∇∇∇++
ΩΩ

T

LF

T

sL
dtwfxwdtwwwxTw

0

2

)(0

0

2

)(
),((2)(),)((2),( 22 υυ             (4.8)               

elde edilir. Cauchy –Schwarz eşitsizliği bu eşitliğin sağ tarafında kullanılırsa, 

dtxtwxtfdtxtwxtfdtwf
LL

TTT

)()(
000

22 ),(),(),(),(),(
ΩΩ∫∫∫ ≤=            

 yazılır.  Böylece Eş. 4.5’den,           

∫
T

dtwf
0

),( (),(
)(0 2 Ω

∫≤
L

T

xtf  dtxtfxw
L

T

L )(
0

)( 22 ),(),0(
ΩΩ ∫+  ) dt  

 bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse, 

∫
T

dtwf
0

),( dtdtxtfxtfdtxtfxw

T

L

T

L

T

L
)),((),(),(),0(

0
)(

0)(0
)( 2

2

2 ∫∫∫ Ω

Ω

Ω
+≤    

 ve birinci terime Young eşitsizliği uygulanırsa, 

dtxtf

dtxtf

xw
L

T

T

L

2

)(
0

2

02

)(
)),((

2

)),((

),0(
2

1
22 ΩΩ ∫

∫
++≤  

= dtxtfxw

L

T

L

2

)(0

2

)(0 )),((
2

3
)(

2

1

2

2

Ω

Ω ∫+   

elde edilir. Elde edilen bu ifadeyi, Eş.4.8’de yerine yazarsak; 

     
2

)(0

0

2

)( 22 )(),)((2),(
ΩΩ

≤∇∇∇++ ∫ LF

T

sL
xwdtwwwxTw υυ  

     dtxtfxw

L

T

L

2

)(0

2

)(0 )),((
2

3
)(

2

1
(2

2

2

Ω

Ω ∫++ )     

 bulunur. Gerekli düzenlemelerden sonra 

)()),((3)(2

),)((2),(

1
2

0
)(

2

)(0

0

2

)(

22

2

TCdtxtfxw

dtwwwxTw

T

LL

F

T

sL

=+≤

∇∇∇++

∫

∫

ΩΩ

Ω
υυ
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     elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

     4.3   Lemma [10]  

 

     Kabul edelim ki bir önceki lemmadaki varsayımlar sağlansın. Bu durumda, 

)(
2

3
),( 2

2

)(0

3

)(
2

3 TCdtwxTw

L

T

t

s
L

≤+∇
Ω

Ω ∫υ
                                                             (4.9) 

eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat [10] 

 

Eş. 4.9’ u ispatlamak için Eş.4.1  ile tw   fonksiyonunu ile çarparak Ω  üzerinden 

integral alalım. 

),(),(),).((),)((),( ttttFstt wfwrwwwwwwww =∇+∇+∇∇∇++ υυ  

bu eşitsizliği  0’danT ’ye integre edelim. 

),(),(),)((),)(
2

2

)(
0

2

)( 22 ttttFsL

T

Lt wfwrwwwwwww
dt

d
w =∇+∇+∇∇∇+∇+

ΩΩ∫ υυ  

elde edilir. Burada, 0),( =∇ twr dır. 

 Ayrıca,  ),( tF
www ∇∇∇  terimini yeniden düzenlersek,  

∫
Ω

∇∇∇=∇∇∇ dxwwwwww tFtF
:),( dxw

dt

d

F

3

3

1
∫
Ω

∇=  

biçiminde düzenlenir ve yukarıdaki eşitlikte yazılırsa, 

 

dtwfdtwwwb

dtdxw
dt

d
dtw

dt

d
w

t

T

t

T

F

T

s

T

LLt

T

),(),,(

))((
32

00

3

00

2

)(

2

)(
0

22

∫∫

∫ ∫∫∫

=+

∇+∇+
Ω

ΩΩ

υυ
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eşitliği bulunur. Gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra,    

)10.4(),(),,()(
3

)),(
3

)(
2

),(
2

00

3

0

3

2

)(0

2

)(

2

)(
0

222

dtwfdtwwwbdxxwdxxTw

xwxTww

t

T

t

T

F

s

F

s

LLLt

T

∫∫∫∫

∫

=+∇−∇+

∇−∇+

ΩΩ

ΩΩΩ

υυ

υυ

eşitliği elde edilir. Böylece, 

dtwfdtwwwbdxxwww

dxxTwxTwxTww

t

T

t

T

F

T

s

F

s

Lt

),(),,()(
3

),(
2

1

),(
3

)),(),,((
2

1

00

3

0

0

00

32

)(2

∫∫∫

∫

+−∇+∇∇=

∇+∇∇+
Ω

Ω

υ
υ

υ
υ

 

bulunur. Diğer taraftan, 

∫∫
ΩΩ

∇=∇∇ dxwwwwwwT 22 )():)((  terimi için, Hölder eşitsizliği uygulanırsa; 

∫∫
ΩΩ

∇=∇∇ dxwwwwwwT 22 )():)((  3

2

2

3
23

1
32 )()( ∫∫

ΩΩ

∇≤ ww  

= 
)(

2

)(

2

2

3
3

)(
ΩΩ

∇
LL

ww   bulunur. Yeniden bu eşitliğin ikinci tarafı düzenlenirse,  

= 3

2
33

1
32 )()( ∫∫

ΩΩ

∇ dxwdxw  = 23

1
326

1
6

])[(])[( ∫∫
ΩΩ

∇ dxwdxw = 
2

)(

2

)( 36 .
ΩΩ

∇
LL

ww  yazılır. 

)(2,1 ΩW → )(6 ΩL  Sobolev gömmesine göre; 
)()( 36 ΩΩ

∇≤
LL

wcw  yazabiliriz.   

Buradan,  
4

)(

2

)(

2

)( 333):)((
ΩΩΩ

Ω

∇=∇∇≤∇∇∫ LLL

T
wcwwcdtwwww                  (4.11)                         

elde edilir. Daha sonra,  

∫ ∫ ∫
Ω

∇=
T T

tt dxdtwwwdtwwwb
0 0

).((),,(     

ifadesine Young eşitsizliği uygulanırsa, 

 

∫ ∫ ∫ ∫
Ω Ω

∇∇+=∇+≤
T T

Ttt dxdtwwww
w

dxdtww
w

0 0

2
2

):)((
4

]).(
4

[  

 elde edilir. Eş. 4.11 göz önüne alınırsa,  

∫ ∫ Ω
∇+≤

Ω

T T

Lt dtwcdtw
L

0 0

4

)(

2
3

)(24

1
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yazılır. Daha sonra, ∫
T

twf
0

),(   terimi için Young eşitsizliği uygulanırsa, 

∫ ∫
Ω

+≤

T

t dxdt
w

f
0

2
2 )

4
(         yazılır.  Böylece, 

∫ ∫

∫

ΩΩΩΩ

ΩΩΩ

∇++∇+∇≤

∇+∇+

T T

LLL

s

L

T

L

s

LLt

wcdtfww

dtxTwxTww

0 0

4

)(

2

)(

3

)(0

2

)(0

0

3

)(

2

)(

2

)(

3232

322

22
3

2

)),(
3

2
),((

υ
υ

υ
υ

                           (4.12)   

elde edilir. Bu eşitsizliği  
sυ2

3
 ile çarparsak, 

∫ ∫
Ω

ΩΩΩΩ
∇++∇+∇≤∇

T

L

T

s
L

s
LL

s
L

dtw
c

fwwxTw
0

4

)(0

2

)(

3

)(0

2

)(0

3

)(
3

2323

33

2

3
),(

υυυ

υ
 

bulunur. Yukarıdaki eşitsizliğe Gronwall lemması uygulanırsa, 

∫ ∫
Ω

ΩΩΩΩ
∇+∇+∇≤∇

T

L

T

s
L

s
LL

s
L

dtw
c

dtfwwxTw
0 )(0

2

)(

3

)(0

2

)(0

3

)(
3

2323

3
exp)

3

2

3
(),(

υυυ

υ
 

elde edilir. Diğer taraftan∑ ∑
= =

≤
n

i

p
n

i

p

ii aa
1 1

1

)(  1,0 ≥≥ pai  eşitsizliği göz önüne 

alınarak üstel terim için aşağıdaki değerlendirme elde edilir. 

dtdx
x

w
dt

x

w
dtw

j

i

Td

ji j

i

T

L

T

3

1

2

3
2

01,

3

1
3

0
)(

0

)))(()(3 ∫∫∫ ∑∫∫
ΩΩ =

Ω ∂

∂
≤

∂

∂
=∇   

Ayrıca,

∫ ∫ ∑∫∫
Ω Ω =ΩΩ

∂

∂
=∇∇=∇∇∇∇=∇∇∇ dx

x

w
dxwwdtwwwwwww

d

ji j

i

F

2

3

1,

2

2

3

2

1

)():():():():(  

dır. Son iki eşitlikten,  

 dtdxwwwdtw

T

FL

T

))):(.(1( 3

1

0
)(

0

3 ∇∇∇≤∇ ∫ ∫∫
Ω

Ω
  

elde edilir. Burada Hölder eşitsizliği uygulanırsa; 
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3

1
33

1

0

3

2

0

2

3

0
)(

}))):(({)1(3 dtdxwwwdtdtw

T

F

TT

L
∇∇∇≤∇ ∫ ∫∫∫

Ω
Ω

3

1

0

3

2

}):({ dtwwwT

T

F

∇∇∇≤ ∫ ∫
Ω

  elde edilir. Eş. 4.7’de ilk terim ihmal edilirse, 

∫ ∫ ≤∇∇∇+∇∇
T T

Fs TCdtwwwww
0 0

1 )(),(2),(2 υυ  yazılır. Buradan,  

∫ ∫ ≤∇∇∇+∇
T T

Fs TCdtwwww
0

1

0

2
)(),(22 υυ  pozitif olan birinci terim ihmal edilirse 

∫ ≤∇∇∇
T

s
F

TC
dtwww

0

1

2

)(
),(

υ
 bulunur. Bu son eşitsizlikten Eş. 4.12 kullanılırsa, 

≤∇
Ω

∫ dtw

L

T

)(0 3

3

1
13

2

)
2

)(
(

s

TC
T

υ
    

olur. Dolayısıyla 2. tarafa )(3 TC  denirse,  

)(),( 3

3

)(3 TCxTw
L

≤∇
Ω

 yazılır. Böylece Eş. 4.12    

∫ ≤∇+
ΩΩ

T

LLt

s

TCxTww
0

3

3

)(

2

)(
)(),(

2

3
32

υ
  biçiminde bulunur. 

 

4.1. Galerkin Metodu 

 

Burada öncelikle Eş.4.1’in zayıf formu olan  Eş.4.4’ü sağlayacak şekilde bir }{ n
w  

dizisi oluşturulacak, daha sonra Eş. 4.4’de limite geçilebileceği gösterilecektir. 

))(,,0())(,,0( 3,1
.0

321 Ω∩Ω= divWTLLTHV

}0,0:)({)( 3,13,1
,0 davdivvWvW div Ω==Ω∈=Ω Ω∂ dır . Şimdi ∑

=

=
n

i

i

in

n vgw
1

   (4.13) 

leri V ’de oluşturalım. Burada ⊂}{ i
v  3,1

,0 divW   dir. nw  leri Eş.4.4’de yazalım. Ayrıca 

v yerine jv  alalım. Böylece denkleminin varyasyonel formunu alalım. 

),(),,(),(),( jjnnjnn

s

jn

t vfvwwbvwwvw =+∇∇∇++ υυ      nj ,...,1=           (4.14) 

elde edilir. jn

jn

t gvw ′=),(     bulunur.  Ayrıca,  
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),).(),,( jnnjnn
vwwvwwb ∇= = ∑

=

n

li

iljin gg
,

lnα   

elde edilir.  Burada ),.( jli

ilj vvv ∇=α = dxvvv
jli ∇∫

Ω

.   dir. 

 

4.4 Lemma [10] 

 

),(),,(),(),( jjnnjnn

s

jn

t vfvwwbvwwvw =+∇∇∇++ υυ       nj ,...,1=   

sistemi 0T∀ >  için, bir tek çözüme sahiptir. Ayrıca, Eş. 4.5 , Eş. 4.7, Eş. 4.9 

ifadeleri nw  içinde geçerlidir. 

 

İspat [10] 

 

Eş.4.14 sistemi 0T∀ >  jng ;1 i n≤ ≤  bilinmeyenlerine göre bir sistem verir.  Bu 

sistem,   )( jnjn gFg =′  biçiminde olup, eşitliğin sağ tarafı jng ’ lere göre ya 1. yada 

2.dereceden terimler bulundurur. Lipschitz koşulunu sağlar. F ve
jng

F

∂

∂
  ifadeleri 

sürekli fonksiyonlardır. Şimdi, )(max 2

1
],0[

tg jn

n

j
T
∑

=

  ifadesi için bazı ön değerlendirmeler 

elde edeceğiz. )}({ xv
i ’ ler Ω ’da ortonormal olduğu göz önüne alınırarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa, 
2

)(],0[
1

2

],0[
2

),(max)(max
Ω

=

=∑
L

n

T

n

j

jn
T

xtwtg  eşitliğinden cg jn ≤  elde 

edilir.  Böylece, )( jnjn gFg =′      nj ,...,1=   sistemi, ),()0( 0
j

jn vwg =  başlangıç 

koşulları ile birlikte Picard- Lindelöf  teoreminden tek çözüme sahiptir. Şimdi, Eş. 

4.14’de
j

v ’ leri 
jn

g ’ler ile çarparak bu eşitlikler toplanırsa, 

 

1 1 1 1

( , ) ( , ) ( ) , ) ( , )
n n n n n

j n n j n n j j

jn s jn jn jn

j j j j

w
g v w w g v w w g v f g v

t
υ υ

= = = =

∂
+ + ∇ ∇ ∇ + ∇ =

∂
∑ ∑ ∑ ∑   
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bulunur. Yani, 

),(),)((),(),( nnnnnnn

s

n
n

wfwwwwwww
t

w
=∇+∇∇++

∂

∂
υυ                           (4.16) 

elde edilir. nw   Eş. 4.14’ün çözümü olarak tanımlandığından, buradan lemma  4.1  ve 

4.2 uygulanabilir. Böylece, 

)()(
),0(),(

2 ΩΩ
≤

L

n

L

n xwxTw tdxtf
L

T

′′+
Ω∫ )(

0

2),(           Tt ≤≤0                

eşitsizliği yazılabilir. Benzer şekilde,  

+
Ω

2

)(2
),(

L

n xtw )(),(2 1

0

TCdtwww nnn

s

T

≤∇∇∇+∫ υυ                                       (4.17) 

yazılır. Aynı yöntemle lemma  4.3’ deki gibi  

)(
2

3
),( 2

2

)(0

3

)(
2

3
TCdtwxTw

L

T

n

t

s
L

n ≤+∇
Ω

Ω ∫υ
                                                        (4.18) 

elde edilir. Şimdi aşağıdaki lemmadan Eş. 4.4’ün bir w    çözümüne yakınsak olacak 

şekilde bir { nw  } alt dizisi oluşturacağız. 

 

4.5 Lemma [10] 

 

}{ n
w ’  nin bir alt dizisi,   

 

i) V ’ de w ’ ye zayıf olarak yakınsak, 

ii) ))(,,0( 22 ΩLTL ’da w ’ya güçlü olarak yakınsak, 

iii) ))(,,0( Ωqq
LTL ’da 4<q  için w ’ ya güçlü yakınsak, 

iv) ))(,,0( 22 ΩLTL ’da }{ n

tw alt dizisi tw ’ye zayıf yakınsak, 

v)  ))(,,0( 33 ΩLTL ’ da di ,...,1=  için  
i

n

j

x

w

∂

∂
 , 

i

j

x

w

∂

∂
’ye zayıf olarak yakınsak, 

olacak şekilde w V∈  vardır. 
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İspat [10] 

 

İspatta bütün yakınsaklıklar aynı Vw ∈  için geçerlidir. 

 

i)  }{ nw ’nin bir alt dizisi Vw ∈ ’ ye zayıf olarak yakınsar. Burada 

∩Ω= ))(,,0( 21
LTHV ))(,,0( 3,1

,0
3 ΩdivWTL  

))(,,0())(,,0( 2233 ΩΩ
+∇=

LTLtLTLV
vvv    dır. 

∫ ∫ ∫ ∫
Ω Ω

∞→
=

T T

n

n
dxdtvwdxdtvw

0 0

lim                                                                       (4.19) 

*Vv ∈∀  (V nin duali *V  olmak üzere) olduğunu göstermeliyiz. 

V ’ deki norma göre  }{ n
w ’nin düzgün sınırlılığı Eş. 4.18’den kolayca elde edilir. 

Yani, )(
2

3
),( 2

2

)(0

3

)(
2

3
TCdtwxTw

L

T

n

t

s
L

n ≤+
Ω

Ω ∫υ
 ifadesinde ikinci terim ihmal edilir 

ve 0’danT ’ye  integre edilirse,  

3

1

2
3

1
3

2

0

3

1
3

)(
0

)()))(()),((
3

TTCdtTCdtxtw

T

L

n

T

=≤ ∫∫ Ω
 

)(),( 3))(,,0(3
TCxtw

LTL

n ≤
Ω

  bulunur. 

 Böylece Eş. 4.18’den ilk terim ihmal edilir ve gerekli düzenlemeler yapılırsa  

)(),( 4))(,,0())(,,0( 2233
TCwxtww

LTL

n

t
LTL

n

V

n ≤+∇=
ΩΩ

  

elde edilir. Buradan { } ,n
w V ’de  düzgün sınırlıdır. Bir yansımalı uzayda her sınırlı 

dizi yakınsak bir alt diziye sahiptir [22]. ))(,,0( 22 ΩLTL  uzayı yansımalıdır [1]. 

Böylece { } ,n
w V ’de  bir w V∈ ’ye  zayıf yakınsaktır. 

 

ii)  }{ n
w ’nin bir alt dizisinin ))(,,0( 22 ΩLTL ’dan  w ’ya güçlü yakınsak olduğunu 

göstereceğiz. *22 ))(,,0( VLTLV ⊂Ω⊂ olduğundan ve ))(,,0( 22 ΩLTL  uzayının duali 

yine ))(,,0( 22 ΩLTL olduğuna göre Eş.4.19’den  
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∫ ∫ ∫ ∫
Ω Ω

∞→
=

T T

n

n
wvdxdtvdxdtw

0 0

lim  , ∈∀v ))(,,0( 22 ΩLTL   

elde edilir. Böylece, }{ n
w ⊂ ))(,,0( 22 ΩLTL de w ’ya zayıf yakınsaktır. Eş.4.18’den 

)(),( 2

3

)(3
TCxTw

L

n ≤∇
Ω

 olduğundan }{ n
w ⊂  )(3,1

,0 ΩdivW  uzayında 0≥∀t  için  

düzgün olarak sınırlıdır. Diğer taraftan 1,3
0 ( )W Ω → )(2 ΩL   kompakt gömülmesini göz 

önüne alırsak  }{ n
w , ww

n ~}{ →   ya )(2 ΩL da güçlü yakınsaktır. 0≥∀t  için, 

0→− wwn  olduğundan }{ n
w , ))(,,0(~ 22 Ω∈ LTLw  için de güçlü olarak yakınsaktır. 

Dolayısıyla güçlü yakınsak ise aynı zamanda w% ’ya  zayıf yakınsaktır. 

∫ ∫ ∫ ∫
Ω Ω

→
T T

n
vdxdtwvdxdtw

0 0

~  . Buna göre { }n
w ’in  ))(,,0( 22 ΩLTL  da w ’ ya zayıf 

yakınsak olduğunu belirtmiştik. Dolayısıyla limitin tekliğinden ww =~  biçiminde 

elde edilir. Böylece { } ,nw w’ya ))(,,0( 22 ΩLTL  da güçlü olarak yakınsaktır. Yani, 

{ }nw w→   dır. 

 

iii)  q < 4 için (0, , ( ))q q
L T L Ω da }{ n

w ’in w ’ ya güçlü yakınsak olduğunu 

göstereceğiz. Bunun için { }n
w in 4 4(0, , ( ))L T L Ω da düzgün olarak sınırlı olduğunu 

gösterelim.
4

4 4 3

( )
( ) ( ) ( )n n n n

L
w w dx w w dx

Ω
Ω Ω

= =∫ ∫  Cauchy–Schwarz eşitsizliğinden, 

4

1 1
4 6 22 2

( )
( ( ) ) ( ( ) )n n n

L
w w dx w dx

Ω
Ω Ω

≤ ∫ ∫  yazılır. 1 6( ) ( )H LΩ → Ω   gömülmesi kullanılırsa, 

4

3 1
4 2 22 2

( )
( ( ) ) ( ( ) )n n n

L
w c w dx w dx

Ω
Ω Ω

≤ ∇∫ ∫  bulunur. Böylece, 
4 2 4

4 3

( ) ( ) ( )

n n n

L L L
w c w w

Ω Ω Ω
≤ ∇ elde 

edilir. 0’dan T ’ye integral alınır ve Eş. 4.17 , Eş. 4.18 kullanılırsa, 

4 2 4

1
4 3

2
2 1( ) ( ) ( )

0 0 0

( ( )[ ( )]
T T T

n n n

L L L
w w w dt C T C T dt

Ω Ω Ω
≤ ≤∫ ∫ ∫   
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4 4

4

5(0, , ( ))
0

( )
T

n

L T L
w C T

Ω
≤∫   elde edilir. Şimdi n

w w→  ,  4 , 0q ε ε= − >  olmak üzere, 

(0, , ( ))q q
L T L Ω  da güçlü yakınsak olduğunu göstermek için Hölder eşitsizliğini 

kullanalım, 

(0, , ( ))q q

q
n

L T L
w w

Ω
− =

2

0

T

n n nw w w w w w dxdt

ε−

Ω

− − −∫ ∫

2 2 4 4 4 4

2

(0, , ( )) (0, , ( )) (0, , ( ))
( )n n n

L T L L T L L T L
w w w w w w

ε−

Ω Ω Ω
≤ − − −   

elde edilir. Burada üçgen eşitsizliğinden  ve { }n
w ’nin 4 4(0, , ( ))L T L Ω  da düzgün 

sınırlı olduğundan son iki terim sınırlıdır. Hölder eşitsizliğinin ardışık olarak 

uygulanması ile 02 1ε− ≤ olacak şekilde 0

2 2

2

(0, , ( ))
( )n

L T L
w w

ε−

Ω
−   değerlendirmesi 

elde edilir. Eğer 02 1ε− =  ise, lemma (ii)’ den sonuç elde edilir. Eğer 2 1ε− <  ise, 

bu durumda , 

2 2 2 2

2

(0, , ( )) (0, , ( ))
( )n n

L T L L T L
w w w w

ε−

Ω Ω
− ≤ −  bulunur. Tekrar (ii) uygulanırsa sonuca 

ulaşılır[1]. 

 

iv) { }n

tw  dizisinin tw  ye ))(,,0( 22 ΩLTL ’da zayıf olarak yakınsak olduğunu 

göstereceğiz. Bunun için ))(,,0( 2
0 Ω∞

LTC ’ nın ))(,,0( 22 ΩLTL ’da yoğun olduğunu 

kullanacağız [1]. Böylece ))(,,0( 2
0 Ω∀ ∞

LTCφ  için { }n
w ’nin w ’ya ))(,,0( 22 ΩLTL ’da 

güçlü yakınsak olduğu kullanılırsa, zayıf türev tanımı göz önünde bulundurularak, 

 

∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫
ΩΩ

∞→
Ω Ω

∞→∞→∞→
=−=−=

T

t

T

n
t

T T

n
t

n

n

n

t
n

dxdtwdxdtwdxdtwdtdxw
000 0

limlimlimlim φφφφ  

elde edilir. 

 

v)  { }
n

j

i

w

x

∂

∂
   dji ,...,1, =  dizisinin j

i

w

x

∂

∂
’ ye ))(,,0( 33 ΩLTL da zayıf yakınsak 

olduğunu gösterelim. Yani , ))(,,0( 2

3

2

3

Ω∈∀ LTLφ  için,   
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 ∫ ∫ ∫ ∫
Ω Ω

∞→ ∂

∂
=

∂

∂T T

i

j

i

n

j

n
dxdt

x

w
dxdt

x

w

0 0

lim φφ   

eşitliğini sağladığını göstermeliyiz.
3 3

1 2 2
0 0(0, , ( )) , (0, , ( ))C T C L T LΩ Ω ’de  

yoğundur [1]. ))(,,0( 1
00 Ω∈∀ CTCφ olsun. Kısmi integrasyon kullanılırsa, 

0 0

lim lim
nT T
j n

j
n n

i i

w
dxdt w dxdt

x x

φ
ϕ

→∞ →∞
Ω Ω

∂ ∂
= −

∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫    dır. 

(ii)’den ))(,,0( 22 ΩLTL ’de ww
n →}{  güçlü yakınsak olduğunu göstermiştik. 

Buradan,  

∫ ∫
Ω

∞→ ∂

∂T

i

n

j

n
dxdt

x

w

0

lim φ = - ∫ ∫
Ω

∂

∂
T

i

j dxdt
x

w
0

φ
= ∫ ∫

Ω
∂

∂T

i

j
dxdt

x

w

0

φ  

olarak bulunur. Ayrıca yoğunluktan sonuca ulaşılır. Böylece Lemmanın ispatı 

tamamlanmış olur.  

 

Şimdi mutlak olarak sürekli fonksiyonların uzayını oluşturup, nP ile göstereceğiz ve 

n
Pϕ ∈ için Eş. 4.14’ün sağlandığını göstereceğiz. ),0()( 1

THtl ∈β  , ],0[ Tt ∈  mutlak 

sürekli fonksiyonlar olmak üzere, })()(:{
1
∑

=

==
n

l

l

l

n xvtvvP β  olsun.  

)(tlβ : ℜ→],[ ba   Eğer 0>∀ε  bir 0>δ  varsa, ( , )k ka b  ortak noktaları olmayan 

sonlu aralıklar için 1,...,k n=  olmak üzere , ),(),( baba kk ⊂ için, δ<−∑
=

n

k

kk ab
1

)(  

olmak üzere, εββ <−∑
=

n

k

klkl ab
1

)()(  sağlanıyorsa, lβ  mutlak olarak süreklidir. 

Bir n
P∈ϕ   fonksiyonunu seçelim. ϕ   için, 

),(),,(),(),( ϕϕϕυυϕ fwwbwww nnnn

s

n

t =+∇∇∇++                                      (4.20) 

eşitliğinin sağlandığı görülebilir. Şimdi aşağıdaki iki terim için limite 

geçilebileceğini gösterelim. 
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4.6  Lemma  [10] 

 

n
P∈ϕ olmak üzere, 

dtwdtw t

T

n

t

T

n
),(),(lim

00

ϕϕ ∫∫ =
∞→

                                                                                 (4.21) 

dtwwbdtwwb

T

nn

T

n
),,(),,((lim

00

ϕϕ ∫∫ =
∞→

                                                                    (4.22) 

 

İspat [10] 

 

Lemmadaki ilk eşitlik { }n

tw ’nin { }tw ’ye 2 2(0, , ( ))L T L Ω ’da yakınsak olmasından 

kolayca elde edilir. Şimdi Eş. 4.22’yi ispatlayalım. nP∈ϕ  olsun. Buradan, 

dxdt
x

w
wdtwwb j

i

n

jn

i

d

ji

T

nn

T

ϕϕ ∫∑ ∫∫
Ω= ∂

∂
=

1, 00

),,((   dır. Diğer yandan, 

n

jn

i j

i

w
w dxdt

x
ϕ

Ω

∂

∂∫ = ∫ ∫∫ ∫∫∫
ΩΩΩ

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂ T

j

i

n

j

ij

T

i

n

j

ij

i

n

jn

i

T

dxdt
x

w
wdxdt

x

w
wdxdt

x

w
w

000

ϕϕϕ  

yazılır. Ayrıca, 
n

j

i

w

x

∂

∂
,

i

j

x

w

∂

∂
’ye ))(,,0( 33 ΩLTL ’de zayıf yakınsak olduğundan ve 

 ∈jiw ϕ ))(,,0( 2

3

2

3

ΩLTL  olduğundan,  üçüncü terim için, 

∫ ∫∫∫
ΩΩ

∞→ ∂

∂
=

∂

∂ T

j

i

j

ij

i

n

j

i

T

n
dxdt

x

w
wdxdt

x

w
w

00

lim ϕϕ   

 yazabiliriz. Kalan terim için yani; 

0

( )
nT
jn

i i j

i

w
w w dxdt

x
ϕ

Ω

∂
−

∂∫ ∫   

terimi için Hölder eşitsizliğini uygularsak, 
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))(,,0(

),,0(
0 33

2

3

2

3)()(
ΩΩ

∂

∂
−≤

∂

∂
−∫ ∫

LTL
i

n

j

LTL
ji

n

i

T

j

i

n

j

i

n

i
x

w
wwdxdt

x

w
ww ϕϕ  

bulunur. Cauchy – Schwarz eşitsizliği uygulanırsa, 

2

3

))(,,0(

2

3

))(,,0())(,,0( 33332

3

2

3)(
ΩΩΩ

−≤−
LTLj

LTL
i

n

i
LTL

ji

n

i wwww ϕϕ  

elde edilir. Lemma (4.5)  (iii)’den { n

iw  }’nin  { iw }’ye ))(,,0( 33 ΩLTL ’de güçlü 

yakınsak olduğu kullanılırsa, 0)(
))(,,0( 33

→−
ΩLTL

j

n

i ww ϕ    dır. Burada ,  

2

3

))(,,0( 33 ΩLTLjϕ bir sabit  ve 
))(,,0( 33 Ω

∂

∂

LTL
i

n

j

x

w
 ifadesinin düzgün sınırlı olduğu göz 

önünde bulundurulmalıdır. Böylece,  0)(lim
0

=
∂

∂
−∫ ∫

Ω
∞→

T

j

i

n

j

i

n

i
n

dxdt
x

w
ww ϕ   

elde edilir. Yani,  

∫ ∫∫∫
ΩΩ

∞→ ∂

∂
=

∂

∂ T

j

i

j

ij

i

n

jn

i

T

n
dxdt

x

w
wdxdt

x

w
w

00

lim ϕϕ    bulunur. 

 

4.7 Lemma [10] 

 

Eş. 4.20’de limite geçilirse , 

dtfdtwwbwww

T

st

T

),()),,(),(),((
00

ϕϕϕυυϕ ∫∫ =+∇∇∇++                       (4.23) 

elde edilir. Burada s w wυ υ+ ∇ ∇ ))(,,0( 2

3

2

3

Ω∈ LTL  dir. 

 

İspat [10] 

 

Eşitlikteki ilk ve üçüncü terim için limite geçilebileceğini lemma (4.6)’ da gösterdik. 

Eğer ))(,,0( 33 Ω∈∇ LTLϕ  ise, n

F

n

s ww ∇∇+ )( υυ teriminin ))(,,0( 2
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ΩLTL ’de 

düzgün sınırlı olduğu gösterilirse, bu durumda, 
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wwB
Fs ∇∇+= )( υυ  operatörüne zayıf yakınsak bir alt dizi vardır. Şimdi düzgün 

sınırlı olduğunu gösterelim. 
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  elde edilir. İlk terime Young eşitsizliği uygulanırsa, 
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bulunur. Ayrıca 2. terim göz önüne alınırsa, 
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her iki terimde Eş.4.17 göre sınırlıdır.  

 

4.8  Lemma [10] 

 

Eş. 4.23  V∈ϕ  için geçerlidir. İspat için Ladyzhenskaya (1969) kaynağına 

bakılabilir [12]. 

 

Smagorinsky modelinin çözümlerinin varlık ispatı için, Minty (1962) ve Browder 

(1965)’in monoton operatörler için  vermiş olduğu teorem’i kullanılmıştır [18,3]. 

Burada nonlineer operatörün monoton olduğu gösterilecek. A  ,  

)()(: 2

3
3 Ω→Ω LLA  operatörü 

n

F

n

s

n wwwA ∇∇+=∇ )()( υυ                                                                              (4.25) 
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şeklinde tanımlansın. Bu operatörün monotonluğu için aşağıdaki lemma verilecektir. 

 

4.9  Lemma [10]  

 

Aşağıdaki lemmalar ve teoremler  kaynaklarda da orijinal olarak verilmiştir [12,13]. 

)(, 3,1 Ω∈′′′ Www olsun. A operatörü, Eş. 4.25’deki  gibi verilsin  

2

)(2)(:))()((
ΑΩ

Ω

′′∇−′∇≥′′∇−′∇′′−′∇∫ L
wwdxwwwAwA υ                       (4.26) 

eşitsizliği sağlanır. Özel olarak , 

0)(:))()(( ≥′′∇−′∇′′∇′′∇−′∇′∇∫
Ω

dxwwwwww  

sağlanır. Böylece yukarıda belirtilen A operatörü )(3 ΩL ’dan )(2

3

ΩL ’ya monoton 

operatördür. 

 

İspat [10]  

 

A  operatörünün monoton olduğunu göstereceğiz. Bunun için aşağıdaki lemmayı 

kullanacağız. A operatörünün monoton olması için, gerek ve yeter koşul 

dxwwwwA
d

d
f

T

∫ ′′−′∇′′∇−+′∇=
0

)(:))1(()( ττ
τ

τ  olmak üzere, 

)(3,1 Ω∈′′′∀ Www  için, ℜ→]1,0[:f  fonksiyonun monoton artan olduğu 

gösterilmelidir [24]. Burada, )()( 3,11 Ω=Ω WC  yoğun olduğundan, )(1 Ω∈′′′∀ Cww  

için )(τf ’nun monoton artan olduğu gösterilirse, )(3,1 Ω∈′′′ Www   için de  )(τf  

nun monoton olduğu gösterilmiş olur. τ
w , www ′′−+′= )1( τττ biçiminde 

tanımlansın. )(τf ’ nun tanımı göz önüne alındığından,  
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gerekli hesaplamaları yapalım. )(, 1 Ω∈′′′ Cww  ve www ′′−+′= )1( τττ  olsun. 

f ’nin yukarıdaki tanımı göz önüne alınırsa, 
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 elde edilir. Böylece  yukarıdaki eşitlikte ifadeler yazılırsa, 

)(:))()(( wwwAwA ′′∇−′∇′′∇−′∇ = τυυ τ
d

x

w

x

w

x

w

x

w
w

j

i

j

i

l

k

j

i

F
s

d

lkji

))()((
1,,,

1

0 ∂

′′∂
−

∂

′∂

∂

′′∂
−

∂

′∂
∇+∑∫

=

 

τυ
ττ

τ
d

x

w

x

w

x

w

x

w

x

w

x

w

w j

i

j

i

l

k

l

k

j

i

l

k
d

lkji
F

s ))((
1

1,,,

1

0
∂

′′∂
−

∂

′∂

∂

′′∂
−

∂

′∂

∂

∂

∂

∂

∇
+ ∑∫

=

     bu eşitlikteki ilk terim 
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eşitsizliğini sağlar. İkinci terim ise pozitiftir. Burada Ω  üzerinden bu eşitsizliğin 

integrali alınırsa, 
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elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafındaki ilk terim ihmal edilirse, 
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yazılır. Bu eşitsizlikte A operatörünün tanımı dikkate alınırsa, 
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elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin sağ tarafı Eş. 4.26 ile birlikte düşünülürse 
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 yazılır. Diğer yandan )(1 ΩC  nin )(3,1 ΩW da yoğun olduğu dikkate alınırsa 

)(, 3,1 Ω∈′′′ Www içinde yukarıdaki eşitsizliklerin geçerli olduğu görülür.  

 

4.10 Lemma [10] 

 

V∈ϕ~  olsun, bu durumda, 

∫ ∫ ≥∇−∇∇+−−∇+−
Ω

T

t dxdtwAwfwww
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İspat [10] 

 

Keyfi bir n için n
P∈ϕ~ olsun.  nn Pw ∈  ve n

P∈ϕ~  olduğundan Eş. 4.20’de ϕ ’ nin 

yerine ϕ~−n
w  yazılırsa, 
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bulunur. Bu eşitsizlikten, ∞→n  için limit alalım. Bunun için her bir terimi ayrı ayrı 

düşünelim. 

dtwf

T

n

∫ −
0

)~,( ϕ =  dtwf

T

∫ −
0

)~,( ϕ + dtwwf

T

n

∫ −
0

),(   

eşitliğinin sağ tarafındaki ikinci terim için Cauchy – Schwarz eşitsizliği uygulanırsa, 
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eşitliğinde her bir bileşen  için, Lemma (4.5)  (v)’den  }{
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elde edilir. Diğer taraftan bu eşitliğin sağ taraftaki ikinci terim için  Hölder eşitsizliği 

uygulanırsa, 
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elde edilir. Böylece n
P∈ϕ~ için, Eş.4.27  elde edilmiştir. Keyfi n ’ler için doğru 

olduğundan , P∈ϕ~  içinde geçerlidir. Ayrıca, Ladyhenskaya (1967)’den 

V∈ϕ~ içinde bu eşitlik geçerlidir [13]. 

 

4.11 Lemma [10] 

 

V∈∀ϕ   için ,  
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İspat [10] 
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ϕϕ ~−= w  yazılırsa, 

0)~,()]~(,).())~(,()~,[(
00

=−−−∇∇+−∇+− ∫∫
TT

t wfdtwwwwBww ϕϕϕϕ   

elde edilir. Bu eşitlikle  Eş. 4.27’yi  toplarsak, 

 0)~(:))~((
0

≥−∇+∇−∫ ∫
Ω

ϕϕ wBA

T

  

Bu eşitsizlikte, ϕ~  yerine εϕϕ −= w~  yazalım. Burada  0>ε , keyfi V∈ϕ  için,  

0):))((
0

≥∇∇−∇−∫ ∫
Ω

dxdtwAB

T

ϕϕεε   

bu eşitsizliği, 0>ε  ile bölelim ve 0→ε  için de bu eşitsizlik geçerlidir. Bu 

durumda,  

0:)([
0

≥∇∇−∫ ∫
Ω

dxdtwAB

T

ϕ   

dır. Ayrıca V∈ϕ  ise V∈− ϕ  dir. Dolayısıyla ϕ−   içinde bu eşitsizlik sağlanır. Bu 

iki eşitsizlikten  V∈∀ϕ  için, 0:)(
0

=∇∇−∫ ∫
Ω

dxdtwAB

T

ϕ  elde edilir. 

 

4.1 Teorem [12]  

 

))(,,0( 22 Ω∈ LTLf  ve  )(3,1
,00 Ω∈ divWw  olsun . Bu durumda Eş. 4.1 probleminin en 

az bir zayıf çözüme sahiptir. 

 

Eş. 4.1 probleminin zayıf çözümlerinin tekliğini de aşağıdaki teorem ile ifade ederiz. 
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4.2 Teorem [12 ] 

 

))(,,0( 22 Ω∈ LTLf  ve )(3,1
,00 Ω∈ divWw  olsun.  

Bu durumda V ’ de Eş. 4.1 probleminin bir tek zayıf çözümü vardır. 

 

İspat [12 ] 

 

Kabul edelim ki Eş. 4.4’ ün w′  ve w ′′  gibi iki zayıf çözümü olsun www ~=′′−′  ile 

gösterelim. Böylece, Vw ∈~ 0),0(~ =xw   dır. Eş. 4.4’de  w′ ve w ′′  için yazarak, taraf 

tarafa çıkarılıp v   yerine w~  yazılırsa      

)~,~(
2

1
[0

0

ww
dt

d
T

∫= +( )()(( wAwA ′′∇−′∇ ), ww ′′∇−′∇ )+ )~,,( wwwb ′′ - )~,,( wwwb ′′′′ ]dt 

eşitliğini yazarız. Bu eşitlikte en son iki terim düşünülürse, 

)~,,( wwwb ′′ - )~,,( wwwb ′′′′ = )~,....( '' wwwwwwwww ′∇−′∇′′+′′∇′′−′∇′  

= ),).(( wwwww ′′−′′∇′′−′ + )),(.(( wwwww ′′−′′′−′∇′′   yazılır. Böylece, 

)~,,( wwwb ′′ - )~,,( wwwb ′′′′ = )~,,~( wwwb ′ + )~,~,( wwwb ′′  elde edilir. Bu eşitlikte  

)~,~,( wwwb ′′ = 0 olduğu göz önünde tutularak 

 0= )~,~(
0

ww
dt

d
T

∫ +2 )()(( wAwA ′′∇−′∇ , ww ′′∇−′∇ )+2 )~,,~( wwwb ′ dt  

eşitliği elde edilir. A, monoton olduğundan, 

)~,~([0
0

ww
dt

d
T

∫≥ +2
2

2L
ww ′′∇−′∇υ +2 )~,,~( wwwb ′ ]dt  dir. 

 Bu eşitsizlikten, 

2

0

2
~[

L

T

w
dt

d
∫ +2 ]~ 2

2L
w∇υ dt )~,,~(2

0

wwwb

T

′≤ ∫ dt   

yazılır. Bu son eşitliğin iki tarafında Hölder eşitsizliği ve  61 LH →  Sobolev 

gömülmesi dikkate alınırsa ve Young eşitsizliği uygulanırsa, 
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2

0

2
~[

L

T

w
dt

d
∫ +2

2
2

~
L

w∇υ ]dt dtwwwc
LLL

T

232
~~ 2

0

∇′∇≤ ∫

dtww
c

w
LLL

T

]~~
4

~2[
22

2
2

0

322 ∇+∇≤ ∫ υ
υ  

 yazılır. Gerekli düzenlemelerden sonra bu eşitsizlikten  

2

)(

2

)(
0

2
322

~),(~
ΩΩ

′∇≤ ∫ LL

T

L
wwcxTw dt  

 elde edilir. Gronwall lemması uygulanırsa , T∀ için,  0),(~ 2
2 ≤

L
xTw  dır. 

Buradan, 0),(~sup
2

0
2 ≤

≤≤
L

Tt

xTwess  elde edilir. Böylece T∀  için, 0),(~ 2

))(,,0( 2 ≤
Ω∞ LTL

xTw  

dır. Yani, ))(,,0( 2 Ω∞
LTL  da ww ′′=′  yazılır. Ayrıca 1- boyutlu uzayda Sobolev 

gömme teoreminden, ⊂Ω))(,,0( 21 LTH ))(,,0( 2 Ω∞ LTL  olduğundan, 

))(,,0( 21 ΩLTH     uzayında çözümün tekliği elde edilir. Diğer taraftan Young 

eşitsizliğinin diğer bir uygulaması ile yukarıdaki  eşitsizlikten, 

2

0

2
~{

L

T

w
dt

d
∫ +2

2
2

~
L

w∇υ }dt dtww
c

w
LLL

T

}~
4

~{
22

2
2

)(
0

322 ′∇+∇≤
Ω∫ υ

υ   

yazılır. Bu eşitsizlikten,  

dtww
c

dtwxTw
L

L

T

L

T
22

2

0

2

0
)(3

22
~

4
~),(~

Ω

′∇≤∇+ ∫∫ υ
υ  

 elde edilir. t∀ için,  0),(~ 2

)(2 =
ΩL

xtw  olduğu göz önüne alınırsa, 0~ 2

)(
0

2 ≤∇
Ω∫ dtw

L

T

 

bulunur. Buradan T∀ için, 0~ 2

)(
0

2 =∇
Ω∫ L

T

w  olur.  

Böylece ))(,,0( 3,1
,0

2 ΩdivWTL  uzayında ww ′′=′  dir. Diğer yandan, T sonlu  ve 

))(,,0( 3,1
,0

3 ΩdivWTL ))(,,0( 3,1
,0

2 Ω⊂ divWTL  olduğundan, ))(,,0( 3,1
,0

3 ΩdivWTL  uzayında da 

ww ′′=′ dır.  

 

Sonuç olarak, V  uzayında ww ′′=′  dir. Yani Eş. 4.1 probleminin çözümü tektir. 
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