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ÖZET

Bu tezde genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörlerinin baz� yakla³�m özellikleri verildi
ve lineer fonksiyonlar� koruyan King tip genelle³tirmesi tan�mland�. Bu
genelle³tirmede, belirli ko³ullar� sa§layan s�n�rs�z diziler yard�m� ile daha iyi bir
yakla³�m derecesi elde edildi. King tipi operatörlerin yak�nsama oran�n�n
genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörlerinden daha iyi oldu§u ispatland� ve King tipi
operatörlerin yakla³�mlar�n�n Szász-She�er operatörlerinden daha iyi oldu§u gra�kler
ile gösterildi. �ntegrallenebilir fonksiyonlara yakla³mak için, genelle³tirilmi³
Szász-She�er-Kantorovich operatörleri tan�mlanarak bu operatörün yakla³�m derecesi,
süreklilik modülü, Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar ve Peetre-K fonksiyoneli cinsinden
verildi. Ayr�ca Szász-She�er-Kantorovich operatörleri için asimptotik yakla³�m
formülü Voronovskaja tip teorem ile elde edildi. Ayn� zamanda
Szász-She�er-Kantorovich operatörlerin King tip genelle³tirmesi tan�mland�. King tipi
operatörlerin Szász-She�er-Kantorovich operatörlerinden daha iyi bir yakla³�m
oran�na sahip oldu§u ispatlanarak bu sonuç gra�kler ile gösterildi. Son olarak iki
de§i³kenli genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich operatörleri tan�mlanarak tam
süreklilik modülü ve k�smi süreklilik modülü yard�m�yla yakla³�m h�zlar� elde edildi.
Ayr�ca Peetre-K fonksiyoneli ve Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlara yakla³�m� ile ilgili
bir sonuç elde edildi.
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ABSTRACT

In this thesis, some approximation properties of generalized Szász-She�er operators
are given and the King type generalization of these operators which preserves linear
functions is introduced. It is proved that the rate of convergence of the King type
operators is better than generalized Szász-She�er operators. It is supported by graphs
that the approximation of King type operators is better than Szász-She�er operators.
In order to approximate integrable functions, the generalized
Szász-She�er-Kantorovich operators are de�ned. The degree of approximation of
these operators is given in terms of modulus of continuity and also by means of
Lipschitz class and the Petree's K-functional. In addition, the asymptotic
approximation formula is obtained by Voronovskaja type theorem for
Szász-She�er-Kantorovich operators. Moreover, the King type generalization of the
Szász-She�er-Kantorovich operators is introduced. It is proved that the King type
operators have a better order of approximation than Szász-She�er-Kantorovich
operators and this result is illustrated by graphics. Finally, bivariate
Szász-She�er-Kantorovich operators are introduced and the degree of approximation
for the bivariate case is investigated by using the complete and partial moduli of
continuity. The rate of convergence is obtained by means of a Lipschitz type function
and the Peetre's K-functional.
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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

C [0,∞) [0,∞) aral�§�ndaki sürekli fonksiyonlar�n uzay�

CB [0,∞) [0,∞) aral�§�ndaki sürekli s�n�rl� fonksiyonlar�n uzay�

K (f ; δ) f fonksiyonunun Peetre-K fonksiyoneli

LipMγ γ mertebeli M katsay�l� Lipschitz s�n�f�

Ln (f ;x) Ln lineer pozitif operatörünün f fonksiyonuna uygulanmas�

Rn (f ;αn, βn;x)) Genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich operatörü

R∗
n (f ;αn, βn;x) King tip genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich operatörü

Sn (f ;x) Szász operatörü

Tn (f ;αn, βn;x) Genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörü

T ∗
n (f ;αn, βn;x) King tip genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörü

ω (f ; δ) f fonksiyonunun süreklilik modülü
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1. G�R��

Sürekli fonksiyonlara s�n�rs�z aral�klarda yakla³mak için kullan�lan önemli

operatörlerden biri Szász operatörleri ve bu operatörün genelle³tirmeleridir.

Szász operatörleri ∀x ∈ [0,∞) ve ∀f ∈ C [0,∞) için Sn : C [0,∞)→ C [0,∞)

Sn (f ;x) = e−nx
∞∑
k=0

(nx)k

k!
f

(
k

n

)

olarak tan�mlan�r [1].

Szász operatörünün önemli genelle³tirmelerinden baz�lar� ortogonal polinomlar� içeren

tipleridir.

�lk olarak Jakimovski-Leviatan taraf�ndan Appell polinomlar� içeren

Pn (f ;x) =
e−nx

A (1)

∞∑
k=0

pk (nx) f

(
k

n

)

operatörleri tan�mlanm�³t�r [2]. Burada pk, a³a§�daki üreteç fonksiyonlar� taraf�ndan

tan�mlanan Appell polinomlar� olup

A (t) etx =
∞∑
k=0

pk (x) t
k

A, |z| < R, (R > 1)'de analitik ve A (1) 6= 0 için,

A (z) =
∞∑
k=0

akz
k, a0 6= 0

d�r. Belirtelim ki A (z) = 1 oldu§unda Pn (f ;x) operatörü Szász operatörüne dönü³ür.

Szász operatörünün genelle³tirilmeleri ve yakla³�m özellikleri ile ilgili çal�³malar�n

baz�lar� [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] referanslar�nda bulunabilir.

Jakimovski-Leviatan operatörlerinin daha genel bir durumu Ismail taraf�ndan [13] de

verildi.
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[13] de Appell polinomlar�ndan daha genel olan She�er polinomlar� yard�m�yla Szász-

She�er operatörleri

Ln (f ;x) =
e−nxH(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk (nx) f

(
k

n

)

biçiminde tan�mlanm�³ ve düzgün yak�nsakl�k özellikleri incelenmi³tir. Burada

A (z) =
∞∑
k=0

ckz
k, H (z) =

∞∑
k=1

hkz
k

|z| < R, (R > 1)'de analitik fonksiyonlar, ∀k ≥ 1 için ck, hk ∈ R, c0 ∈ R, c0 6= 0, h1 6= 0

d�r. Ayn� zamanda A (1) 6= 0, H ′ (1) = 1 dir.

Her x ∈ [0,∞), k ≥ 0 olmak üzere pk (x) She�er polinomlar�

A (t) exH(t) =
∞∑
k=0

pk (x) t
k

yard�m�yla tan�mlan�r.

Sucu ve Büyükyaz�c� , Ln (f ;x) operatörünün bir genelle³tirmesini yaparak, She�er

polinomu içeren yeni tip integral operatörleri tan�t�p yakla³�m özelliklerini

incelemi³lerdir [14].

Mursaleen ve Ansari, Ln (f ;x) operatörlerinin Chlodowsky tipini tan�mlayarak bu

operatöre ili³kin yakla³�m özelliklerini vermi³tir [15].

Rao, Wa� ve Deepmala, Ln (f ;x) operatörleri için a§�rl�kl� yakla³�m, istatistiksel

yakla³�m ve Voronovskaja tip sonucu kan�tlam�³t�r [16].

Costabile, Gualtieri ve Napoli, Ln (f ;x) operatörleri hakk�nda baz� sonuçlar sunmu³

ve Ismail tipi operatör için asimptotik bir geni³leme formülü bulmu³lard�r [17].

Dahas�, Ismail Ln (f ;x) operatörünün Kantorovich formunu

L∗n (f ;x) = n
e−nxH(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk (nx)

k+1
n∫
k
n

f (s) ds
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olarak tan�mlad�.

Sucu ve �bikli, Ln (f ;x) ve L∗n (f ;x) operatörlerinin Bessel polinomlar�n� [18] içeren tipi

için farkl� yakla³�m özelliklerini incelemi³ ve yak�nsama oran�na ili³kin sonuçlar ortaya

koymu³lard�r [19].

Szász-She�er operatörlerinin ise daha genel bir durumunu [4] de s�n�rs�z diziler yard�m�

ile tan�mlanan Szász operatörlerinden esinlenerek Gal

Tn (f ;αn, βn;x) =
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
f

(
kβn
αn

)

olarak tan�mlad� ve operatörün belirli ko³ullar� sa§layan fonksiyonlara yakla³�m

derecesini verdi [20].

Bu tez, birinci bölüm giri³ bölümü olmak üzere dört bölümden olu³maktad�r.

Biz bu çal�³man�n ikinci bölümünde ilk olarak Tn (f ;αn, βn;x) operatörlerini dikkate

al�yoruz ve bu operatörlerin daha iyi yakla³�m derecesini veren T ∗n (f ;αn, βn;x)King tipi

operatörleri tan�mlay�p her iki operatörün yakla³�m derecelerinin bir kar³�la³t�rmas�n�

veriyoruz. Bu durum farkl� (αn), (βn) dizileri seçilerek gra�kler ile gösterilmi³tir.

Üçüncü bölümde integrallenebilen fonksiyonlara yakla³mak için Tn (f ;αn, βn;x)

operatörlerinin Kantorovich biçimini tan�ml�yoruz.

Szász-She�er-Kantorovich operatörleri için süreklilik modülü, Lipschitz s�n�f�ndan

fonksiyonlar yard�m�yla ve Peetre-K fonksiyoneli ile yakla³�m h�z�n� ayn� zamanda

asimptotik yakla³�m formülünü Voronovskaja tip teorem ile elde ediyoruz. Bu

bölümün önemli bir kesimi Szász-She�er-Kantorovich operatörlerinin King tipinin

tan�mlanmas�d�r. King tipi operatörler için yakla³�m derecesi verilerek

Szász-She�er-Kantorovich operatörleri ile yakla³�m derecesinin bir kar³�la³t�rmas�

yap�l�p bunlara ili³kin gra�kler verilmi³tir.

Tezin son bölümünde Szász-She�er-Kantorovich tip operatörlerinin iki de§i³kenli

fonksiyonlara yakla³�m� incelenerek tam süreklilik modülü,k�smi süreklilik modülü ve

Peetre-K fonksiyoneli cinsinden yakla³�m dereceleri elde edilmi³tir. Ayn� zamanda

Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlara yakla³�m� ile ilgili bir sonuç verilmi³tir.
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2. GENELLE�T�R�LM�� SZÁSZ-SHEFFER
OPERATÖRLER�N�N YAKLA�IM ÖZELL�KLER�

Bu bölümde Szász-She�er operatörleri ve bu operatörlerin bir genelle³tirilmi³ formu

tan�mlanarak Gal taraf�ndan verilen yakla³�m derecesi ifade edilecektir. Daha sonra

genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörlerinin King tipi tan�mlanarak genelle³tirilmi³

Szász-She�er operatörleri ile genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörlerinin King tipinin

yakla³�m dereceleri kar³�la³t�r�l�p yakla³�m oran� gra�kler ile desteklenecektir.

2.1. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er Operatörleri

∀x ∈ [0,∞) ve ∀f ∈ C [0,∞) için Sn : C [0,∞)→ C [0,∞) olmak üzere

Sn (f ;x) = e−nx
∞∑
k=0

(nx)k

k!
f

(
k

n

)
(2.1)

³eklinde tan�ml� olan lineer pozitif operatörlere Szász operatörleri denir [1].

Appell polinomlar�n� içeren Szász operatörlerinin yeni bir genelle³tirilmi³ tipi

Jakimovski ve Leviatan taraf�ndan

Pn (f ;x) =
e−nx

A (1)

∞∑
k=0

pk (nx) f

(
k

n

)

olarak verildi [2].

Burada pk üretici fonksiyonlar ile tan�mlanan Appell polinomlar� olup

A (t) etx =
∞∑
k=0

pk (x) t
k

A, |z| < R, (R > 1)' de analitik ve A (z) 6= 0 için

A (z) =
∞∑
k=0

akz
k, a0 6= 0
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d�r.

She�er polinomlar�n� içeren Szász operatörlerinin daha genelle³tirilmi³ formu Ismail

taraf�ndan

Tn (f ;x) =
e−nxH(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk (nx) f

(
k

n

)
(2.2)

olarak tan�mland� [13].

Burada pk, a³a§�daki üretici fonksiyonlar ile belirlenen She�er polinomlar�d�r.

A (t) exH(t) =
∞∑
k=0

pk (x) t
k (2.3)

ve

A (z) =
∞∑
k=0

akz
k , (a0 6= 0)

H (z) =
∞∑
k=0

hkz
k , (h1 6= 0)

olup a³a§�daki özelliklerin sa§land�§� kabul edilecektir.

(i) x ∈ [0,∞) ve k ∈ N ∪ 0 için pk (x) ≥ 0

(ii) A (1) 6= 0 ve H ′ (1) = 1

(iii) E³. 2.3, |t| < R' de A ve H, |z| < R, (R > 1)' de analitik fonksiyonlard�r.

E³.2.2 nin daha genelle³tirilmi³ formu [4] de s�n�rs�z diziler yard�m� ile tan�mlanan Szász

operatörlerinden esinlenerek Gal taraf�ndan a³a§�daki gibi tan�mland�.
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2.1.1. Tan�m

(αn), (βn)

lim
n→∞

βn
αn

= 0 (2.4)

ko³ulunu sa§layan iki dizi olsun.

Her x ∈ [0,∞) ve f ∈ C [0,∞) için Tn : C [0,∞)→ C [0,∞) olmak üzere

Tn (f ;αn, βn;x) =
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
f

(
kβn
αn

)
(2.5)

³eklinde tan�ml� olan operatörlere genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörleri denir [20] .

2.1.2. Lemma

n ∈ N ,∀x ∈ [0,∞) olmak üzere E³.2.5 ile tan�ml� Tn (f ;αn, βn;x) lineer pozitif

operatörleri için

(i) Tn (1;αn, βn;x) = 1

(ii) Tn (t;αn, βn;x) = x+
βn
αn

A′ (1)

A (1)

(iii) Tn
(
t2;αn, βn;x

)

= x2 + x
βn
αn

(
2
A′ (1)

A (1)
+H ′′ (1) + 1

)
+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+
A′ (1)

A (1)

)

(iv) Tn
(
t3;αn, βn;x

)
= x3 + x2

βn
αn

(
3H ′′ (1) + 3

A′ (1)

A (1)
+ 3

)
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+x
β2
n

α2
n

(
H ′′′ (1) + 3H ′′ (1) + 3H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 6

A′ (1)

A (1)
+ 1

)

+
β3
n

α3
n

(
A′′′ (1)

A (1)
+ 3

A′′ (1)

A (1)
+
A′ (1)

A (1)

)

(v) Tn
(
t4;αn, βn;x

)
= x4 + x3

βn
αn

(
6H ′′ (1) + 4

A′ (1)

A (1)
+ 6

)

+x2
β2
n

α2
n

(
4H ′′′ (1) + 3 (H ′′ (1))

2
+ 12H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)

+6
A′′ (1)

A (1)
+ 18H ′′ (1) + 18

A′ (1)

A (1)
+ 7

)

+x
β3
n

α3
n

(
H(4) (1) + 4H ′′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 6H ′′ (1)

A′′ (1)

A (1)
+ 4

A′′′ (1)

A (1)

+6H ′′′ (1) + 18H ′′ (1)
A′ (1)

A (1)
+ 18

A′′ (1)

A (1)
+ 7H ′′ (1) + 14

A′ (1)

A (1)
+ 1

)

+
β4
n

α4
n

(
A(4) (1)

A (1)
+ 6

A′′′ (1)

A (1)
+ 7

A′′ (1)

A (1)
+
A′ (1)

A (1)

)

e³itlikleri geçerlidir.

�spat

Burada E³.2.5 için 1, t, t2 test fonksiyon de§erleri Gal taraf�ndan verilmi³tir [27]. �imdi

E³.2.5 için t3 ve t4 ün de§erlerini bulal�m.
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(iv) E³.2.3 n�n t'ye göre 3.türevi al�narak H ′ (1) = 1 olmak üzere t = 1, x =
αnx

βn
için

e
αnxH(1)

βn

(
x3
α3
n

β3
n

A (1) + x2
α2
n

β2
n

(3H ′′ (1)A (1) + 3A′ (1))

+x
αn
βn

(H ′′′ (1)A (1) + 3H ′′ (1)A′ (1) + 3A′′ (1)) + A′′′ (1)

)

=
∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k (k − 1) (k − 2)

bulunur. Her iki taraf
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

β3
n

α3
n

ile çarp�larak

x3 + x2
βn
αn

(
3H ′′ (1) + 3

A′ (1)

A (1)

)

+x
β2
n

α2
n

(
H ′′′ (1) + 3H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 3

A′′ (1)

A (1)

)
+
β3
n

α3
n

A′′′ (1)

=
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k (k − 1) (k − 2)

β3
n

α3
n

=
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k3
β3
n

α3
n

− 3
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

×
∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k2
β3
n

α3
n

+ 2
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k
β3
n

α3
n
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= Tn
(
t3;αn, βn;x

)
− 3

βn
αn
Tn
(
t2;αn, βn;x

)
+ 2

β2
n

α2
n

Tn (t;αn, βn;x)

elde edilir. Buradan

Tn
(
t3;αn, βn;x

)
=

= x3 + x2
βn
αn

(
3H ′′ (1) + 3

A′ (1)

A (1)
+ 3

)

+x
β2
n

α2
n

(
H ′′′ (1) + 3H ′′ (1) + 3H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 3

A′′ (1)

A (1)
+ 6

A′ (1)

A (1)
+ 1

)

+
β3
n

α3
n

(
A′′′ (1) + 3A′′ (1) + A′ (1)

A (1)

)

bulunur.

(iv) E³.2.3 n�n t'ye göre 4.türevi al�narak H ′ (1) = 1 olmak üzere t = 1, x =
αnx

βn
için

e
αnxH(1)

βn

(
x4
α4
n

β4
n

A (1) + x3
α3
n

β3
n

(6H ′′ (1)A (1) + 4A′ (1))

+x2
α2
n

β2
n

(
4H ′′′ (1)A (1) + 3 (H ′′ (1))

2
A (1) + 12H ′′ (1)A′ (1) + 6A′′ (1)

)

+x
αn
βn

(
H(4) (1)A (1) + 4H ′′′ (1)A′ (1) + 6H ′′ (1)A′′ (1) + 4A′′′ (1)

)
+ A(4) (1)

)

=
∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k (k − 1) (k − 2) (k − 3)
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bulunur. Her iki taraf
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

β4
n

α4
n

ile çarp�larak

x4
α4
n

β4
n

+ x3
α3
n

β3
n

(
6H ′′ (1) + 4

A′ (1)

A (1)

)

+x2
α2
n

β2
n

(
4H ′′′ (1) + 3 (H ′′ (1))

2
+ 12H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 6

A′′ (1)

A (1)

)

+x
αn
βn

(
H(4) (1) + 4H ′′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 6H ′′ (1)

A′′ (1)

A (1)
+ 4

A′′′ (1)

A (1)

)
+
A(4) (1)

A (1)

=
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k (k − 1) (k − 2) (k − 3)

β4
n

α4
n

=
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k4
β4
n

α4
n

− 6
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k3
β4
n

α4
n

+11
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k2
β4
n

α4
n

− 6
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
k
β4
n

α4
n

= Tn
(
t4;αn, βn;x

)
− 6

βn
αn
Tn
(
t3;αn, βn;x

)

+11
β2
n

α2
n

Tn
(
t2;αn, βn;x

)
− 6

β3
n

α3
n

Tn (t;αn, βn;x)

elde edilir. Buradan

Tn
(
t4;αn, βn;x

)
= x4 + x3

βn
αn

(
6H ′′ (1) + 4

A′ (1)

A (1)
+ 6

)
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+x2
α2
n

β2
n

(
4H ′′′ (1) + 3 (H ′′ (1))

2
+ 12H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)

+6
A′′ (1)

A (1)
+ 18H ′′ (1) + 18

A′ (1)

A (1)
+ 7

)

+x
β3
n

α3
n

(
H(4) (1) + 4H ′′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 6H ′′ (1)

A′′ (1)

A (1)
+ 4

A′′′ (1)

A (1)

+6H ′′′ (1) + 18H ′′ (1)
A′ (1)

A (1)
+ 18

H ′′ (1)

A (1)
+ 7H ′′ (1) + 14

A′ (1)

A (1)
+ 1

)

+
β4
n

α4
n

(
A(4) + 6A′′′ (1) + 7A′′ (1) + A′ (1)

A (1)

)

bulunur.

2.1.2.Lemman�n bir sonucu olarak momentleri verebiliriz.

2.1.3. Lemma

Her x ∈ [0,∞) için, n ∈ N olmak üzere E³.2.5 ile tan�ml� Tn (f ;αn, βn;x) lineer pozitif

operatörleri için

(i) µn,1 (x) = Tn ((t− x) ;αn, βn;x)

=
βn
αn

A′ (1)

A (1)

(ii) µn,2 (x) = Tn
(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)
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= x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+
A′ (1)

A (1)

)

(iii) µn,4 (x) = Tn
(
(t− x)4 ;αn, βn;x

)

= x2
β2
n

α2
n

(
6H ′′ (1) + 3 (H ′′ (1))

2
+ 3
)

+x
β3
n

α3
n

(
H(4) (1) + 8H ′′′ (1) + 15H ′′ (1) + 4H ′′′ (1)

A′ (1)

A (1)

+6H ′′ (1)
A′′ (1)

A (1)
+ 24H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 6

A′′ (1)

A (1)
+ 16

A′ (1)

A (1)
+ 5

)

+
β4
n

α4
n

(
A(4) (1)

A (1)
+ 8

A′′′ (1)

A (1)
+ 15

A′′ (1)

A (1)
+ 6

A′ (1)

A (1)
+

1

5

)

e³itlikleri sa§lan�r.

�spat

(i) 2.1.2.Lemma (i) ve (ii) den

µn,1 (x) = Tn ((t− x) ;αn, βn;x)

= Tn (t;αn, βn;x)− xTn (1;αn, βn;x)

=
βn
αn

A′ (1)

A (1)



14

dir.

(ii) 2.1.2.Lemma (i),(ii) ve (iii) den

µn,2 (x) = Tn
(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)

= Tn
(
t2;αn, βn;x

)
− 2xTn (t;αn, βn;x) + x2Tn (1;αn, βn;x)

= x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+
A′ (1)

A (1)

)

dir.

(iii) 2.1.2.Lemma (i),(ii),(iii),(iv),(v) den

µn,4 (x) = Tn
(
(t− x)4 ;αn, βn;x

)

= Tn
(
t4;αn, βn;x

)
− 4xTn

(
t3;αn, βn;x

)
+ 6x2Tn

(
t2;αn, βn;x

)

−4x3Tn (t;αn, βn;x) + 4x4Tn (1;αn, βn;x)

= x2
β2
n

α2
n

(
6H ′′ (1) + 3 (H ′′ (1))

2
+ 3
)

+x
β3
n

α3
n

(
H(4) (1) + 8H ′′′ (1) + 15H ′′ (1) + 4H ′′′ (1)

A′ (1)

A (1)

+6H ′′ (1)
A′′ (1)

A (1)
+ 24H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 6

A′′ (1)

A (1)
+ 16

A′ (1)

A (1)
+ 5

)
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+
β4
n

α4
n

(
A(4) (1)

A (1)
+ 8

A′′′ (1)

A (1)
+ 15

A′′ (1)

A (1)
+ 6

A′ (1)

A (1)
+

1

5

)

bulunur.

2.2. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er Operatörlerinin Yakla³�m Özellikleri

Bu k�s�mda E³.2.5 ile tan�ml� Tn (f ;αn, βn;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m

derecesi ω süreklilik modülü cinsinden ifade edilecektir.

2.2.1. Tan�m

f ∈ C (I) , I, R nin herhangi bir alt aral�§� olsun. ∀δ > 0 için; ω : (0,∞) → R olmak

üzere

ω (f ; δ) = sup

x, t ∈ I

|t− x| ≤ δ

|f (t)− f (x)| (2.6)

biçiminde tan�mlanan ω fonksiyonuna f nin süreklilik modülü denir [21].

2.2.2. Lemma

∀δ > 0 için; ω : (0,∞)→ R olmak üzere süreklilik modülü

(i) ω (f, δ) ≥ 0,

(ii) δ1 ≤ δ2 ise ω (f, δ1) ≤ ω (f, δ2) ,

(iii) m ∈ N ise ω (f,mδ) ≤ mω (f, δ) ,



16

(iv) Her λ ∈ R+ için ω (f, λδ) ≤ (λ+ 1)ω (f, δ) ,

(v) f ,I üzerinde düzgün sürekli⇔ lim
δ→0+

ω (f, δ) = 0,

(vi) |f (t)− f (x)| ≤ ω (f, |t− x|)

ve

(vii) |f (t)− f (x)| ≤
(
|t− x|
δ

+ 1

)
ω (f, δ)

özelliklerini sa§lar [1].

2.2.3. Teorem

f : [0,∞)→ R, [0,∞) da düzgün sürekli ve Tn (f ;αn, βn;x) E³.2.5 ile verilen operatör

olsun. Her bir x ∈ [0,∞) ve n ∈ N için

|Tn (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤ (1 + λan,βn (x))ω

(
f,

√
βn
αn

)
(2.7)

dir. Burada

λan,βn (x) =

√
x (H ′′ (1) + 1) +

βn
αn

(
A′′ (1) + A′ (1)

A (1)

)
(2.8)

d�r.

�imdi genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörlerinin belirli fonksiyonlara yakla³�m

derecesinin

Sn (f ;αn, βn;x) = e
−αnx
βn

∞∑
k=0

1

k!

(
αnx

βn

)k
f

(
kβn
αn

)
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genelle³tirilmi³ Szász operatörleri ile ([20]) bir kar³�la³t�rmas�n� verece§iz.

Örnek

A (t) = et, H (t) = t olsun. n = 60 için Tn (f ;αn, βn;x) ve Sn (f ;αn, βn;x)

operatörlerinin f (x) = 5x sin (3x) fonksiyonuna yakla³�m oranlar� ³ekillerde s�ras� ile

(αn) = (n), (βn) = ln (n) ve (αn) = (n), (βn) = (
√
n) için verilmi³tir. �ekillerde

Tn (f ;αn, βn;x) operatörleri ′′T ′′ ile Sn (f ;αn, βn;x) operatörleri ′′S ′′ ile gösterilmi³tir.

�ekil 2.1. Tn (f ;αn, βn;x) ve Sn (f ;αn, βn;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�

2.3. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er Operatörlerinin King Tip Genelle³tirmesi

Yakla³�m teoride standart operatörlerin bir ço§u n ∈ N, ei (x) = xi, i = 0, 1 olmak
üzere Ln (e0;x) = e0 (x) ve Ln (e1;x) = e1 (x)'i korur.

Bu ko³ullar özellikle Bernstein operatörleri [23], Szász operatörleri [1] ve Baskakov
operatörleri [22] için geçerlidir. Bu operatörlerin her biri için Ln (e2;x) 6= e2 (x) = x2

dir.

Bununla ilgili ilk çal�³ma 2003 y�l�nda J.P.King taraf�ndan Bernstein operatörünün
[4], e2 (x) = x2 fonksiyonunu koruyacak ³ekilde genelle³tirmesi yap�larak ele al�nm�³ ve
daha iyi bir yak�nsama oran� elde edilmi³tir [28].

King'in sonuçlar�n�n istatistiksel varyasyonlar�, Duman ve Orhan taraf�ndan
çal�³�lm�³t�r [24].

Farkl� operatörler için de King tipi genelle³tirmeler yap�l�p yakla³�m özellikleri
incelenmi³tir.

Duman ve Özarslan, Szász operatörlerinin King tipi genelle³tirmesini yaparak klasik
Szász operatörlerinden daha iyi yak�nsama oran�na sahip bir lineer pozitif operatör
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dizisi elde etmi³ ve yakla³�m özelliklerini incelemi³lerdir [25].

Ayr�ca Duman ve Özarslan, x2'yi koruyan Meyer-König ve Zeller tipi operatörler [29]
üzerindeki baz� yakla³�m sonuçlar�n� ara³t�rm�³lard�r [31].

Duman, Özarslan ve Aktu§lu, Szász-Beta operatörleri için King tip çal�³malar yapm�³t�r
[5].

Duman, Özarslan ve Vecchia, Szász-Kantorovich operatörlerinin x'i koruyacak ³ekilde
bir genelle³tirmesini tan�mlay�p klasik Szász-Kantorovich operatörlerinden daha iyi
hata tahminine sahip oldu§unu ispatlam�³t�r [26].

Bu k�s�mda E³.2.5 ile verilen Tn (f ;αn, βn;x) operatörleri x'i koruyacak ³ekilde
yeniden düzenlenerek King tipi bir genelle³tirmesi tan�mlanacak ve bu operatörün
süreklilik modülü ile yakla³�m derecesi elde edilecektir. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er
operatörlerinin King tipi genelle³tirmesinin yakla³�m derecesinin, klasik Szász-She�er
operatörlerinden daha iyi oldu§u gösterilecektir.

{rn (x)}, [0,∞) da tan�ml� sürekli fonksiyonlar�n bir dizisi ve 0 ≤ rn (x) < ∞ olsun.
Tn : C [0,∞)→ C [0,∞) olmak üzere

Tn (f ;αn, βn; rn (x)) =
e
−αnrn(x)H(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnrn (x)

βn

)
f

(
kβn
αn

)
(2.9)

olarak tan�mlan�rsa

Tn (t;αn, βn; rn (x)) = rn (x) +
βn
αn

A′ (1)

A (1)
= x

olacak biçimde

rn (x) = x− βn
αn

A′ (1)

A (1)

olarak bulunur.

E§er rn (x), r∗n (x) olarak de§i³tirilirse r∗n :

[
A′ (1)

A (1)
,∞
)
→ R fonksiyonu

x ∈
[
A′ (1)

A (1)
,∞
)
, n ∈ N, lim

n→∞

βn
αn

= 0 olmak üzere

r∗n (x) = x− βn
αn

A′ (1)

A (1)
(2.10)
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³eklinde tan�mlan�r ve lim
n→∞

r∗n (x) = x özelli§ini sa§lar.

Her f ∈ C

[
A′ (1)

A (1)
,∞
)

ve x ∈
[
A′ (1)

A (1)
,∞
)

için genelle³tirilmi³ Szász-She�er

operatörlerinin King tipi genelle³tirmesi

T ∗n (f ;αn, βn;x)

=
e
−
(
αnx
βn
−A
′(1)
A(1)

)
H(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)

)
f

(
kβn
αn

)
(2.11)

biçiminde tan�mlan�r.

E§er x ∈
[
A′ (1)

A (1)
,∞
)

ise E³.2.10 ile verilen r∗n (x)'in

[
A′ (1)

A (1)
,∞
)

aral�§�nda oldu§u

görülür.

Di§er yandan 2.1.2.Lemma'dan a³a§�daki sonuçlar elde edilir.

2.3.1. Lemma

Her x ≥ A′ (1)

A (1)
için

(i) T ∗n (1;αn, βn;x) = 1

(ii) T ∗n (t;αn, βn;x) = x

(iii) T ∗n
(
t2;αn, βn;x

)
= x2 + x

βn
αn

(H ′′ (1) + 1)

+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)

)

e³itlikleri sa§lan�r.
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2.3.1.Lemma'da E³.2.11 ile verilen T ∗n (f ;αn, βn;x) lineer pozitif operatörlerinin lineer
fonksiyonlar� korudu§u görülmektedir.

E³.2.11 de verilen T ∗n (f ;αn, βn;x) operatörü lineer pozitif operatör olup r∗n (x) = x
seçildi§inde genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörlerine dönü³mektedir.

2.3.2. Teorem

T ∗n (f ;αn, βn;x) operatörleri f ∈ C

[
A′ (1)

A (1)
, b

]
fonksiyonuna

[
A′ (1)

A (1)
, b

]
üzerinde

düzgün yak�nsakt�r.

�spat

Sabit b >
A′ (1)

A (1)
ve Tb : C

[
A′ (1)

A (1)
,∞
)
→ C

[
A′ (1)

A (1)
, b

]
dönü³ümü ∀ f ∈ C

[
A′ (1)

A (1)
, b

]
için

Tb (f) = f|[A′(1)
A(1)

,b

]

olarak tan�mlans�n.

2.3.1.Lemmadan i = 0, 1, 2 için

[
A′ (1)

A (1)
, b

]
üzerinde düzgün olarak

lim
n→∞

Tb (T
∗
n (ei)) = Tb (ei) (2.12)

d�r. Dolay�s�yla universal Korovkin teoreminden sonuç sa§lan�r [21].

2.3.3. Lemma

∀x ∈
[
A′ (1)

A (1)
,∞
)
, n ∈ N için

(i) T ∗n ((t− x) ;αn, βn;x) = 0

(ii) T ∗n
(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)
= x

βn
αn

(H ′′ (1) + 1)



21

+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)

)

e³itlikleri sa§lan�r.

2.4. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er Operatörlerinin King Tip
Genelle³tirmesinin Süreklilik Modülü �le Yakla³�m H�z�

2.4.1. Teorem

f ∈ CB
[
A′ (1)

A (1)
,∞
)
için T ∗n (f ;αn, βn;x) E³.2.11 ile verilen operatör olsun. Her bir

x ∈
[
A′ (1)

A (1)
,∞
)
için

|T ∗n (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤ 2ω
(
f ; δ∗αn,βn (x)

)
(2.13)

dir. Burada

δ∗αn,βn (x) =

√√√√x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)

)
(2.14)

dir. Düzgün olarak x ∈
[
A′ (1)

A (1)
, b

]
⊂
[
A′ (1)

A (1)
,∞
)
ve

βn
αn
≤ 1 al�n�rsa

|T ∗n (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤ (1 +M1)ω

(
f ;

√
βn
αn

)

elde edilir. Burada

M1 =

√√√√b (H ′′ (1) + 1) +

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)

)

dir.

�spat

E³.2.11 ile verilen T ∗n (f ;αn, βn;x) operatörünün lineer pozitif oldu§u, 2.2.2.Lemma
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(vii), 2.3.1.Lemma(i) ve 2.3.3.Lemma (ii) dikkate al�narak

|T ∗n (f ;αn, βn;x)− f (x)| = |T ∗n ((f (t)− f (x)) ;αn, βn;x)|

≤ T ∗n (|f (t)− f (x)| ;αn, βn;x)

≤ e
−
(
αnx
βn
−A
′(1)
A(1)

)
H(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)

) ∣∣∣∣f (αnxβn
)
− f (x)

∣∣∣∣

≤ e
−
(
αnx
βn
−A
′(1)
A(1)

)
H(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)

)1 +

∣∣∣∣k βnαn − x
∣∣∣∣

δ

ω (f ; δ)

≤

1 +
1

δ

e
−
(
αnx
βn
−A
′(1)
A(1)

)
H(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)

) ∣∣∣∣k βnαn − x
∣∣∣∣
ω (f ; δ)

≤

1 +
1

δ

e
−
(
αnx
βn
−A
′(1)
A(1)

)
H(1)

A (1)

×
∞∑
k=0

√
pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)

)√
pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)

) ∣∣∣∣k βnαn − x
∣∣∣∣
)
ω (f ; δ)

bulunur. Bu e³itlikte toplam üzerine Cauchy-Schwarz e³itsizli§i uygulanarak

|T ∗n (f ;αn, βn;x)− f (x)|
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≤

1 +
1

δ

e−
(
αnx
βn
−A
′(1)
A(1)

)
H(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)

)
1
2

×

e−
(
αnx
βn
−A
′(1)
A(1)

)
H(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)

) ∣∣∣∣k βnαn − x
∣∣∣∣2


1
2

ω (f ; δ)

≤
(
1 +

1

δ

(
T ∗n
(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)) 1
2

)
ω (f ; δ)

=

1 +
1

δ

√√√√x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)

)ω (f ; δ)

elde edilir. E³.2.14 dikkate al�narak ve δ = δ∗αn,βn (x) seçilerek teoremin sonucuna
ula³�l�r.

2.5. T ∗n (f ;αn, βn;x) Operatörleri ile Tn (f ;αn, βn;x) Operatörlerinin
Kar³�la³t�r�lmas�

Bu k�s�mda E³.2.11 de verilen T ∗n (f ;αn, βn;x), genelle³tirilmi³ Szász-She�er
operatörlerinin King tipi genelle³tirmesi ile E³.2.5 de verilen Tn (f ;αn, βn;x),
genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörlerinin yakla³�m h�zlar� kar³�la³t�r�lacakt�r.
T ∗n (f ;αn, βn;x) operatörlerinin, Tn (f ;αn, βn;x) operatörlerinden daha iyi bir
yakla³�m h�z�na sahip oldu§u gösterilecektir.

f ∈ CB
[
A′ (1)

A (1)
,∞
)
olmak üzere

E³.2.13 den

|T ∗n (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤ 2ω
(
f, δ∗αn,βn (x)

)
oldu§u bilinmektedir.

Tn (f ;αn, βn;x), genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörleri için ∀f ∈ CB [0,∞), x ≥ 0
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ve n ∈ N olmak üzere

|Tn (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤ 2ω (f, δαn,βn (x))

yaz�labilir. Burada

δαn,βn (x) =

√
x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1) + A′ (1)

A (1)

)

d�r.

f ∈ CB
[
A′ (1)

A (1)
,∞
)
, x ∈

[
A′ (1)

A (1)
,∞
)
ve

βn
αn
≤ 1 olsun. T ∗n (f ;αn, βn;x) operatörlerinin

Tn (f ;αn, βn;x) operatörlerinden daha iyi bir yakla³�m h�z�na sahip oldu§unu göstermek
için

δ∗αn,βn (x) ≤ δαn,βn (x)

oldu§u gösterilmelidir.

x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)

)

≤ x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+
A′ (1)

A (1)

)

den ve
βn
αn
≤ 1 oldu§undan

−

((
A′ (1)

A (1)

)2

+
A′ (1)

A (1)
(H ′′ (1) + 1)

)
≤ 0

e³itsizli§i ∀x ∈
[
A′ (1)

A (1)
,∞
)

için sa§land�§�ndan dolay� T ∗n (f ;αn, βn;x) operatörleri

Tn (f ;αn, βn;x) operatörlerinden daha iyi bir yakla³�m h�z�na sahiptir.

Bu durumu gra�kler ile gösterelim.
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Örnek

Tn (f ;αn, βn;x) ve T ∗n (f ;αn, βn;x) operatörlerinde A (t) = et, H (t) = t seçilerek bu

operatörlerin f (x) = x2 sin

(
3

2
x

)
fonksiyonuna yakla³�mlar� ³ekillerde s�ras� ile

(αn) = (n), (βn) = ln (n) ve (αn) = (n), (βn) = (
√
n) dizileri olmak üzere n = 100 için

verilmi³tir. T ∗n (f ;αn, βn;x) operatörlerinin yakla³�m oran�n�n Tn (f ;αn, βn;x)

operatörlerinden daha iyi oldu§u görülmü³tür. �ekilde Tn (f ;αn, βn;x) operatörleri

′′T ′′ ile T ∗n (f ;αn, βn;x) operatörleri
′′TK ′′ ile gösterilmi³tir.

�ekil 2.2. Tn (f ;αn, βn;x) ve T ∗n (f ;αn, βn;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�
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3. GENELLE�T�R�LM�� SZÁSZ-SHEFFER-KANTOROVICH
OPERATÖRLER�N�N YAKLA�IM ÖZELL�KLER�

Bu bölümde She�er polinomlar�n� içeren genelle³tirilmi³ Szász operatörlerinin

Kantorovich tipi genelle³tirilmesi tan�mlanarak süreklilik modülü, Lipschitz s�n�f�ndan

fonksiyonlar ve Peetre-K fonksiyoneli yard�m� ile yakla³�m h�z� hesaplanacakt�r. Ayn�

zamanda bu operatör için asimptotik yakla³�m formülü Voronovskaja tip teorem ile

verilecektir.

3.1. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich Operatörleri

3.1.1. Tan�m

n ∈ N olmak üzere (αn) ve (βn) , lim
n→∞

βn
αn

= 0 ko³ulunu sa§layan iki dizi olsun.

Her x ∈ [0,∞) ve f ∈ C [0,∞) için Rn : C [0,∞) → C [0,∞) olmak üzere She�er

polinomlar�n� içeren genelle³tirilmi³ Szász operatörlerinin Kantorovich tipi

genelle³tirmesini a³a§�daki gibi tan�ml�yoruz.

Rn (f ;αn, βn;x) =

(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

f (t) dt (3.1)

3.1.2. Lemma

Rn (f ;αn, βn;x) E³.3.1 ile verilen operatör olsun. Bu durumda n ∈ N olmak üzere

∀x ∈ [0,∞) için

(i) Rn (1;αn, βn;x) = 1

(ii) Rn (t;αn, βn;x) = x+
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)
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(iii) Rn

(
t2;αn, βn;x

)
= x2+x

βn
αn

(
2
A′ (1)

A (1)
+H ′′ (1) + 2

)
+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)

(iv) Rn

(
t3;αn, βn;x

)
= x3 + x2

βn
αn

(
3H ′′ (1) + 3

A′ (1)

A (1)
+

9

2

)

+x
β2
n

α2
n

(
H ′′′ (1) + 9

H ′′ (1)

2
+ 3H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+

3A′′ (1) + 9A′ (1)

A (1)
+

7

2

)

+
β3
n

α3
n

(
A′′′ (1)

A (1)
+

9

2

A′′ (1)

A (1)
+

7

2

A′ (1)

A (1)
+

1

4

)

(v) Rn

(
t4;αn, βn;x

)
= x4 + x3

βn
αn

(
6H ′′ (1) + 4

A′ (1)

A (1)
+ 8

)

+x2
β2
n

α2
n

(
4H ′′′ (1) + 24H ′′ (1) + 3 (H ′′ (1))

2

+12H ′′ (1)
A′ (1)

A (1)
+

6A′′ (1) + 24A′ (1)

A (1)
+ 15

)

+x
β3
n

α3
n

(
H(4) (1) + 8H ′′′ (1) + 15H ′′ (1) + 4H ′′′ (1)

A′ (1)

A (1)

+6H ′′ (1)
A′′ (1)

A (1)
+ 24H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+

4A′′′ (1) + 24A′′ (1) + 30A′ (1)

A (1)
+ 6

)

+
β4
n

α4
n

(
A(4) (1) + 8A′′′ (1) + 15A′′ (1) + 6A′ (1)

A (1)
+

1

5

)
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e³itlikleri sa§lan�r.

�spat

(i) Rn (1;αn, βn;x) =

(
αn
βn

)
∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A(1)
pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

dt

=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
βn
αn

= 1

(ii) Rn (t;αn, βn;x) =

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

tdt

=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

2

β2
n

α2
n

(2k + 1)

=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

2

β2
n

α2
n

2k +

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

2

β2
n

α2
n

= Tn (t;αn, βn;x) +
1

2

βn
αn
Tn (1;αn, βn;x)

= x+
βn
αn

A′ (1)

A (1)
+

βn
2αn
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= x+
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)

(iii) Rn

(
t2;αn, βn;x

)
=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

t2dt

=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

3

β3
n

α3
n

(
3k2 + 3k + 1

)

=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

3

β3
n

α3
n

3k2

+

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

3

β3
n

α3
n

3k

+

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

3

β3
n

α3
n

= Tn
(
t2;αn, βn;x

)
+
βn
αn
Tn (t;αn, βn;x) +

1

3

β2
n

α2
n

Tn (1;αn, βn;x)

= x2 + x
βn
αn

(
2A′ (1)

A (1)
+H ′′ (1) + 1

)
+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+
A′ (1)

A (1)

)

+
βn
αn

(
x+

βn
αn

A′ (1)

A (1)

)
+

1

3

β2
n

α2
n
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= x2 + x
βn
αn

(
2
A′ (1)

A (1)
+H ′′ (1) + 2

)
+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+ 2

A′ (1)

A (1)
+

1

3

)

(iv) Rn

(
t3;αn, βn;x

)
=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

t3dt

=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

4

β4
n

α4
n

(
4k3 + 6k2 + 4k + 1

)

=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

4

β4
n

α4
n

4k3

+

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

4

β4
n

α4
n

6k2

+

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

4

β4
n

α4
n

4k

+

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

4

β4
n

α4
n

= Tn
(
t3;αn, βn;x

)
+

3

2

βn
αn
Tn
(
t2;αn, βn;x

)

+
β2
n

α2
n

Tn (t;αn, βn;x) +
1

4

β3
n

α3
n

Tn (1;αn, βn;x)
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= x3 + x2
βn
αn

(
3H ′′ (1) + 3

A′ (1)

A (1)
+ 3

)

+x
β2
n

α2
n

(
H ′′′ (1) + 3H ′′ (1) + 3H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 3

A′′ (1)

A (1)
+ 6

A′ (1)

A (1)
+ 1

)

+
β3
n

α3
n

(
A′′′ (1)

A (1)
+ 3

A′′ (1)

A (1)
+
A′ (1)

A (1)

)

+
3

2

βn
αn

(
x2 + x

βn
αn

(
2
A′ (1)

A (1)
+H ′′ (1) + 1

)
+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+
A′ (1)

A (1)

))

+
β2
n

α2
n

(
x+

βn
αn

A′ (1)

A (1)

)
+

1

4

β3
n

α3
n

= x3 + x2
βn
αn

(
3H ′′ (1) + 3

A′ (1)

A (1)
+

9

2

)

+x
β2
n

α2
n

(
H ′′′ (1) + 9

H ′′ (1)

2
+ 3H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 3

A′′ (1)

A (1)
+ 9

A′ (1)

A (1)
+

7

2

)

+
β3
n

α3
n

(
A′′′ (1)

A (1)
+

9

2

A′′ (1)

A (1)
+

7

2

A′ (1)

A (1)
+

1

4

)

(v) Rn

(
t4;αn, βn;x

)
=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

t4dt
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=

(
αn
βn

) ∞∑
k=0

e
−αnxH(1)

βn

A (1)
pk

(
αnx

βn

)
1

5

β5
n

α5
n

(
5k4 + 10k3 + 10k2 + 5k + 1

)

= Tn
(
t4;αn, βn;x

)
+ 2

βn
αn
Tn
(
t3;αn, βn;x

)
+ 2

β2
n

α2
n

Tn
(
t2;αn, βn;x

)

+
β3
n

α3
n

Tn (t;αn, βn;x) +
1

5

β4
n

α4
n

Tn (1;αn, βn;x)

= x4 + x3
βn
αn

(
6H ′′ (1) + 4

A′ (1)

A (1)
+ 8

)

+x2
β2
n

α2
n

(
4H ′′′ (1) + 24H ′′ (1) + 3 (H ′′ (1))

2

+12H ′′ (1)
A′ (1)

A (1)
+ 6

A′′ (1)

A (1)
+ 24

A′ (1)

A (1)
+ 15

)

+x
β3
n

α3
n

(
H(4) (1) + 8H ′′′ (1) + 15H ′′ (1) + 4H ′′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 6H ′′ (1)

A′′ (1)

A (1)

+24H ′′ (1)
A′ (1)

A (1)
+ 4

A′′′ (1)

A (1)
+ 24

A′′ (1)

A (1)
+ 30

A′ (1)

A (1)
+ 6

)

+
β4
n

α4
n

(
A(4) (1)

A (1)
+ 8

A′′′ (1)

A (1)
+ 15

A′′ (1)

A (1)
+ 6

A′ (1)

A (1)
+

1

5

)

elde edilir.
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3.1.3. Lemma

Her x ∈ [0,∞) için n ∈ N olmak üzere

(i) µn,1 (x) = Rn ((t− x) ;αn, βn;x)

=
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)

(ii) µn,2 (x) = Rn

(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)

= x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)

(iii) µn,4 (x) = Rn

(
(t− x)4 ;αn, βn;x

)

= x2
β2
n

α2
n

(
6H ′′ (1) + 3 (H ′′ (1))

2
+ 3
)

+x
β3
n

α3
n

(
H(4) (1) + 8H ′′′ (1) + 15H ′′ (1) + 4H ′′′ (1)

A′ (1)

A (1)

+6H ′′ (1)
A′′ (1)

A (1)
+ 24H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 6

A′′ (1)

A (1)
+ 16

A′ (1)

A (1)
+ 5

)

+
β4
n

α4
n

(
A(4) (1) + 8A′′′ (1) + 15A′′ (1) + 6A′ (1)

A (1)
+

1

5

)

e³itlikleri sa§lan�r.
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�spat

(i) 3.1.2.Lemma (i) ve (ii) dikkate al�narak

µn,1 (x) = Rn ((t− x) ;αn, βn;x)

= Rn (t;αn, βn;x)− xRn (1;αn, βn;x)

=
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)

elde edilir.

(ii) 3.1.2.Lemma (i), (ii) ve (iii) dikkate al�narak

µn,2 (x) = Rn

(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)

= Rn

(
t2;αn, βn;x

)
− 2xRn (t;αn, βn;x) + x2Rn (1;αn, βn;x)

= x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)

elde edilir.

(iii) 3.1.2.Lemma (i), (ii), (iii), (iv) ve (v) dikkate al�narak

µn,4 (x) = Rn

(
(t− x)4 ;αn, βn;x

)

= Rn

(
t4;αn, βn;x

)
− 4xRn

(
t3;αn, βn;x

)

+6x2Rn

(
t2;αn, βn;x

)
− 4x3Rn (t;αn, βn;x) + x4Rn (1;αn, βn;x)
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= x2
β2
n

α2
n

(
6H ′′ (1) + 3 (H ′′ (1))

2
+ 3
)

+x
β3
n

α3
n

(
H(4) (1) + 8H ′′′ (1) + 15H ′′ (1) + 4H ′′′ (1)

A′ (1)

A (1)

+6H ′′ (1)
A′′ (1)

A (1)
+ 24H ′′ (1)

A′ (1)

A (1)
+ 6

A′′ (1)

A (1)
+ 16

A′ (1)

A (1)
+ 5

)

+
β4
n

α4
n

(
A(4) (1) + 8A′′′ (1) + 15A′′ (1) + 6A′ (1)

A (1)
+

1

5

)

elde edilir.

3.2. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich Operatörlerinin Süreklilik

Modülü �le Yakla³�m H�z�

3.2.1. Teorem

f ∈ CB [0,∞) için Rn (f ;αn, βn;x) E³.3.1 ile verilen operatör olsun. Her bir x ∈ [0,∞)

için

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤
(
1 + λ∗αn,βn (x)

)
ω

(
f ;

√
βn
αn

)
(3.2)

dir. Burada

λ∗αn,βn (x) =

√
x (H ′′ (1) + 1) +

βn
αn

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)
(3.3)

dir.
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�spat

E³.3.1 ile verilen Rn (f ;αn, βn;x) operatörleri lineer pozitif, 3.1.2.Lemma (i),

3.1.3.Lemma (ii) ve 2.2.2.Lemma (vii) kullan�larak

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)|

= |Rn ((f (t)− f (x)) ;αn, βn;x)|

≤ Rn (|f (t)− f (x)| ;αn, βn;x)

≤
(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(
1 +

1

δ
|t− x|

)
ω (f ; δ) dt

≤

1 +
1

δ

(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

|t− x| dt

ω (f ; δ)

Bu e³itlikte önce integral üzerine daha sonra toplam üzerine Cauchy-Schwarz e³itsizli§i

uygulanarak

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)|

≤

(
1 +

1

δ

(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
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×


(k+1)

βn
αn∫

k
βn
αn

(t− x)2 dt


1
2


(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

dt


1
2

ω (f ; δ)

≤

1 +
1

δ


(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(t− x)2 dt


1
2

×


(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

dt


1
2

ω (f ; δ)

=

(
1 +

1

δ

(
Rn

(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)) 1
2

)
ω (f ; δ)

=

(
1 +

1

δ

√
x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

))
ω (f ; δ)

elde edilir. Burada E³.3.3 dikkate al�narak ve δ =

√
βn
αn

seçilerek teoremin sonucu elde

edilir.

3.3. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich Operatörlerinin Lipschitz

S�n�f�ndan Fonksiyonlara Yakla³�m Oran�

E³.3.1 ile verilen Rn (f ;αn, βn;x) operatörlerinin Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlara

yakla³�m oran�n� verelim.
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3.3.1. Tan�m

f ∈ CB [0,∞) ve 0 < γ ≤ 1 bir reel say� olsun. Her x, t ∈ [0,∞) için

|f (t)− f (x)| ≤M |t− x|γ (3.4)

olacak biçimde M ∈ R+ varsa, f 'ye γ mertebeli M katsay�l� Lipschitz s�n�f�ndan bir

fonksiyon denir. Bu durumda f ∈ LipMγ yaz�l�r.

3.3.2. Teorem

f ∈ LipMγ, 0 < γ ≤ 1 olmak üzere E³.3.1 ile verilen Rn (f ;αn, βn;x) operatörünün

Lipschitz s�n�f�ndan olan fonksiyonlara yakla³�m h�z� M ∈ R+ olmak üzere

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤M
(
βn
αn

)γ
2 (
λ∗αn,βn (x)

)γ
d�r. Burada λ∗αn,βn (x) E³.3.3 ile verilmi³tir.

�spat

f ∈ LipMγ olsun. E³.3.1 in tan�m�ndan ve 3.1.2.Lemma (i) den

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(f (t)− f (x)) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≤
(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

|f (t)− f (x)| dt
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dir. f ∈ LipMγ oldu§undan E³.3.4 den

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤
(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

M |t− x|γ dt

dir. Burada p = 2
γ
ve q = 2

2−γ için önce integral üzerine daha sonra toplam üzerine

Hölder e³itsizli§i uygulanarak, ayr�ca 3.1.2.Lemma (i) ve 3.1.3.Lemma (ii) dikkate

al�narak

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)|

≤M

(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn

)
(k+1)

βn
αn∫

k
βn
αn

(|t− x|γ)
2
γ dt


γ
2


(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

dt


2−γ
2

≤M


(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

p
2
γ

k

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

|t− x|2 dt


γ
2

×


(
αn
βn

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

p
2

2−γ
k

(
αnx

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

dt


2−γ
2

=M
(
Rn

(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)) γ
2 (Rn (1;αn, βn;x))

2−γ
2

=M
(
Rn

(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)) γ
2
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=M

(
βn
αn

)γ
2
(
x (H ′′ (1) + 1) +

βn
αn

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

))γ
2

elde edilir. Burada E³.3.3 dikkate al�narak

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤M

(
βn
αn

)γ
2 (
λ∗αn,βn (x)

)γ
sonucu elde edilir.

3.4. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich Operatörlerinin Peetre-K

Fonksiyoneli �le Yakla³�m H�z�

Bu k�s�mda genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich operatörlerinin Peetre-K

fonksiyoneli �le yakla³�m h�z� verilecektir. Öncelikle Peetre-K fonksiyonelinin ve 2.

süreklilik modülünün tan�m�n� verelim.

3.4.1. Tan�m

f ∈ CB [0,∞) olmak üzere CB [0,∞) üzerindeki norm

‖f‖ = sup
x∈[0,∞)

|f (x)| (3.5)

olsun. Peetre-K fonksiyoneli

K2 (f ; δ) = inf
{
‖f − g‖+ δ ‖g′‖ : g ∈ C2

B [0,∞)
}

(3.6)

olup burada

C2
B [0,∞) = {g ∈ CB [0,∞) : g′, g′′ ∈ CB [0,∞)} (3.7)

ve norm

‖g‖
C

(2)
B [0,∞)

= ‖g‖CB [0,∞) + ‖g
′‖CB [0,∞) + ‖g

′′‖CB [0,∞) (3.8)



42

ile verilir.

3.4.2. Tan�m

f ∈ CB [0,∞) olsun. δ > 0 için f nin 2. süreklilik modülü

ω2 (f ; δ) = sup
0<|h|≤δ,x∈[0,∞)

|f (x+ 2h)− 2f (x+ h) + f (x)| (3.9)

olmak üzere, M > 0 say�s� vard�r ki

K (f ; δ) ≤Mω2

(
f ;
√
δ
)

(3.10)

d�r.

3.4.3. Teorem

Rn (f ;αn, βn;x) E³.3.1 ile verilen genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich

operatörleri olsun. Her f ∈ CB [0,∞) ve
βn
αn
≤ 1 olmak üzere

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤ 4K (f ; δαn,βn (x)) + ω

(
f ;
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))

≤M1ω2

(
f ;
√
δαn,βn (x)

)
+ ω

(
f ;
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))

olup

δαn,βn (x) =
βn
αn

(
x (H ′′(1) + 1) +

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)
+

(
A′(1)

A(1)
+

1

2

)2
)

d�r. Ayr�ca M1, pozitif bir sabit say�d�r.
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�spat

f ∈ CB [0,∞) olmak üzere
−
Rn (f ;αn, βn;x) yard�mc� operatörünü

−
Rn (f ;αn, βn;x) = Rn (f ;αn, βn;x) + f (x)− f

(
x+

βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))
(3.11)

olarak tan�mlayal�m.

−
Rn (1;αn, βn;x) = 1 ve

−
Rn (t;αn, βn;x) = x

oldu§undan

−
Rn ((t− x) ;αn, βn;x) = 0

ve

−
Rn

(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)

=
βn
αn

(
x (H ′′ (1) + 1) +

βn
αn

(
A′′ (1) + A′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

+
1

12

))

dir. t ∈ [0,∞) ve gεC2
B [0,∞) olsun. Taylor formülünden

g (t)− g (x) = g′ (x) (t− x) +
t∫

x

(t− u) g′′ (u) du (3.12)

d�r.
−
Rn (f ;αn, βn;x) operatörü E³.3.12 nin her iki yan�na uygulanarak

−
Rn (g (t) ;αn, βn;x)−

−
Rn (g (x) ;αn, βn;x)
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=
−
Rn ((t− x) ;αn, βn;x) g′ (x) +

−
Rn

 t∫
x

(t− u) g′′ (u) du;αn, βn;x


elde edilir. Buradan

∣∣∣∣ −Rn (g (t) ;αn, βn;x)− g (x)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ −Rn

 t∫
x

(t− u) g′′ (u) du;αn, βn;x

∣∣∣∣∣∣
olur. E³.3.11, 3.1.3.Lemma (ii) ve

βn
αn
≤ 1 oldu§u dikkate al�narak

∣∣∣∣ −Rn (g (t) ;αn, βn;x)− g (x)
∣∣∣∣ ≤ −

Rn

 t∫
x

|(t− u)| |g′′ (u)| du;αn, βn;x



+

x+
βn
αn

(
A′(1)
A(1)

+
1
2

)∫
x

∣∣∣∣x+ βn
αn

(
A′(1)

A(1)
+

1

2

)
− x
∣∣∣∣ |g′′ (u)| du

≤ ‖g′′‖
(
Rn (t− x)2 ;αn, βn;x

)
+

(
βn
αn

(
A′(1)

A(1)
+

1

2

)2
)

= ‖g′′‖

(
βn
αn

(
x (H ′′(1) + 1) +

βn
αn

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

))
+

(
βn
αn

(
A′(1)

A(1)
+

1

2

))2
)

≤ ‖g′′‖ βn
αn

(
x (H ′′(1) + 1) +

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)
+

(
A′(1)

A(1)
+

1

2

)2
)

elde edilir. Buradan

∣∣∣∣ −Rn (g (t) ;αn, βn;x)− g (x)
∣∣∣∣ ≤ ‖g′′‖ δαn,βn (x) (3.13)
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yazal�m.

Her f ∈ CB [0,∞) için E³.3.1 ile tan�mlanan Rn (f ;αn, βn;x), 3.1.2. Lemma (i) den ve

E³.3.5 den

∣∣∣∣ −Rn (f ;αn, βn;x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Rn (f ;αn, βn;x) + f (x)− f
(
x+

βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))∣∣∣∣

≤ |Rn (f ;αn, βn;x)|+ |f (x)|+
∣∣∣∣f (x+ βn

αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))∣∣∣∣

≤ 3 ‖f‖

bulunur. Buradan f ∈ CB [0,∞) ve g ∈ C2
B [0,∞) al�narak, operatörün lineerli§i

kullan�larak ve E³.3.13 dikkate al�narak

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)|

≤
∣∣∣∣ −Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f (x+ βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))
− f (x)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣ −Rn ((f − g) ;αn, βn;x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ −Rn (g;αn, βn;x)− g (x)
∣∣∣∣+ |g (x)− f (x)|

+

∣∣∣∣f (x+ βn
αn

(
A′(1)

A(1)
+

1

2

))
− f (x)

∣∣∣∣

≤ 4 ‖f − g‖+ ‖g′′‖ δαn,βn (x) + ω1

(
f ;
βn
αn

(
A′(1)

A(1)
+

1

2

))
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bulunur.

Yukar�daki e³itsizli§in her iki yan�n�n g ∈ C2
B [0,∞) üzerinden in�mumu al�narak,

Peetre-K fonksiyonelinin tan�m�ndan ve E³.3.10 dan

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤ 4K (f ; δαn,βn (x)) + ω1

(
f ;
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))

≤M1ω2

(
f ;
√
δαn,βn (x)

)
+ ω

(
f ;
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))

elde edilir.

3.5. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich Operatörleri için

Voronovskaja tip Teorem

Bu k�s�mda genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich operatörlerine ait Voronovskaja

tip asimptotik yakla³�m formülü verilecektir.

3.5.1. Teorem

x ∈ [0,∞) belirli bir nokta ve f , x'in bir kom³ulu§unda 2 kez türevlenebilir ve sürekli

olsun. Bu taktirde

lim
n→∞

αn
βn

[Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)]

=

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)
f ′ (x) + (x (H ′′ (1) + 1))

f ′′ (x)

2!

+x2
(
6H ′′ (1) + 3 (H ′′ (1))

2
+ 3
)

(3.14)

e³itli§i sa§lan�r.
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�spat

x ∈ [0,∞) da sabit bir nokta olsun.Her t ∈ [0,∞) için Taylor formülünden

f (t) = f (x) + f ′ (x) (t− x) + f ′′ (x)

2!
(t− x)2 + r (t, x) (t− x)2 (3.15)

biçiminde yaz�labilir.

E³.3.1 ile verilen Rn (f ;αn, βn;x) operatörü E³.3.15 nin her iki yan�na uygulanarak

Rn (f ;αn, βn;x)

= f (x)Rn (1;αn, βn;x) + f ′ (x)Rn((t− x) ;αn, βn;x)

+
f ′′ (x)

2!
Rn((t− x)2 ;αn, βn;x) +Rn(r (t, x) (t− x)2 ;αn, βn;x)

elde edilir. 3.1.3.Lemma (i) ve (ii) den

Rn ((f (t)− f (x)) ;αn, βn;x) = f ′ (x)

[
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)]

+
f ′′ (x)

2!

[
x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+ 2

A′ (1)

A (1)
+

1

3

)]

+Rn(r (t, x) (t− x)2 ;αn, βn;x)

olup, e³itli§in her iki taraf�
αn
βn

ile çarp�l�p n→∞ için limit al�narak

lim
n→∞

αn
βn

[Rn ((f (t)− f (x)) ;αn, βn;x)]
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= lim
n→∞

αn
βn

[
f ′ (x)

βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)]

+ lim
n→∞

αn
βn

[
f ′′ (x)

2!

βn
αn
x (H ′′ (1) + 1) +

β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+ 2

A′ (1)

A (1)
+

1

3

)]

+ lim
n→∞

αn
βn
Rn(r (t, x) (t− x)2 ;αn, βn;x)

= lim
n→∞

f ′ (x)

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)
+ lim

n→∞

f ′′ (x)

2!
(x (H ′′ (1) + 1)

+ lim
n→∞

αn
βn
Rn(r (t, x) (t− x)2 ;αn, βn;x)

elde edilir. Burada r (t, x) kalan terimin Peano formudur. r (t, x) ∈ [0,∞) ve

lim
t→x

r (t, x) = 0 d�r.

lim
n→∞

αn
βn
Rn(r (t, x) (t− x)2 ;αn, βn;x)

ifadesine Cauchy-Schwarz e³itsizli§i uygulanarak

lim
n→∞

αn
βn
Rn(r (t, x) (t− x)2 ;αn, βn;x)

≤
√

lim
n→∞

Rn (r2 (t;x) ;αn, βn;x)

√
lim
n→∞

α2
n

β2
n

Rn

(
(t− x)4 ;αn, βn;x

)

elde edilir. r2 (x;x) = 0 oldu§undan

lim
n→∞

Rn

(
r2 (t;x) ;αn, βn;x

)
= r2 (x;x) = 0
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d�r. Dolay�s�yla

lim
n→∞

αn
βn
Rn(r (t, x) (t− x)2 ;αn, βn;x) = 0

olur. Buradan

lim
n→∞

αn
βn

(Rn (f ;αn, βn;x)− f (x))

= f ′ (x)

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)
+
f ′′ (x)

2!
(x (H ′′ (1) + 1))

elde edilir.

3.6. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich Operatörlerinin King Tip

Genelle³tirmesi

Lineer pozitif operatörlerin genelle³tirmeleri üzerine yap�lan çal�³malar, bu

operatörler için daha iyi bir hata tahmini sa§laman�n yakla³�m teoride önemli bir rol

oynad�§�n� göstermektedir. King tipi genelle³tirme ile yap�lan çal�³malar� bir önceki

bölümde belirtmi³tik.

Bu k�s�mda E³.3.1 ile verilen Rn (f ;αn, βn;x) operatörleri x'i koruyacak ³ekilde

yeniden düzenlenerek King tipi bir genelle³tirmesi tan�mlanacak ve bu operatörün

süreklilik modülü ile yakla³�m derecesi elde edilecektir. Genelle³tirilmi³

Szász-She�er-Kantorovich operatörlerinin King tipi genelle³tirmesinin yakla³�m

derecesinin, genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich operatörlerinden daha iyi

oldu§u gösterilecektir.

{rn (x)}, [0,∞) da tan�ml� sürekli fonksiyonlar�n bir dizisi ve 0 ≤ rn (x) <∞ olsun.
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Rn : C [0,∞)→ C [0,∞) olmak üzere

Rn (f ;αn, βn; rn (x)) =

(
αn
βn

)
e
−αnrn(x)H(1)

βn

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnrn (x)

βn

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

f (t) dt (3.16)

olarak tan�mlan�rsa

Rn (t;αn, βn; rn (x)) = rn (x) +
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)
= x

olacak biçimde

rn (x) = x− βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)

olarak bulunur. E§er rn (x), r∗n (x) olarak de§i³tirilirse r∗n :

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)
→ R

fonksiyonu x ∈
[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)
, n ∈ N olmak üzere

r∗n (x) = x− βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)
(3.17)

olarak tan�mlan�r ve lim
n→∞

r∗n (x) = x özelli§ini sa§lar.

f ∈ C

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)

ve x ∈
[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)

için genelle³tirilmi³ Szász-She�er-

Kantorovich operatörlerinin King Tip genelle³tirmesi

R∗n (f ;αn, βn;x)

=

(
αn
βn

)
e

(
−αnx
βn

+
A′(1)
A(1)

+1
2

)
H(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)
− 1

2

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

f (t) dt (3.18)

biçiminde tan�mlan�r.
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E§er x ∈
[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)

ise E³.3.17 de verilen r∗n (x)'in

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)

aral�§�nda

oldu§u görülür.

Di§er yandan 3.1.2.Lemma'dan a³a§�daki sonuçlar elde edilir.

3.6.1. Lemma

Her x ≥ A′ (1)

A (1)
+

1

2
için

(i) R∗n (1;αn, βn;x) = 1

(ii) R∗n (t;αn, βn;x) = x

(iii) R∗n
(
t2;αn, βn;x

)
= x2 + x

βn
αn

(H ′′ (1) + 1)

+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)− H ′ (1)

2
− 5

12

)

3.6.1.Lemma'da E³.3.18 ile verilen R∗n (f ;αn, βn;x) lineer pozitif operatörlerinin lineer

fonksiyonlar� korudu§u görülmektedir.

E³.3.18 de verilen R∗n (f ;αn, βn;x) operatörü lineer pozitif operatör olup r∗n (x) = x

seçildi§inde genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich operatörlerine dönü³ür.

3.6.2. Teorem

R∗n (f ;αn, βn;x) operatörleri f ∈ C

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
, b

]
fonksiyonuna

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
, b

]
üzerinde düzgün yak�nsakt�r.
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�spat

Sabit b >
A′ (1)

A (1)
+

1

2
ve Tb : C

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)
→ C

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
, b

]
dönü³ümünü ∀

f ∈ C
[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
, b

]
için

Tb (f) = f|A′(1)
A(1)

+
1
2
,b



olarak tan�mlayal�m.

3.6.1.Lemmadan i = 0, 1, 2 için

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
, b

]
üzerinde düzgün olarak

lim
n→∞

Tb (R
∗
n (ei)) = Tb (ei) (3.19)

d�r. Dolay�s�yla universal Korovkin teoreminden sonuç sa§lan�r.

3.6.3. Lemma

∀x ∈
[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)
, n ∈ N için

(i) R∗n ((t− x) ;αn, βn;x) = 0

(ii) R∗n
(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)
= x

βn
αn

(H ′′ (1) + 1)

+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)− H ′′ (1)

2
− 5

12

)

e³itlikleri sa§lan�r.
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3.7. Genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich Operatörlerinin King Tip

Genelle³tirmesinin Süreklilik Modülü �le Yakla³�m H�z�

3.7.1. Teorem

f ∈ CB

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)

için R∗n (f ;αn, βn;x) E³.3.18 ile verilen operatör olsun. x ∈[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)
için

|R∗n (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤ 2ω
(
f ; δ∗∗∗αn,βn (x)

)
(3.20)

dir. Burada

δ∗∗∗αn,βn (x)

=

√√√√x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)− H ′′ (1)

2
− 5

12

)
(3.21)

dir.

�spat

E³.3.18 ile verilen R∗n (f ;αn, βn;x) operatörünün lineer pozitif oldu§u, 3.6.1.Lemma (i),

3.6.3.Lemma (ii) ve 2.2.2.Lemma (vii) dikkate al�narak

|R∗n (f ;αn, βn;x)− f (x)|

= |R∗n ((f (t)− f (x)) ;αn, βn;x)|
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≤ R∗n (|f (t)− f (x)| ;αn, βn;x)

≤
(
αn
βn

)
e

(
−αnx
βn

+
A′(1)
A(1)

+1
2

)
H(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)
− 1

2

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(
1 +

1

δ
|t− x|

)
ω (f ; δ) dt

≤

1 +
1

δ

(
αn
βn

)
e

(
−αnx
βn

+
A′(1)
A(1)

+1
2

)
H(1)

A (1)

×
∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)
− 1

2

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

|t− x| dt

ω (f ; δ)

bulunur. Bu e³itlikte önce integral üzerine daha sonra toplam üzerine Cauchy-Schwarz

e³itsizli§i uygulanarak

|R∗n (f ;αn, βn;x)− f (x)|

≤

1 +
1

δ

(
αn
βn

)
e

(
−αnx
βn

+
A′(1)
A(1)

+1
2

)
H(1)

A (1)
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×
∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)
− 1

2

)
(k+1)

βn
αn∫

k
βn
αn

|t− x|2 dt


1
2


(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

dt


1
2

ω (f ; δ)

≤

1 +
1

δ

(αn
βn

)
e

(
−αnx
βn

+
A′(1)
A(1)

+1
2

)
H(1)

A (1)


1
2

×


∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)
− 1

2

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

|t− x|2 dt


1
2

×

(αn
βn

)
e

(
−αnx
βn

+
A′(1)
A(1)

+1
2

)
H(1)

A (1)


1
2

×


∞∑
k=0

pk

(
αnx

βn
− A′ (1)

A (1)
− 1

2

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

dt


1
2

ω (f ; δ)

=

(
1 +

1

δ

(
R∗n
(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)) 1
2

)
ω (f ; δ)

=

(
1 +

1

δ
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×

√√√√x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)− H ′′ (1)

2
− 5

12

)

×ω (f ; δ)

bulunur. E³.3.21 dikkate al�narak ve δ = δ∗∗∗αn,βn (x) seçilerek teoremin sonucuna ula³�l�r.

3.8. R∗n (f ;αn, βn;x) Operatörleri ile Rn (f ;αn, βn;x) Operatörlerinin

Kar³�la³t�r�lmas�

Bu k�s�mda E³.3.18 de verilen R∗n (f ;αn, βn;x), genelle³tirilmi³

Szász-She�er-Kantorovich operatörlerinin King tip genelle³tirmesi ile E³.3.1 de verilen

Rn (f ;αn, βn;x), genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich operatörlerinin yakla³�m

h�zlar� kar³�la³t�r�lacakt�r. R∗n (f ;αn, βn;x) operatörlerinin, Rn (f ;αn, βn;x)

operatörlerinden daha iyi bir yakla³�m h�z�na sahip oldu§u gösterilecektir.

f ∈ CB
[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)
olmak üzere E³.3.20 den

|R∗n (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤ 2ω
(
f ; δ∗∗∗αn,βn (x)

)
oldu§u bilinmektedir.

E³.3.1 ile verilen Rn (f ;αn, βn;x), genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich

operatörleri için ∀f ∈ CB [0,∞), x ≥ 0 ve n ∈ N olmak üzere

|Rn (f ;αn, βn;x)− f (x)| ≤ 2ω (f ; δ∗∗ (x))

yaz�labilir. Burada

δ∗∗ (x) =

√
x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+ 2

A′ (1)

A (1)
+

1

3

)

dir.



57

f ∈ CB

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)
, x ∈

[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)

ve
βn
αn
≤ 1 olsun. R∗n (f ;αn, βn;x)

operatörlerinin, Rn (f ;αn, βn;x) operatörlerinden daha iyi bir yakla³�m h�z�na sahip

oldu§unu göstermek için

δ∗∗∗αn,βn (x) ≤ δ∗∗αn,βn (x)

oldu§u gösterilmelidir.

x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
−
(
A′ (1)

A (1)

)2

− A′ (1)

A (1)
H ′′ (1)− H ′′ (1)

2
− 5

12

)

≤ x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1)

A (1)
+ 2

A′ (1)

A (1)
+

1

3

)

den ve
βn
αn
≤ 1 oldu§undan

−

((
A′ (1)

A (1)

)2

+
A′ (1)

A (1)
(H ′′ (1) + 2) +

H ′′ (1)

2
+

3

4

)
≤ 0

e³itsizli§i ∀x ∈
[
A′ (1)

A (1)
+

1

2
,∞
)

için sa§land�§�ndan dolay� R∗n (f ;αn, βn;x)

operatörleri, Rn (f ;αn, βn;x) operatörlerinden daha iyi bir yakla³�m h�z�na sahiptir.

Bu durumu gra�kler ile gösterelim.

Örnek

Rn (f ;αn, βn;x) ve R∗n (f ;αn, βn;x) operatörlerinde A (t) = et, H (t) = t seçilerek bu

operatörlerin f (x) = cos
(π
2
x
)

fonksiyonuna yakla³�m�n�n ³ekilde (αn) = (n),

(βn) = (
√
n) dizileri olmak üzere n = 60 için R∗n (f ;αn, βn;x) operatörlerinin yakla³�m

oran�n�n, Rn (f ;αn, βn;x) operatörlerinden daha iyi oldu§u görülmü³tür. �ekilde

Rn (f ;αn, βn;x) operatörleri ′′R′′ ile R∗n (f ;αn, βn;x) operatörleri ′′RK ′′ ile

gösterilmi³tir.
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�ekil 3.1. Rn (f ;αn, βn;x) ve R∗n (f ;αn, βn;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�

Örnek

A (t) = et, H (t) = t olsun. n = 60 için Rn (f ;αn, βn;x) ve R∗n (f ;αn, βn;x)

operatörlerinin f (x) = cos (5x) fonksiyonuna yakla³�m oranlar� ilk ³ekilde (αn) = (n),

(βn) = (
√
n), ikinci ³ekilde (αn) = (n), (βn) = ln (n) ve üçüncü ³ekilde

(αn) =
(√

n+ 1
)
, (βn) =

(√
ln (n+ 10)

)
için verilmi³tir. �ekillerde Rn (f ;αn, βn;x)

operatörleri ′′R′′ ile R∗n (f ;αn, βn;x) operatörleri
′′RK ′′ ile gösterilmi³tir.

�ekil 3.2. Rn (f ;αn, βn;x) ve R∗n (f ;αn, βn;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�
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4. �K� DE���KENL� GENELLE�T�R�LM�� SZÁSZ-SHEFFER-
KANTOROVICH OPERATÖRLER�N�N YAKLA�IM
ÖZELL�KLER�

Bu bölümde iki de§i³kenli genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich operatörleri

tan�mlanarak baz� yakla³�m özellikleri incelenecektir. Tan�mlad�§�m�z bu operatörün

merkezi momentleri, ayr�ca tam süreklilik modülü, k�smi süreklilik modülü, Lipschitz

s�n�f�ndan fonksiyonlar ve Peetre-K fonksiyoneli yard�m� ile yakla³�m h�z�

hesaplanacakt�r.

4.1. �ki De§i³kenli Genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich Operatörleri

4.1.1. Tan�m

n ∈ N olmak üzere (αn) , (βn) , (γm) , (ζm)

lim
n→∞

βn
αn

= 0, lim
m→∞

ζm
γm

= 0 (4.1)

ko³ullar�n� sa§layan diziler olsun. I = [0,∞) olmak üzere ∀x, y ∈ (I2) ve ∀f ∈ C (I2)

için Rn,m : C (I2) → C (I2) olmak üzere iki de§i³kenli genelle³tirilmi³ Szász-She�er-

Kantorovich operatörlerini a³a§�daki gibi tan�ml�yoruz.

Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) =

(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

f (t, s) dtds (4.2)

4.1.2. Lemma

Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) E³.4.2 ile verilen operatör olsun. Bu durumda n ∈ N olmak
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üzere ∀x, y ∈ (I2) için

(i) Rn,m (1;αn, βn, γm, ζm;x, y) = 1

(ii) Rn,m (t;αn, βn, γm, ζm;x, y) = x+
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)

(iii) Rn,m (s;αn, βn, γm, ζm;x, y) = y +
ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)

(iv) Rn,m

(
t2;αn, βn, γm, ζm;x, y

)
= x2 + x

βn
αn

(
2
A′ (1)

A (1)
+H ′′ (1) + 2

)

+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)

(v) Rn,m

(
s2;αn, βn, γm, ζm;x, y

)
= y2 + y

ζm
γm

(
2
A′ (1)

A (1)
+H ′′ (1) + 2

)

+
ζ2m
γ2m

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)

e³itlikleri sa§lan�r.

4.1.2.Lemman�n bir sonucu olarak momentleri verebiliriz.

4.1.3. Lemma

∀x, y ∈ (I2) için n ∈ N olmak üzere

(i) Rn,m ((t− x) ;αn, βn, γm, ζm;x, y) =
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)
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(ii) Rn,m ((s− y) ;αn, βn, γm, ζm;x, y) =
ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)

(iii) Rn,m

(
(t− x)2 ;αn, βn, γm, ζm;x, y

)
= x

βn
αn

(H ′′ (1) + 1)

+
β2
n

α2
n

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)

(iv) Rn,m

(
(s− y)2 ;αn, βn, γm, ζm;x, y

)
= y

ζm
γm

(H ′′ (1) + 1)

+
ζ2m
γ2m

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)

e³itlikleri sa§lan�r.

4.2. �ki De§i³kenli Genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich

Operatörlerinin Yakla³�m Özellikleri

4.2.1. Tan�m

I = [0,∞) olmak üzere f ∈ CB (I2), δ > 0 ve M1 (x1, y1), M2 (x2, y2) ∈ I2 olsun.

ω (f ; δ) = sup
ρ(M1,M2)≤δ
M1,M2∈I2

|f (x1, y1)− f (x2, y2)| (4.3)

olarak tan�ml� ω fonksiyonuna f 'nin tam süreklilik modülü denir [13].

Burada ρ (M1,M2) =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 dir.
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4.2.2. Teorem

f ∈ CB (I2), δ > 0 ve (x, y) ∈ I2 olsun. E³.4.2 ile verilen Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)

operatörü için

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)| ≤ 2ω (f ; δn,m (x, y)) (4.4)

dir. Burada

δn,m (x, y)

=

√(
x
βn
αn

+ y
ζm
γm

)
(H ′′ (1) + 1) +

(
β2
n

α2
n

+
ζ2m
γ2m

)(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)
(4.5)

her bir belirli (x, y) ∈ I2 için noktasal olarak elde edilir. I2 nin bir kompakt alt

kümesinde

δn,m =

√
βn
αn

+
ζm
γm

dir.

�spat

E³.4.2 ile verilen Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) operatörü lineer pozitif, 4.1.2.Lemma (i)

den Rn,m (1;αn, βn, γm, ζm;x, y) = 1 oldu§undan, 2.2.2.Lemma (vii), 4.1.3.Lemma (iii)

ve (iv) dikkate al�narak

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

=

∣∣∣∣∣
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)
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×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

f (t, s) dtds

−
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtdsf (x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

|f (t, s)− f (x, y)| dtds

≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(
1 +

1

δ

√
(t− x)2 + (s− y)2

)
ω (f ; δ) dtds
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≤ ω (f ; δ)

[(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds

+
1

δ

(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(
(t− x)2 + (s− y)2

) 1
2 dtds



Burada önce integral üzerine daha sonra toplam üzerine Cauchy-Schwarz e³itsizli§i

uygulanarak

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

≤ ω (f ; δ)

×

[
1 +

1

δ

(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)
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×


(k+1)

βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(t− x)2 + (s− y)2 dtds


1
2


(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds


1
2



≤ ω (f ; δ)

[
1 +

1

δ

×

((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(
(t− x)2 + (s− y)2

)
dtds


1
2

×

((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds


1
2



= ω (f ; δ)

(
1 +

1

δ

(
Rn

(
(t− x)2 ;αn, βn;x

)
+Rm

(
(s− y)2 ; γm, ζm; y

)) 1
2

)

elde edilir. Burada E³.4.5 dikkate al�narak ve δ = δn,m (x, y) seçilerek teoremin sonucuna

ula³�l�r.
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4.2.3. Tan�m

I = [0,∞) olsun. f ∈ CB (I2), δ > 0 olmak üzere

ω(1) (f ; δn (x)) = sup
(x1,y),(x2,y)∈I2

sup
|x1−x2|≤δ

|f (x1, y)− f (x2, y)| (4.6)

ω(2) (f ; δm (y)) = sup
(x,y1),(x,y2)∈I2

sup
|y1−y2|≤δ

|f (x, y1)− f (x, y2)| (4.7)

süreklilik modüllerine s�ras�yla f 'nin x ve y ye göre k�smi süreklilik modülleri denir

[27].

Bu süreklilik modüllerinin tan�m�ndan ρ (M1,M2) = δ al�rsak

|f (x1, y1)− f (x2, y2)| ≤ ω (f ; ρ (M1,M2)) (4.8)

δ = |x1 − x2| için |f (x1, y)− f (x2, y)| ≤ ω(1) (f ; |x1 − x2|)

δ = |y1 − y2| için |f (x, y1)− f (x, y2)| ≤ ω(2) (f ; |y1 − y2|) dir.

4.2.4. Teorem

f ∈ CB (I2), δ > 0 ve (x, y) ∈ I2 olsun. E³.4.2 ile verilen Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)

operatörü için

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

≤ (1 + φαn,βn (x))ω
(1)

(
f ;

√
βn
αn

)
+ (1 + φγm,ζm (y))ω(2)

(
f ;

√
ζm
γm

)
(4.9)

dir.
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Burada

φαn,βn (x) =

√
x (H ′′ (1) + 1) +

βn
αn

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)
(4.10)

ve

φγm,ζm (y) =

√
y (H ′′ (1) + 1) +

ζm
γm

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)
(4.11)

dir.

�spat

E³.4.2 ile verilen Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) operatörü lineer pozitif, 4.1.2.Lemma (i)

den Rn,m (1;αn, βn, γm, ζm;x, y) = 1 oldu§u dikkate al�narak ve 2.2.2.Lemma (vii)

kullan�larak

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

|f (t, s)− f (x, y)| dtds

≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)
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×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

|f (t, s)− f (x, s) + f (x, s)− f (x, y)| dtds

≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(
1 +

1

δn

√
(t− x)2

)
ω(1) (f ; δn) dtds

+

(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(
1 +

1

δm

√
(s− y)2

)
ω(2) (f ; δm) dtds

≤ ω(1) (f ; δn)

[(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds
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+
1

δn

(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

((
(t− x)2

) 1
2

)
dtds



+ω(2) (f ; δm)

[(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds

+
1

δm

(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

((
(s− y)2

) 1
2

)
dtds



≤ ω(1) (f ; δn)

[
1 +

1

δn

(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)
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×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(t− x) dtds



+ω(2) (f ; δm)

[
1 +

1

δm

(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(s− y) dtds



Burada önce integral üzerine daha sonra toplam üzerine Cauchy-Schwarz e³itsizli§i

uygulanarak

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

= ω(1) (f ; δn)

[
1 +

1

δn

((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(t− x)2 dtds


1
2

×

((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)
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×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds


1
2



+ω(2) (f ; δm)

[
1 +

1

δm

((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(s− y)2 dtds


1
2

×

((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds


1
2



= ω(1) (f ; δn)

[
1 +

1

δn

(
Rn (t− x)2 ;x

) 1
2

]

+ω(2) (f ; δm)

[
1 +

1

δm

(
Rn (s− y)2 ; y

) 1
2

]

=

(
1 +

1

δn

√
x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

))
ω(1) (f ; δn)
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+

(
1 +

1

δm

√
y
ζm
γm

(H ′′ (1) + 1) +
ζ2m
γ2m

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

))
ω(2) (f ; δm)

elde edilir.

E³.4.10 ile E³.4.11 dikkate al�narak ve δn =

√
βn
αn

, δm =

√
ζm
γm

seçilerek teoremin

sonucuna ula³�l�r.

4.2.5. Tan�m

f , I2 = [0,∞) × [0,∞) da tan�ml� bir fonksiyon, x = (x1, x2), t = (t1, t2) I
2 nin key�

noktalar� ve ‖x‖ =
√
x21 + x22 olmak üzere

|f (x1, x2)− f (t1, t2)| ≤ C ‖x− t‖γ (4.12)

ve 0 < γ ≤ 1 ise f , I2 de C sabitine göre γ.mertebeden Lipschitz s�n�f�ndand�r denir

ve f ∈ LipCγ yaz�l�r.

4.2.6. Teorem

Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) E³.4.2 ile verilen iki de§i³kenli genelle³tirilmi³

Szász-She�er-Kantorovich operatörleri olsun. f ∈ LipCγ için

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)| ≤ C (δn,m (x, y))
γ
2 (4.13)

0 < γ ≤ 1 dir. Burada δn,m (x, y) E³.4.5 ile verilmi³tir.

�spat

f ∈ LipCγ olsun. E³.4.2 ile verilen Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) nin tan�m� ve

4.1.2.Lemma (i) dikkate al�narak

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|
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=

(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

f (t, s) dtds

−
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtdsf (x, y)

≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

) (k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

|f (t, s)− f (x, y)| dtds

E³.4.12 kullan�larak

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)
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×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

C
(
(x− t)2 + (s− y)2

) γ
2 dtds

Burada p = 2
γ
ve q = 2

2−γ için önce integral üzerine daha sonra toplam üzerine Hölder

e³itsizli§i uygulanarak

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

≤ C

(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×


(k+1)

βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(
(x− t)2 + (s− y)2

)
dtds


γ
2

×


(k+1)

βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds


2−γ
2

≤ C

[((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(
pk

(
αnx

βn

)) 2
γ
(
pj

(
γmy

ζm

)) 2
γ

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

(
(x− t)2 + (s− y)2

)
dtds


γ
2
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×

((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

(
pk

(
αnx

βn

)) 2
2−γ
(
pj

(
γmy

ζm

)) 2
2−γ

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds


2−γ
2



≤ C
(
Rn

(
(t− x)2 ;x

)
+Rm

(
(s− y)2 ; y

)) γ
2

≤ C

((
x
βn
αn

+ y
ζm
γm

)
(H ′′ (1) + 1) +

(
β2
n

α2
n

+
ζ2m
γ2m

)(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)) γ
2

elde edilir. Burada E³.4.5 dikkate al�narak teoremin sonucuna ula³�l�r.

4.2.7. Tan�m

I2 = [0,∞) × [0,∞) da tan�ml� f fonksiyonu, (x1, y), (x2, y) I2 nin key� noktalar�

olmak üzere

|f (x1, y)− f (x2, y)| ≤ C1 |x1 − x2|γ1 , 0 < γ1 ≤ 1 (4.14)

ko³ulunu sa§larsa, f fonksiyonu I2 de x de§i³kenine göre Lipschitz ko³ulunu sa§lar veya

x de§i³kenine göre Lipγ1 s�n�f�ndand�r denir ve bu f ∈ Lipxγ1 biçiminde gösterilir.

Benzer ³ekilde (x, y1), (x, y2) I2 nin key� noktalar� olmak üzere

|f (x, y1)− f (x, y2)| ≤ C2 |y1 − y2|γ2 , 0 < γ2 ≤ 1 (4.15)

ko³ulunu sa§larsa f fonksiyonu y de§i³kenine göre Lipschitz ko³ulunu sa§lar veya y

de§i³kenine göre Lipγ2 s�n�f�ndand�r denir ve bu f ∈ Lipyγ2 biçiminde gösterilir.



76

4.2.8. Teorem

Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) E³.4.2 ile verilen iki de§i³kenli genelle³tirilmi³

Szász-She�er-Kantorovich operatörü olsun. f ∈ Lipxγ1 ∩ Lipyγ2 için

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

≤ C1

(
βn
αn

) γ1
2

(φαn,βn (x))
γ1 + C2

(
ζm
γm

) γ2
2

(φγm,ζm (y))γ2 (4.16)

0 < γ1,
γ2 ≤ 1 dir.

�spat

f ∈ Lipxγ1∩Lipyγ2 olsun. E³.4.2 ile verilen Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) nin tan�m�ndan

ve E³.4.2 nin monotonluk özelli§inden

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

|f (t, s)− f (x, y)| dtds

≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)
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×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

|f (t, s)− f (x, s) + f (x, s)− f (x, y)| dtds

bulunur.

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)| ≤ |I1|+ |I2|

diyelim. E³.4.14 dikkate al�narak

|I1| =
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

|f (t, s)− f (x, s)| dtds

|I1| ≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

C1 |t− x|γ1 dtds, 0 < γ1 ≤ 1

olur. Burada p = 2
γ1

ve q = 2
2−γ1 için önce integral üzerine daha sonra toplam üzerine

Hölder e³itsizli§i uygulanarak

|I1| ≤ C1

[((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)
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×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

(
pk

(
αnx

βn

)) 2
γ1

(
pj

(
γmy

ζm

)) 2
γ1

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

|t− x|2 dtds


γ1
2

×

((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

(
pk

(
αnx

βn

)) 2
2−γ1

(
pj

(
γmy

ζm

)) 2
2−γ1

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds


2−γ1

2



= C1

(
Rn

(
(t− x)2 ;x

)) γ12

= C1

(
x
βn
αn

(H ′′ (1) + 1) +
β2
n

α2
n

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)) γ1
2

bulunur. Burada E³.4.10 dikkate al�narak

|I1| ≤ C1

(
βn
αn

) γ1
2

(φαn,βn (x))
γ1

elde edilir.

|I2| =
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

|f (x, s)− f (x, y)| dtds
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E³.4.15 dikkate al�narak

|I2| ≤
(
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

pk

(
αnx

βn

)
pj

(
γmy

ζm

)

×

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

C2 |s− y|γ2 dtds, 0 < γ2 ≤ 1

olur. Burada p = 2
γ2

ve q = 2
2−γ2 için önce integral üzerine daha sonra toplam üzerine

Hölder e³itsizli§i uygulanarak

|I2| ≤ C2

[((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

(
pk

(
αnx

βn

)) 2
γ2

(
pj

(
γmy

ζm

)) 2
γ2

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

|s− y|2 dtds


γ2
2

×

((
αn
βn

)(
γm
ζm

)
e
−αnxH(1)

βn

A (1)

e
−γmyH(1)

ζm

A (1)

×
∞∑
k=0

∞∑
j=0

(
pk

(
αnx

βn

)) 2
2−γ2

(
pj

(
γmy

ζm

)) 2
2−γ2

(k+1)
βn
αn∫

k
βn
αn

(j+1)
ζm
γm∫

j
ζm
γm

dtds


2−γ2

2



= C2

(
Rn

(
(s− y)2 ; y

)) γ2
2
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= C2

(
y
ζm
γm

(H ′′ (1) + 1) +
ζ2m
γ2m

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)) γ2
2

elde edilir. Burada E³.4.11 dikkate al�narak

|I2| ≤ C2

(
ζm
γm

) γ2
2

(φγm,ζm (y))γ2

elde edilir.

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)| ≤ |I1|+ |I2|

oldu§undan

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

≤ C1

(
βn
αn

) γ1
2

(φαn,βn (x))
γ1 + C2

(
ζm
γm

) γ2
2

(φγm,ζm (y))γ2 , 0 < γ1, γ2 ≤ 1

sonucuna ula³�l�r.

4.2.9. Tan�m

I = [0,∞) olsun. C2
B (I2), I2 de ikinci k�smi türevleri mevcut ve sürekli olan f ∈ CB (I2)

fonksiyonlar�n�n uzay�d�r ve C2
B (I2) uzay�ndaki norm

‖f‖C2
B(I2) = ‖f‖CB(I2) +

2∑
i=1

(∥∥∥∥∂if∂xi
∥∥∥∥
CB(I2)

+

∥∥∥∥∂if∂yi
∥∥∥∥
CB(I2)

)
(4.17)

biçimindedir ve ‖, ‖CB(I2), E³.3.5 ile verilen normdur.

f ∈ CB (I2) fonksiyonunun Peetre-K fonksiyoneli

K (f ; δ) = inf
g∈C2

B(I2)

{
‖f − g‖

CB(I2)
+ δ ‖g‖

CB(I2)
, δ > 0

}
(4.18)
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biçiminde tan�mlan�r.

Ayr�ca ∀δ > 0 için

K (f ; δ) ≤ Cω2

(
f ;
√
δ
)

(4.19)

dir.

Burada ω2

(
f ;
√
δ
)
ikinci süreklilik modülüdür.

4.2.10. Teorem

Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) E³.4.2 ile verilen iki de§i³kenli genelle³tirilmi³

Szász-She�er-Kantorovich operatörleri olsun. Her f ∈ CB (I2) için ve
βn
αn
≤ 1,

ζm
γm
≤ 1

olmak üzere

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)| ≤ 4K (f, δn,m (x, y))

+ω

f ;
√(

βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2

+

(
ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2


≤ C1ω2

(
f ;
√
δn,m (x, y)

)
+ ω

f ;
√(

βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2

+

(
ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2


dir. Burada C1 pozitif bir sabit say� ve

δn,m (x, y) = (Cαn,βn (x) + Cγm,ζm (y))
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=

(
βn
αn

(
x (H ′′ (1) + 1) +

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)
+

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)2
))

+

(
ζm
γm

(
y (H ′′ (1) + 1) +

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)
+

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)2
))

dir.

�spat

f ∈ CB (I2) olmak üzere Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) yard�mc� operatörünü

Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) = Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)

+f (x, y)− f
((

x+
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))
,

(
y +

ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)))
(4.20)

olarak tan�mlayal�m.

Rn,m (1;αn, βn, γm, ζm;x, y) = 1 (4.21)

Rn,m (t;αn, βn, γm, ζm;x, y) = x, Rn,m (s;αn, βn, γm, ζm;x, y) = y (4.22)

oldu§undan

Rn,m (t− x;αn, βn, γm, ζm;x, y) = 0, Rn,m (s− y;αn, βn, γm, ζm;x, y) = 0 (4.23)

d�r.
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t, s ∈ [0,∞) ve g ∈ C2
B (I2) olsun. Taylor formülünden

g (t, s)− g (x, y)

= g′ (x) (t− x) +
t∫

x

(t− u) g′′ (u) du+ g′ (y) (s− y) +
s∫

y

(s− v) g′′ (v) dv (4.24)

dir.

Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) operatörü E³.4.24 n�n her iki yan�na uygulanarak ve E³.4.23

dikkate al�narak

Rn,m (g (t, s) ;αn, βn, γm, ζm;x, y)−Rn,m (g (x, y) ;αn, βn, γm, ζm;x, y)

= Rn,m ((t− x) ;αn, βn, γm, ζm;x, y) g′ (x)

+Rn,m

 t∫
x

(t− u) g′′ (u) du;αn, βn, γm, ζm;x, y



+Rn,m ((s− y) ;αn, βn, γm, ζm;x, y) g′ (y)

+Rn,m

 s∫
y

(s− v) g′′ (v) dv;αn, βn, γm, ζm;x, y



= Rn,m

 t∫
x

(t− u) g′′ (u) du;αn, βn, γm, ζm;x, y
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+Rn,m

 s∫
y

(s− v) g′′ (v) dv;αn, βn, γm, ζm;x, y



elde edilir.

E³.4.20 dan

∣∣Rn,m ((g (t, s) ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− g (x, y))
∣∣

≤ Rn,m

 t∫
x

|(t− u)| |g′′ (u)| du;αn, βn, γm, ζm;x, y



+

x+
βn
αn

(
A′(1)
A(1)

+
1
2

)∫
x

∣∣∣∣x+ βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)
− x
∣∣∣∣ |g′′ (u)| du

+Rn,m

 s∫
y

|(s− v)| |g′′ (v)| dv;αn, βn, γm, ζm;x, y



+

y+
ζm
γm

(
A′(1)
A(1)

+
1
2

)∫
y

∣∣∣∣y + ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)
− y
∣∣∣∣ |g′′ (v)| dv

yazar�z. Burada 4.1.3.Lemma (iii), (iv) ve
βn
αn
≤ 1,

ζm
γm
≤ 1 oldu§unu dikkate alarak

∣∣Rn,m ((g (t, s) ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− g (x, y))
∣∣
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≤ ‖g′′‖C2
B(I2)

(
Rn,m

(
(t− x)2 ;αn, βn, γm, ζm;x, y

)
+

(
βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2
)

+ ‖g′′‖C2
B(I2)

(
Rn,m

(
(s− y)2 ;αn, βn, γm, ζm;x, y

)
+

(
ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2
)

≤ ‖g′′‖C2
B(I2)

(
βn
αn

(
x (H ′′ (1) + 1) +

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)
+

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)2
))

+ ‖g′′‖C2
B(I2)

(
ζm
γm

(
y (H ′′ (1) + 1) +

(
A′′ (1) + 2A′ (1)

A (1)
+

1

3

)
+

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)2
))

= ‖g′′‖C2
B(I2) (Cαn,βn (x) + Cγm,ζm (y))

yazal�m. Böylece g ∈ C2
B (I2) için

∣∣Rn,m ((g (t, s) ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− g (x, y))
∣∣

≤ ‖g′′‖C2
B(I2) (Cαn,βn (x) + Cγm,ζm (y)) (4.25)

elde edilir. Her f ∈ CB (I2) için E³.4.2 ile verilen Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) den ve

Lemma 4.1.2. (i) den

∣∣Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)
∣∣

≤ |Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)|+ |f (x, y)|
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+

∣∣∣∣f (x+ βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))
,

(
y +

ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))∣∣∣∣

≤ 3 ‖f‖CB(I2)

bulunur. Buradan f ∈ CB (I2) ve g ∈ C2
B (I2) alarak, operatörün lineerli§i kullan�larak

ve E³.4.25 dikkate al�narak

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)|

≤
∣∣Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)

∣∣

+

∣∣∣∣f (x+ βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))
,

(
y +

ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))
− f (x, y)

∣∣∣∣

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)| ≤
∣∣Rn,m ((f − g) ;αn, βn, γm, ζm;x, y)

∣∣

+
∣∣Rn,m (g;αn, βn, γm, ζm;x, y)− g (x, y)

∣∣+ |g (x, y)− f (x, y)|

+

∣∣∣∣f ((x+ βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))
,

(
y +

ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

)))
− f (x, y)

∣∣∣∣

≤ 4 ‖f − g‖CB(I2) + ‖g
′′‖C2

B(I2) (Cαn,βn (x) + Cγm,ζm (y))

+ω

f ;
√(

βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2

+

(
ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2




87

bulunur.

δn,m (x, y) = (Cαn,βn (x) + Cγm,ζm (y))

denilirse yukar�da elde edilen e³itlikte g ∈ C2
B (I2) üzerinden in�mum al�narak ve

E³.4.19 kullan�larak

|Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y)− f (x, y)| ≤ 4K (f, δn,m (x, y))

+ω

f ;
√(

βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2

+

(
ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2


≤ C1ω2

(
f ;
√
δn,m (x, y)

)
+ ω

f ;
√(

βn
αn

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2

+

(
ζm
γm

(
A′ (1)

A (1)
+

1

2

))2


elde edilir.

Bu bölümde incelenen Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) operatörlerinin x2 + y2 yi

koruyacak biçimde yeniden düzenlenerek King tipi bir genelle³tirmesi yap�labilir. Bu

genelle³tirmenin tam süreklilik modülü cinsinden yakla³�m derecesi

Rn,m (f ;αn, βn, γm, ζm;x, y) operatörlerinden daha iyi olacakt�r.
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5. SONUÇ

Yakla³�m teorisinin önemli problemlerinden biri, sürekli veya integrallenebilir

fonksiyonlara operatörlerle yakla³�mda en iyi yak�nsama oran�n�n bulunmas�d�r.

Bu çal�³mada pozitif reel eksende sürekli fonksiyonlara yakla³mak için genel bir Szász-

She�er operatörü dikkate al�nd�. Bu genelle³tirmede belirli ko³ulu sa§layan (αn) ve (βn)

dizileri önemli bir rol oynar.

Bu tezde genelle³tirilmi³ Szász-She�er operatörlerinden daha iyi bir yakla³�m oran�

elde etmek için operatörün King tipi genelle³tirmesi tan�mlanarak (αn) ve (βn)

dizilerinin farkl� seçimleri ile daha iyi yakla³�m oranlar� elde edildi. �ntegrallenebilir

fonksiyonlara yakla³mak için tan�mlanan genelle³tirilmi³ Szász-She�er-Kantorovich

operatörlerinin King tipi genelle³tirilmesiyle fonksiyonlara yakla³�mda daha küçük bir

hata oran� bulundu.

Bu çal�³mada elde edilen sonuçlar�n önemi operatörün taban eleman�nda yer alan (αn)

ve (βn) dizileridir. Bu dizilere ba§l� olarak yak�nsakl�§�n daha iyi oldu§u gra�klerle de

gösterilmi³tir.

She�er polinomlar� gibi ortogonal polinomlar� içeren operatörler için benzer çal�³malar

yap�labilir.
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