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Bu tez calismasinin amaci, Ogretmen adaylarinin, matematiksel problemleri ¢ozerken
ortaya ¢ikan argiimantasyon ve ispat siirecinin incelenerek, arasindaki iliskilerin aciga
cikarilmasidir. Bu amac¢ kapsaminda arglimantasyon ve ispat siireci arasindaki iliskinin
kullanilan farkli ispat tekniklerine gore nasil degiskenlik gosterdigini ortaya ¢ikarmak da
amaclanmistir. Arastirmanin ~ katilimcilar, 2017-2018 egitim 6gretim yilinin  bahar
yartyilinda, Ankara’da bir devlet liniversitesinin matematik egitimi bilim dalinin ikinci ve
ticlincii smifinda 6grenim goren 4 Ogretmen adayindan olusmaktadir. Veriler goriisme
teknigi kullanarak toplanmis olup; verilerin analizinde Toulmin modeli ve Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeli kullanilmistir.Arastirma sonuglari, 6gretmen
adaylarinin, matematiksel problemlerin ¢oziimiinde ortaya cikan argiimantasyon ile ispat
stireci arasinda; yapisal ve bilissel stireklilik, yapisal siireklilik-bilissel mesafe, yapisal
mesafe-biligsel siireklilik, yapisal ve bilissel mesafe bi¢iminde iligkilerin oldugunu
gostermektedir. Ogretmen adaylar1 bilissel mesafenin  oldugu durumlarda ispat1
tamamlamakta zorlanirken yapisal mesafenin oldugu durumlarda etkilenmemislerdir.
Ciinkii cebirsel problemler genel olarak dediiktif bir yapiya sahip oldugundan yapisal
mesafe kacinilmaz olmustur. Buradan yola ¢ikarak secilen ispat tekniginin de iki siire¢
arasindaki iligkiyi etkilemedigi soylenmistir. Biligsel siirekliligin goriildiigii durumlarda
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ispatin basariyla tamamlanmasi beklenirken 6gretmen adaylar1 her zaman ispati1 basariyla
tamamlayamamistir. Bu durumun nedeni ise ispat siirecinde dediiktif adimlarin
olusturdugu zincirin zorlugudur. ispat teknikleri iki siire¢ arasindaki iliskiyi etkilemezken
ispatin tamamlanip tamamlanamamasini etkilemektedir. Ciinkii arglimantasyon sirasinda
hipotezin ispat1 i¢in en dogru teknige karar verilmesi gerekmektedir. Arastirma esnasinda
ogretmen adaylarmin en dogru teknige karar vermek yerine kullanabildigi ya da sevdigi
teknigi tercih ettigi gozlemlenmistir. Buradan yola ¢ikarak matematik egitimcilerine;
Ogrencilerini ispat yapabilecegi etkinliklerle karsilastirmalari, bu etkinlikler sirasinda
ispata dair argiimanlar iirettigi argiimantasyonu yasamalarina firsat vermeleri, 6grencilerin
tiim ispat tekniklerini ayni1 beceride kullanabilmelerini saglayacak g¢esitli etkinlikler
yapmalar1 Onerilmistir. Matematik egitimi arastirmacilarina ise cebirsel problemler
disindaki matematiksel problemlerin ¢6ziimiinde ispat tekniklerinin argiimantasyon ve
ispat siireci arasindaki iliskiyi etkileyip etkilemedigi, etkiliyorsa nasil bir etki oldugunun
arastirilmasi onerilmistir.

Anahtar Kelimeler: Argiimantasyon, Matematiksel ispat, Toulmin modeli
Sayfa Adedi: 207

Danisman: Prof. Dr. Ahmet ARIKAN
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ABSTRACT

This thesis aims to examine the argumentation and proof processes engaged in prospective
teachers while solving math problems, and to identify the relationships between them. The
study aims also to reveal the variations in the relationship between argumentation and
proof processes through the usage of different proof techniques.The participants in the
study were four perspective teachers who were sophomores and juniors in the math
education department of a state university in Ankara in the spring semester of the 2017—
2018 academic year. Data was collected via interviews, and analyzed using the Toulmin
and the ck¢ model integrated into the Toulmin model.The findings revealed the existence
of structural and cognitive continuity, structural continuity-cognitive dissonance, structural
dissonance-cognitive continuity, and structural and cognitive dissonance relations between
the argumentation and proof process engaged in the prospective teachers while solving
math problems. The prospective teachers had difficulty in completing a proof in case of
cognitive dissonance, but were unaffected by cases of structural dissonance. This can be
attributed to the fact that algebraic problems generally have a deductive structure which
makes structural dissonance inevitable. So it can be argued that the adopted proof
techniques had no effect on the relationship between the two processes. The successful
completion of the proof is expected in cases of cognitive continuity, although the
viii



prospective teachers were sometimes unable to complete the proof successfully. This can
be attributed to the difficulty of the chain of deductive steps in the proof process. The
applied proving methods did not affect the relationship between the two processes, but
affected according to whether or not the proof was completed. This is because
argumentation requires deciding upon the most appropriate technique to prove a
hypothesis. While they are using the techniques, it is seen that they prefer to choose the
technique which they are able to use or like, rather than selecting the most appropriate one.
Based on these findings, it is recommended that math educators introduce their students
activities involving proofs and prove them opportunities to have argumentation experience
during these activities by generating proof arguments, and conduct various activities that
require students to use all proof techniques in a single task. It is further recommended that
to researchers of math education to examine whether or not proof techniques affect the
relationship between argumentation and proof processes while they solving non-algebraic
math problems, and to characterize any such effects.

Key Words: Argumentation, Mathematical proof, Toulmin model
Number of Pages: 207

Advisor: Prof. Dr. Ahmet ARIKAN



ICINDEKILER

TELIF HAKKI VE TEZ FOTOKOPI iZIN FORMU............c.ccovvvrunn... i
ETIiK ILKELERE UYGUNLUK BEYANI ........ccccooiiiiiieeeeeeeer e i
JURI ONAY SAYFASL ..ottt ese st en s iv
TESEKKUR ...ttt ettt v
[0 Y /0SSR vi
ABSTRACT ..ottt ettt ettt ettt ettt en e viii
ICINDEKILER...........ooiiiieeeeeeeeeeeeee ettt X
SEKILLER LISTESI ........ooiiiieeeeeeeee ettt XV
KISALTMALAR LISTESI .....oooooioiiieoeeeeeeeeeeeee e, XXX
BOLUM L ..ottt ettt 1
GIRIS ..ottt ettt 1
o] o] [T o T B LU U [ U ORI 1
Arastirmanin Problem Climlesi..............cccoooiiiiiiiiiiiiii e 4
ATaSTIrMANIN ATACE ...ovviiiiiiiiie it ettt et e et e e s st b e e s s tbe e e e s abb e e e e s ssbeeeesabeeeeesasreeas 4
Arastirmanin ONeM...............ccoovovoviiueieiieeeceee st es s en ettt en s st sen e, 5
VarSayIMIAY ..o 5

N 1100 D L Ed ) 5
1330) 01010 (5 1 CO O 6
TEORIK CERCEVE VE ILGILI ARASTIRMALAR ......c.c.ccoovvveiirnnnn, 6
B =T0) 1 QO SRR 6
ATGUIMIAN ..ottt e ettt e e bt e e s nbb e e s be e e s be e e s nbe e e snneeennes 6
ATGUIMANTASYON.......oiiiiiiiiiiieiiii ettt e e e e s sbb e s be e e abe e e sbeeesseeeanes 6

[ ] 1] 2SRRI 7
MatematiKsel ISPAt ............cccoooviviviiieieiicecees e 7



Argiimantasyon ve Ispat Siireci Arasindaki Tliskiler..................cccoocooovivevevieenrnnnne, 8

TOUIMIN MOt 12
Tartisma Modeli: Veri, Gerek¢eler, Iddia ve Yardimci Bilesenler-......................... 13
Toulmin Modeline Entegre Edilmis Ck¢ Modeli...............cccoooiiniiiiiiiiiii 18
TIGIli AFaStIrmMAalar ..............c.oouiviveiciiecieceeeeee et 19
BOLUM IIL......ooooiiiiiiiiiieesisesese s 26
YONTEM ..ottt 26
Arastirmanin Modeli................oooiiii 26
Arastirma GrUDU..........oooiiiii e 26
VEri TOPIAMA ATACI .....c..ooviiiiiiii e 27
Veri Toplama SUIeCh...........ccoooiiiiiiii e 27
VBTN ANALIZE ..o 27
BOLUM IV.....coooiiiiiimiitiiiiiiicseseesssssssssiisssss s sssssiessses s sesiesssss s 29
BULGULAR ... 29
OAY’in Problem 1’e Yonelik Bulgularinin Anahizi...............ccoocevevveeereereeercenene, 29
OAT’in Problem 1 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yénelik Bulgularinin
ANBIIZE e 29
OAY’in Problem 1 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANBIIZE e 34
OAY’in Problem 1 de Tercih Ettigi Uciincii Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANBIIZE e 36
OA1’in Problem 2’e Yonelik Bulgularinin Analizi...............cccccocovvvveeviesicnennnn, 38
OA1’in Problem 2 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
AANBIIZI . 38
OAY’in Problem 2 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
AANBIIZI . 43
OA1’in Problem 2 de Tercih Ettigi Uciincii Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
AANBIIZI . 44
OA1’in Problem 3’e Yonelik Bulgularinin Analizi................c.ccccoevvverereiesicnennnn, 46
OAY’in Problem 3 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANANIZE o 46
OAY’in Problem 3 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANBIZE .o 49
OAT’in Problem 4’¢ Yonelik Bulgularinin Analizi.............c.cocooooveveevveeennssennne, 55

Xi



OA1’in Problem 4 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin

ANANIZE o 55
OAY’in Problem 4 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANANIZE o 58
OA2’nin Problem 1’e Yonelik Bulgularinin Analizi....................ccoccecvvvevevnseiennnne, 60
OA2’nin Problem 1 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANANIZE oo 60
OA2’nin Problem 1 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yénelik Bulgularinin
ANANIZE o 63
OA2’nin Problem 2’e Yénelik Bulgularinin Analizi...............c..cccooeviveveiniencnennnnne, 67
OA2’nin Problem 2 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANANIZE o 67
OA2’nin Problem 2 de Tercih Ettigi ikinci ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANBIIZE e 73
OA2’nin Problem 3’e Yonelik Bulgularinin Analizi...............c..cccooevevererninninennnnne, 76
OA2’nin Problem 3 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANBIIZE e 76
OA2’nin Problem 3 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yénelik Bulgularinin
ANBIIZE e 81
OA2’nin Problem 3 de Tercih Ettigi Uciincii Ispat Teknigine Yoénelik
Bulgularmin AnalizZi .............ccooooooiiiiii e 84
OA2’nin Problem 4’e Yonelik Bulgularinin Analizi...............cc.cccoooeveveeverreenrecnnnnee, 89
OA2’nin Problem 4 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANBIIZE . 89
OA2’nin Problem 4 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
AANBIIZI . 91
OA3’iin Problem 1’e Yénelik Bulgularinin Analizi................cccoccovvvvereieceincnernnns 93
OA3’iin Problem 1 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yénelik Bulgularinin
AANBIIZI . 93
OA3’iin Problem 1 de Tercih Ettigi ikinci ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
AANBIIZI . 98
OA3’iin Problem 2’e Yénelik Bulgularinin AnaliZi..............cc.ccoooveviriverereneeennn. 103
OA3’iin Problem 2 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yénelik Bulgularinin
ANANIZE o 103
OA3’iin Problem 2 de Tercih Ettigi Ikinci Ispat Teknigine Yénelik Bulgularinin
ANANIZE o 108
OA3’iin Problem 3’e Yonelik Bulgularnin Analizi............c......ccocoeevevivevvnnenennne, 110

X1



OA3’iin Problem 3 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin

ANANIZE oo 110
OA3’iin Problem 3 de Tercih Ettigi ikinci ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANANIZE oo 114
OA3’iin Problem 3 de Tercih Ettigi Uciincii ispat Teknigine Yonelik
Bulgularimin ANalizi..............ccoooiiiiiiiiii 116
OA3’iin Problem 4’e Yonelik Bulgularinin Analizi............c......ccocoeevevevevinnenennne, 117
OA3’iin Problem 4 de Tercih Ettigi Birinci ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANANIZI oo 117
OA3’iin Problem 4 de Tercih Ettigi ikinci ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANANIZI oo 120
OA4’iin Problem 1’e¢ Yonelik Bulgularinin Analizi..................cccooocviiirirercnninnnnnn, 121
OA#’iin Problem 1 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANBIIZE s 121
OA4’iin Problem 1 de Tercih Ettigi ikinci ispat Teknigine Yonelik Bulgularimin
ANBIIZE s 126
OA4’iin Problem 2’¢ Yonelik Bulgularinin Analizi...............ccccco.ovvvereeeercnnnennns, 130
OA4’iin Problem 2 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yénelik Bulgularinin
ANBIIZE s 130
OA#’iin Problem 2 de Tercih Ettigi ikinci ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANBIIZE s 133
OA#4’iin Problem 2 de Tercih Ettigi Uciincii Ispat Teknigine Yonelik
Bulgularmin Analizi ... 137
OA4’iin Problem 3’e¢ Yonelik Bulgularinin Analizi................ccccco.ovvveveceercnnnnnnans, 140
OA#’iin Problem 3 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yénelik Bulgularinin
ANBIIZI s 140
OA#’iin Problem 3 de Tercih Ettigi ikinci ispat Teknigine Yonelik Bulgularinin
ANBIIZI s 150
OA4’iin Problem 4’e Yénelik Bulgularinin Analizi.................cccccooovvvvererenennennnnsn. 154
OA#’iin Problem 4 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yénelik Bulgularinin
ANBIIZI s 154
OA#’iin Problem 4 de Tercih Ettigi ikinci ispat Teknigine Yénelik Bulgularinin
ANANIZE o 157
BOLUM V ..oooooooiiiiiiimmmmnnmssssiniicesssess s iesssse s 159
SONUCLAR VE ONERILER..........ccooooiiioooooeeeoeeeeeeeeeo e 159
710 111 o RS 159



Birinci Matematiksel Probleme Ait Sonuclar.......................ccocco i, 159

Tiimevarumla ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar........................ 160
Dogrudan ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar ............................. 161
Celiskiyle ispatin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar.......................c....ccccoceueenne. 161
fkinci Matematiksel Probleme Ait SONUCIAT...............cccoocovvivevireieieeeeeeereeen, 162
Tiimevarumla ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar ........................ 162
Celiskiyle ispatin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar.......................c...ccccocueenne. 164
Dogrudan ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonuclar ............................. 165
Uciincii Matematiksel Probleme Ait Sonuclar.................cccocooovvveveereeserninnnnn, 165
Dogrudan ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonuclar ............................. 166
Celiskiyle ispatin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar.......................c....ccccovuvenne. 166
Tiimevarumla ispat tekniginin secildigi ¢éziimlere dair sonucglar ........................ 167
Dordiincii Matematiksel Probleme Ait Sonuclar ................cccoooiiiiininiee, 168
Dogrudan ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonuclar ............................. 169
Celiskiyle ispatin secildigi ¢oziimlere dair sonucglar.......................c....ccccocvvennn. 169

(0] 173 01 ORI 171
KAYNAKLAR ..ottt 173

Xiv



SEKILLER LISTESI

Sekil 1. Toulmin modeline gore dediiktif argiimantasyonun analizi. Giines, S. (2013).
Matematik egitiminde argiimantasyon ve kanit siireclerinin analizi ve karsilastirilmast.

Yiiksek Lisans Tezi, Hacettepe Universitesi Egitim Bilimleri Enstitiisii, Ankara. ............. 10

Sekil 2. Toulmin modeline gore abdiiktif argiimantasyonun analizi. Giines, S. (2013).
Matematik egitiminde argiimantasyon ve kanit siireglerinin analizi ve karsilastiriimasi.

Yiiksek Lisans Tezi, Hacettepe Universitesi Egitim Bilimleri Enstitiisii, Ankara. ............. 10

Sekil 3. Toulmin modeline gore sonug genelleme. Pedemonte, B. (2007a). How can the
relationship between argumentation and proof be analysed? Educational Studies in
MaAtNEMALIC, 66, 23-4L. ....oeeeieiieiie et e e st e e e s et e e s s et e e e e s s bt e e e s s ebreeeeseares 11

Sekil 4. Toulmin modeline gore siire¢ genelleme. Pedemonte, B. (2007a). How can the
relationship between argumentation and proof be analysed? Educational Studies in
MaAtNEMALIC, 66, 23-4L. ....oeeeieiiiiie et e st e e st e e s s e e e e e s sebb e e e s s ebbeeeeseanes 11

Sekil 5. Toulmin modelinin temel yapisi. Toulmin, S. (1958). The uses of argument. UK:
Cambridge UNIVEISILY. .....eiiiiiiieiie ettt st e e saeeabaeanee s 13

Sekil 6. Toulmin modelinin temel yap1sinin Ornegi.........cccvvevviiiiiiniiiieiieie e 14

Sekil 7. Toulmin modelinde niteleyen bileseni. Toulmin, S. (1958). The uses of argument.
UK: Cambridge UNIVEISITY. ......cuoiiiiiiieiiiiisieiieieee et 15

Sekil 8. Toulmin modelinde niteleyen bileseninin OreFi..........cevvvvviiviiieiiiieiieiiieeen 15

Sekil 9. Toulmin modelinde ¢iirliten bileseni. Toulmin, S. (1958). The uses of argument.
UK: Cambridge UNIVEISITY. ....ccveieiieiiei e sie e ste et sse e e nne e nns 16

Sekil 10. Toulmin modelinde ¢iiriiten bileseninin GrNEGi ......cccvvvvrveeiiieriiiie e 16

XV



Sekil 11. Toulmin modelinde destek bileseni. Toulmin, S. (1958). The uses of argument.
UK: Cambridge UNIVEISILY. ......ccueiiiiiiiiiiiisieiieieie ettt 17

Sekil 12. Toulmin modelinde destek bileseninin Grnegi .......covvvvvvrveeiiieriiiee i 17

Sekil 13. Toulmin modeline ck¢ modelinin entegre edilmesi. Pedemonte, B. (2008).

Argumentation and algebraic proof. Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik, 40, 385-

A00.. et e Rt b e b e nre s 19
Sekil 14. Birinci matematiksel problem ... 29
Sekil 15. OA1'in birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyon.................. 30

Sekil 16. OA1'in birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)........ccocvvvvririieienencieneeceeee, 30

Sekil 17. OA1'in birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2) .......cccccveveeiiieniiniie i 31
Sekil 18. OAl'in birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarim yoluyla ispat
teknigini kullanarak yasadig1 iSpat SUTECT ........ceevvviereieiiiiiiiceesee e 32
Sekil 19. OAl'in birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadigi ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeli ile

AN IZE e 33

Sekil 20. OA1'in birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullanarak
YASAAIZT ISPAL STTECT -veeuveieiieiieeitie ettt ettt et e e st e e e sab e e e bt e e e bb e e enn e e s nneeenes 34

Sekil 21. OA1'in birinci problemin ¢oziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullanarak

yasadig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1) 35

Sekil 22. OA1'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullanarak
yasadig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2) 36
Sekil 23. OAl'in birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullanarak yagadigl 1SPat STIECT ......vveiviiriiieiiiiiiiiei e 37
Sekil 24. OAl'in birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullanarak yasadig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore

ANALIZE e 37

XVi


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692738
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692739
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692740
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692740
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692741
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692741
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692742
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692742
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692743
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692743
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692743
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692744
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692744
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692745
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692745
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692746
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692746
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692747
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692747
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692748
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692748
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692748

Sekil 25. OAl'in birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullanarak yasadigi ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore

ANALZININ AEVAMIL ...ttt r e e b e e e nnr e neennne s 38
Sekil 26. Ikinci matematiksel ProbIEM.........cccveveveveveieieiee e, 38
Sekil 27. OA1'in ikinci problemin ¢dziimiinii sirasinda yasadigi argiimantasyon............... 39

Sekil 28. OA1'in ikinci problemin ¢dziimiinii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi...........cocoveveiiiieiiii e 39

Sekil 29. OA1'in ikinci problemin ¢oziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullanarak yagadiZ1 iSPAt STIECT .....vveiveireriieiiieiseese et 40

Sekil 30. OAl'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadigi ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore

10T L4 (1 ISR 40

Sekil 31. OA1'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadig: ispat stirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore

1AL L4 22 PSSP 41
Sekil 32. OA1'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadig1 ispat stirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore
ANATIZE (B) 1ot b bbbt 42
Sekil 33. OAl'in ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullanarak
YASAAIZT ISPAL STIECT ..ttt nne s 43
Sekil 34. OAl'in ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispati kullanarak
yasadig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi .....43
Sekil 35. OAl'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullanarak yagadigl 1SPat STIECT ......vveiviiriiieiiiiiiiiei e 44
Sekil 36. OAl'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullanarak yasadig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore

ANANIZI ... 45
Sekil 37.Ugiincii matematiksel ProblemM..........cou.cvevireriircveiiireisscre e 46
Sekil 38. OA1'in {igiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon ............... 46

Xvii


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692749
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692749
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692749
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692750
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692751
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692752
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692752
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692753
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692753
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692754
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692754
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692754
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692755
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692755
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692755
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692756
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692756
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692756
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692757
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692757
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692758
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692758
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692759
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692759
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692760
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692760
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692760
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692761
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692762

Sekil 39. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizZi...........coccvvveiieiiiiiiiieiiicecec e 46

Sekil 40. OA1'in {igiincii problemin ¢6ziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullanarak yagadiZ1 1SPAt STUTECT ...eiuvvveiveeeiiieeiiieeiiiieesitieesireessireesssseessisessssressseessseeessseesnnns 47

Sekil 41. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadigi ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore

10T L4 T () ISR 47

Sekil 42. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadigi ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore

ANATIZE (2) 1ot bbbt 48

Sekil 43. OA1'in {igiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig

ispat slirecinde yasadig1 birinci yapisal argimantasyon SUIECI........coevvverueerierriieerensiieennens 49

Sekil 44. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig
ispat siirecinde yasadig1 birinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline

entegre edilmis ck¢ modeline gore aNalizi (1) ......ccoeveiiiiiiieiiiciee e 49

Sekil 45. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig
ispat siirecinde yasadig birinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline

entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2).......cccovvvviiiiiiiiiieieerc e 50
Sekil 46. OA1'in {iglincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig
ispat siirecinde yasadig1 ikinci yapisal argimantasyon SUIEC..........cvvveririveiierinieiieennenn, 50
Sekil 47. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig
ispat slirecinde yasadigi ikinci yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline gore analizi (1).......cccveiieiiiiiie i 51
Sekil 48. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig
ispat siirecinde yasadig ikinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline gore analizi (2).......cccveieeiriiiieiii e 52
Sekil 49. OA1'in {iciincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig

ispat siirecinde yasadig1 liglincii yapisal argiimantasyon SUIECH ...........ceevvvvirienisierieennenn, 53

XViil


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692763
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692763
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692764
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692764
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692765
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692765
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692765
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692767
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692767
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692768
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692768
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692768
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692769
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692769
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692769
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692770
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692770
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692771
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692771
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692771
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692772
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692772
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692772
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692773
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692773

Sekil 50. OA1'in {igiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat stlirecinde yasadigi {iglincii yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline

entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1) ......cccvvvviiiiiiiiiieniiie e 53

Sekil 51. OA1'in {igiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat stlirecinde yasadigi {iglincii yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline

entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2) .......cocevvieiiiiiiiiiiie e 54
Sekil 52. Dordiincii matematiksel problem ........ccocvviiiiiiiiiiiii i 55

Sekil 53. OAl'in dordiincii problemin ¢dziimiine yonelik hipotez olusturdugu

ATZUMANTASYOIIU ..ttt e e b e s be e e s b s e e s b e e e sab e e e nanes 55

Sekil 54. OAl'in dordiincii problemin ¢dziimiine yonelik hipotez olusturdugu

arglimantasyonun Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi .............. 56

Sekil 55. OA1'in dérdiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig

ISPAL STTECT +.vveuteitrestie ittt ettt b bbb e e bt h e bt s et b e e b e e e e s b e e be e e neene e 56

Sekil 56. OA1'in dordiincii problemin ¢oziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig

ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi.................... 57

Sekil 57. OA1'in dérdiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

Kullandi@1 1SPAt STTECT ...couveereeieiieiiee e eene e 58

Sekil 58. OAl'in dordiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig: ispat stirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi ..59
Sekil 59. Birinci matematiksel problem ... 60

Sekil 60. OA2'min birinci problemin ¢dziimiine yonelik hipotez olusturdugu

ATZUMANTASYOTIUL ...c.veiirietee e tee et e e ettt e st e e e s s e e s e e s sn e e s e e an s e e s me e asn e e nne e nnn e e nneeanneennneas 60

Sekil 61. OA2'nin birinci problemin ¢dziimii igin yasadigi argiimantasyonunun Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizZi...........ccocvvveiiiiiiiiiieiiice e 60

Sekil 62. OA2'nin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

Kullandig1 1SPat STIECT ...vvveiuiiieiiiieiiie ettt e e be e e e 61

Sekil 63. OA2'nin birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi ..62

XiX


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692774
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692774
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692774
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692775
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692775
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692775
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692776
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692777
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692777
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692778
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692778
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692779
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692779
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692780
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692780
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692781
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692781
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692782
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692782
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692783
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692784
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692784
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692785
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692785
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692786
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692786
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692787
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692787

Sekil 64. OA2'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig1 ispat siirecinde yasadig1 yapisal argiimantasyon SUIeCI.........ccoovevvvreeneeireneennnns 63

Sekil 65. OA2'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinde yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre

edilmis ck¢ modeline gore analizi ...........ceeviiiiiiiiiii e 64

Sekil 66. OA2'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

Kullandi@1 ISPt STTECT ...eeuveeiueieiiesiie ettt ettt e e e e nne e neennne s 64

Sekil 67. OA2'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi ..65
Sekil 68. OA2'in birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig: ispat silirecinde yasanan ikinci yapisal arglimantasyon SUreci ..........oevoveeiveeninnns 66
Sekil 69. OA2'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig1 ispat siirecinde yasanan ikinci yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi...........cccoevviiiiiniiiiien e 66

Sekil 70. OA2'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig1 1SPat SUIECT (2)...evveruiieiiiieiriiie it 66

Sekil 71. OA2'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Sekil 72. Tkinci matematiksel Problem...........cccovueveviveriiecrerieeisscre e 67

Sekil 73. OA2wmin ikinci problemin ¢dziimiine ydnelik hipotez olusturdugu

ATZUMANTASYOTIUL ...c.veiirietee e tee et e e ettt e st e e e s s e e s e e s sn e e s e e an s e e s me e asn e e nne e nnn e e nneeanneennneas 68

Sekil 74. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizZi...........ccocvvveiiiiiiiiiieiiice e 68
Sekil 75. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
Kullandig1 1SPat STIECT ...vvveiuiiieiiiieiiie ettt e e be e e e 69
Sekil 76. OA2'in ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettifi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi ..70
Sekil 77. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig1 1SPat STIECT (2).uvvieiieieiiiie ittt ettt e e aeeeenes 71


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692788
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692788
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692789
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692789
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692789
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692790
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692790
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692791
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692791
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692792
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692792
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692793
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692793
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692793
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692794
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692794
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692795
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692795
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692795
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692796
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692797
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692797
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692798
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692798
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692799
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692799
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692800
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692800
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692801
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692801

Sekil 78. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Sekil 79. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

Kullandi@1 1SPat STIECT (3)..vevveririeiriieiiiiie ittt nne s 71

Sekil 80. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin (3) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Sekil 81. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

KUllAnd181 ISPAL STIECT «..veuvvevieniieieesiiei ettt nb e nne s 73

Sekil 82. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)

Sekil 83. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

Sekil 84. Ugiincii matematiksel problem.............ccoeveveiiirerereriiisieieeieeee e, 76

Sekil 85. OA2'min {iciincii matematiksel problemin ¢6ziimii sirasinda yasadi§

ATZUMANTAS YOI ... eeeeeiee et et e e r e s e e e e st e re e asr e e ne e sae e e nmeensneenneennreenneeanneennee s 76

Sekil 86. OA2'in iigiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizZi...........ccocvvveiiiiiiiiiieiiice e 77
Sekil 87. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat slirecinde yasadig1 birinci yapisal arglimantasyon SUIreci .........ccocveevveninnns 77
Sekil 88. OA2'nin iigiincii problemin ¢oziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinde yasadigi birinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi...........cocoevviiiieiiiiiie s 78
Sekil 89. OA2'nin {iciincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig1 ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal arglimantasyon SUreci.........ccovveevvreennns 78

XXi


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692802
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692802
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692802
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692803
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692803
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692804
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692804
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692804
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692805
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692805
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692806
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692806
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692806
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692807
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692807
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692807
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692808
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692809
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692809
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692810
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692810
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692811
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692811
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692812
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692812
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692812
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692813
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692813

Sekil 90. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi............ccocvvevuvivieieeresiie s 79

Sekil 91. OA2'nin {igiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig ispat siirecinde yasadigi ticlincii yapisal arglimantasyon SUIeci ...........cooveeeneen. 80

Sekil 92. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinde yasadigi ligiincii yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi...........cccoeevvieiieiiiiiiesie e 80

Sekil 93. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

KUllAnd181 ISPAL STIECT «..veuvvevieniieieesiiei ettt nb e nne s 82

Sekil 94. OA2'in iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)

Sekil 95. OA2'in iigiincii problemin ¢oziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

Sekil 96. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig

ispat siirecinde yasadigi birinci yapisal argiimantasyon SUIECI..........covvevveeriveeriiieesnneenenn. 84

Sekil 97. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig
ispat siirecinde yasadig1 birinci yapisal argiimantayon siirecinin Toulmin modeline entegre

edilmis ck¢ modeline gOre ANAlIiZi .........cceeieiiiiiiiieiie e 85
Sekil 98. OA2'nin iiciincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig
ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal arglimantayon SUIECT ........eevvveeeiieesiieeiiiieesnieeenenes 86
Sekil 99. OA2'nin {igiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal argiimantayon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)......cocvviviiiiiiieie e 86
Sekil 100. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal argiimantayon siirecinin Toulmin modeline entegre

edilmis ck¢ modeline gore analizi (2).......cooueeiieiiieiie e 87

xxii


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692814
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692814
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692814
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692815
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692815
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692816
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692816
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692816
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692817
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692817
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692818
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692818
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692818
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692819
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692819
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692819
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692820
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692820
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692821
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692821
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692821
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692822
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692822
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692823
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692823
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692823
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692824
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692824
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692824

Sekil 101. OA2'nin {igiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi tiglincii yapisal argiimantayon SUIECH .........ccocvereerveieerieeieseenennn, 87
Sekil 102. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig

ispat siirecinde yasadigi liclincii yapisal argiimantayon silirecinin Toulmin modeline entegre

edilmis ck¢ modeline gore analizi ...........ceeviiiiiiiiiii e 88
Sekil 103. Dordiincli matematiksel problem .........ccccovviiiiiiiiiiiiie 89
Sekil 104. OA2'in dérdiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig argiimantasyon......... 89

Sekil 105. OA2'min dordiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantayonun
Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi...........c.ccecvvvivericnvniieneennnn, 90
Sekil 106. OA2'nin dérdiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
Kullandi@1 1SPAt STTECT ....ecuveerieeeiiesiieeieesiie ettt ettt e e sbe e b e e nne e e neennne s 90
Sekil 107. OA2'nin dérdiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat stirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi ..91
Sekil 108. OA2'nin dordiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati
Kullandi@1 1SPAt STIECT ...vevveviiiiiiii it 92
Sekil 109. OA2'nin dérdiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispati

kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)

Sekil 110. OA2'nin dordiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati

kullandig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

.............................................................................................................................................. 93
Sekil 111. Birinci matematiksel problem ... 93
Sekil 112. OA3'iin birinci problemin ¢6ziimii sirasinda yasadigi argiimantasyon............... 94

Sekil 113. OA3'"in birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizZi...........ccoccvvveiiiiiiiiciieiiiceec e 94

Sekil 114. OA3'"in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig1 1Spat STIECT (1)..uvvieiiiieiiiieiiii et e e 95

XXiil


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692825
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692825
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692826
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692826
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692826
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692827
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692828
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692829
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692829
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692830
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692830
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692831
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692831
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692832
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692832
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692833
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692833
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692833
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692834
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692834
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692834
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692835
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692836
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692837
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692837
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692838
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692838

Sekil 115. OA3'"in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Sekil 116. OA3'"in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

Kullandi@1 1SPAt STIECT (2)...evveverieiiieeiiiiieiieerie et nne s 97

Sekil 117. OA3'in birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi timevarimla ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Sekil 118. OA3'"in birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin baglangicinda yasadig1 yapisal arglimantasyon SUreci..........ccooevvevverieennnnn 98
Sekil 119. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin baglangicinda yasadigi yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1) .......ccceverieririniiiiieee e, 98
Sekil 120. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin baslangicinda yasadig1 yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2).......cccoevviieiiiiiiiciic 99
Sekil 121. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ISPAL STUTECT (1) 1rtureeiei e e e nne e 99
Sekil 122. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat stirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1) ...... 100
Sekil 123. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig
ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2) ...... 101
Sekil 124. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ISPAL STUTECT (2) 1 vveentee et etee ettt ettt ettt ettt ettt e ettt et e e s be e e ab e e be e e bt e nbe e e mbeeabeeenbeenneeannas 102

Sekil 125. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig

ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi............ 102
Sekil 126. Ikinci matematiksel Problem..........cccceveveveiereieeeeee e, 103
Sekil 127. OA3'iin ikinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig argiimantasyon............... 103

Sekil 128. OA3'iin ikinci problemin ¢oziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi.........c.ccvevverveieiiieiieese e 104
XXIV


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692839
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692839
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692839
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692840
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692840
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692841
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692841
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692841
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692842
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692842
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692843
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692843
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692843
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692844
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692844
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692844
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692845
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692845
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692846
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692846
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692847
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692847
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692848
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692848
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692849
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692849
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692850
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692851
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692852
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692852

Sekil 129. OA3'iin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig

ISPAL STTECT vttt ettt bt bbbt b e bt b e e b b nn e nes 105

Sekil 130. OA3'iin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig

ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)............ 106

Sekil 131. OA3'iin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig

ispat slirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)............ 107

Sekil 132. OA3'iin ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

Kullandi@1 1SPAt STTECT ....eevverueeeiieiieesiee ettt sttt sb et e e b e s e e sneeennee e 108

Sekil 133. OA3'iin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi 109
Sekil 134. Ugiincii matematiksel ProbIem...........ccceviveviveeceeee e, 110
Sekil 135. OA3'iin {igiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon............ 110

Sekil 136. OA3'iin iigiincii problemin ¢oziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun

Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi..........ccccoeveeiiiiiiiieeiinnnne, 111

Sekil 137. OA3'iin {i¢lincii problemin ¢dziimii igin tercih ettii dogrudan ispat teknigini

Kullandi@1 1SPAt STIECT ....evveviiiiiiiieiiiee i 112

Sekil 138.0A3'"in {iciincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)

Sekil 139. OA3'iin {i¢lincii problemin ¢dziimii icin tercih ettii dogrudan ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

Sekil 140. OA3'iin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

KUllandi@1 1SPAt STIECT ....evveriieiiiiieiisiesie e 114

Sekil 141. OA3'iin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi 115

Sekil 142. OA3'iin iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispati kullandig1

ISPAL STTECT 1.tttk sttt bbbkt b b bbbt e b e b e bbbt bt b e nr e 116

XXV


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692853
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692853
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692854
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692854
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692855
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692855
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692856
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692856
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692857
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692857
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692858
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692859
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692860
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692860
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692861
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692861
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692862
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692862
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692862
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692863
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692863
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692863
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692864
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692864
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692865
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692865
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692866
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692866

Sekil 143. OA3'iin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig

ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)............ 116

Sekil 144. OA3'lin iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig

ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)............ 117
Sekil 145. Dordiincti matematiksel problem ..........cccoovviiiiiiiiiiie 117
Sekil 146. OA3'iin dordiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyon......... 118

Sekil 147. OA3'lin dordiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun

Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi...........cccooceiiieiiiiiicinnnnne. 118

Sekil 148. OA3'in doérdiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
KUIlAnd181 ISPAL STIECT «..veuveeuvieiiesieeiesie ettt 119

Sekil 149. OA3'in dérdiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi 119

Sekil 150. OA3'iin dérdiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig1

ISPAL STTECT «veeeeetee sttt ettt m et e bt e e s m e et e n e e et e nme e e e e nne e enn e e nreennns 120

Sekil 151. OA3'iin dérdiincii problemin ¢ziimii igin tercih ettigi geliskiyle ispat: kullandig1

ispat slirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)............ 120

Sekil 152. OA3'iin dérdiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig1

ispat silirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)............ 121
Sekil 153. Birinci matematiksel problem ..., 121
Sekil 154. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyon............. 122

Sekil 155. OA4"in birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi..........cccocveveiiiicniiiiie e 122

Sekil 156. OA4'in birinci problemin ¢6ziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig@1 1Spat STIECT (1)...cvvieiiieiiiiiiiiei s 123

Sekil 157. OA4"in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692867
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692867
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692868
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692868
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692869
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692870
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692871
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692871
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692872
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692872
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692873
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692873
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692874
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692874
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692875
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692875
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692876
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692876
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692877
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692878
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692879
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692879
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692880
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692880
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692881
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692881
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692881
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692882
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692882

Sekil 159. OA4%in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi timevarimla ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Sekil 160. OA4'in birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig

ispat slirecinde yasadig1 birinci yapisal argimantasyon SUIreCI.......coovvererriveerieeniieernennnes 126

Sekil 161. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi birinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline

entegre edilmis ck¢ modeline ZOTe anNAliZi..........coerverierieiiiinieieiee e 126
Sekil 162. OA4%in birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig1 ikinci yapisal argimantasyon SUIE€CI .........covvrvrreeneeirereereennennns 127
Sekil 163. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline ZOre aNAlIZi .........c.eeieriiieiiiiieesie et 127
Sekil 164. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ISPAL STUTECT (1) +rvveetieeiit ettt ettt e et sbe e eesbe e nneenneeennas 128
Sekil 165. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi.................. 128
Sekil 166. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig li¢iincii yapisal arglimantasyon SUIeCI .........cccoveveeriveeriiveeniineenne 129

Sekil 167. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig

ispat siirecinde yasadigi tliclincii yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline

entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi...........ccoceeiiiiiiciciiies 129
Sekil 168. Ikinci matematiksel Problem..........cccvveeueviveiiiieieeiereiseeeee e 130
Sekil 169. OA4'iin ikinci problemsn ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyon.............. 130

Sekil 170. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadigr argiimantasyonun Toulmin

modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi.........ccccoocvveviiiiiiiie i 131

Sekil 171. OA4%in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig1 1Spat STIECT (1)...eviieiiiiiriiiiiiei s 131

XXVil


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692883
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692883
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692883
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692884
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692884
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692885
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692885
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692885
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692886
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692886
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692887
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692887
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692887
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692888
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692888
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692889
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692889
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692890
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692890
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692891
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692891
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692891
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692892
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692893
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692894
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692894
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692895
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692895

Sekil 172. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Sekil 173. OA4'in ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
Kullandi81 1SPat STIECT (2)..veveeueerieeriiiesie ettt 132

Sekil 174. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Sekil 175. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandi@1 1SPat STIECT (1)..vevieeirieeieiieiiieiie e 134

Sekil 176. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig: ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Sekil 177. OA4'in ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig81 1Spat SUIECT (2)...cvieviiieiriiieiieiii e 135

Sekil 178. OA4'tin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Sekil 179. OA4'iin ikinci problemin ¢oziimii igin tercih ettigi geliskiyle ispati kullandig

ISPAL STTECT vttt bbbt b e bbb e bbb s 137

Sekil 180. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig

ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)............ 137

Sekil 181. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig1

ispat slirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)............ 138

Sekil 182. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig

ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (3)............ 139
Sekil 183. Ugiincii matematiksel problem..........ccoeueveueveeeeeeeeee e, 140
Sekil 184. OA4'lin {igiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon............ 140

Sekil 185. OAd4'iin iiciincii problemin ¢oziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun

Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi..........ccccovvveiivieiiieeiiineenne, 141
XXVili


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692896
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692896
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692896
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692897
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692897
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692898
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692898
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692898
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692899
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692899
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692900
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692900
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692900
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692901
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692901
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692902
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692902
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692902
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692903
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692903
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692904
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692904
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692905
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692905
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692906
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692906
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692907
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692908
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692909
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692909

Sekil 186. OA4'iin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig

ispat siirecinde yasadig1 birinci yapisal argiimantasyon SUIeCH..........coevvvrvererivereereennennns 141

Sekil 187. OA4'iin iigiincii problemin ¢6ziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig1
ispat siirecinde yasadig1 birinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline

entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi...........ccooveviiiiiiciiiii 142

Sekil 188. OA4'iin {iciincii problemin ¢oziimii i¢in tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig

ispat slirecinde yasadig1 ikinci yapisal arglimantasyon SUIECI ........c.covvvereeriveerveniieesnennnes 143

Sekil 189. OA4'iin iciincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig:
ispat siirecinde yasadig1 ikinci yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre

edilmis ck¢ Modeline ZOre aNAlIZ .........c.eeiiiiiieiiiiieeiie e 143

Sekil 190. OA4'iin {iciincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig

ispat slirecinde yasadig tiglincii yapisal argimantasyon SUIECI ........ocvevveriveerersiieennennne 144

Sekil 191. OA4'iin {igiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat: kullandig
ispat siirecinde yasadigi lcilincli yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline

entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1).......ccccovvviiiiiiiiiiiiici 144

Sekil 192. OA4'in iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig1 lcilincli yapisal arglimantasyon silirecinin Toulmin modeline

entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2).......c.coevviiiiiiiiiene e 145
Sekil 193. OA4'iin igiincii problemin ¢oziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispati kullandig
ISPAL STUTECT (2) +vveentee et ete ettt ettt ettt ekttt bt et ettt et e s be e e st e e be e e et e nbe e anb e e ebeeenbeenneeannas 146
Sekil 194. OA4'iin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ISPAL STUTECT (2) 1vveereeriree sttt ettt n et e s n e st e n e e et e nme e e e e nne e enneenneennnas 147
Sekil 195. OA4'iin {iciincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig1
ispat stlirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1) ...... 147
Sekil 196. OA4'in iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2) ...... 148
Sekil 197. OA4'iin iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispati kullandig1
ispat slirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (3) ...... 149
Sekil 198. OA4'iin {iciincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (4) ...... 150

XXIX


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692910
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692910
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692911
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692911
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692911
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692912
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692912
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692913
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692913
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692913
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692914
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692914
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692915
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692915
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692915
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692916
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692916
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692916
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692917
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692917
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692918
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692918
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692919
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692919
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692920
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692920
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692921
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692921
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692922
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692922

Sekil 199. OA4'iin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

KUlland181 1SPAt STIECT ...ve.veeuriiiieiiieiiiiesie et 150

Sekil 200. OA4'iin {iciincii problemin ¢6ziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini

kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi 151

Sekil 201. OA4'iin iigiincii problemin ¢oziimii icin tekrar yasadig1 argiimantasyon siireci

Sekil 202. OA4'in iigiincii problemin ¢dziimii i¢in tekrar yasadig1 argiimantasyon siirecinin

Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi...........cccooceiiieiiiiiicinnnnne. 152

Sekil 203. OA4'in iigiincii problemin ¢oziimiinde tekrar tercih ettigi tiimevarimla ispat

teknigini kullandig1 iSPat STUTECT .......evviiieriiiieiiee s 153

Sekil 204. OA4'iin iigiincii problemin ¢dziimiinde tekrar tercih ettigi tiimevarimla ispat
teknigini kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore

ANATIZE (1) 1ottt 153

Sekil 205. OA4'iin {igiincii problemin ¢dziimiinde tekrar tercih ettigi tiimevarimla ispat

teknigini kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore
1AL L4 T 22 PSSP 154

Sekil 206. Dordiincii matematiksel problem .........c.oovviiiiiiiii 154
Sekil 207. OA4’iin dordiincii problemin ¢oziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon ....... 155

Sekil 208. OA4'iin dordiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadifi argiimantasyonun

Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi..........ccocceeveereerieneerieennenne 155

Sekil 209. OA4'iin dérdiincii problemin ¢dziimiinde tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig1
ISPAL STTECH vttt bbb bbbt et e e e bbb bbbt nes 156

Sekil 210. OA4'iin dérdiincii problemin ¢dziimiinde tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig1

ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi.................. 156

Sekil 211. OA4'in dérdiincii problemin ¢dziimiinde tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

Kullandi@1 1SPaAt STIECT ...vvveiuveieiiiieiiie ettt snee e 157

Sekil 212. OA4'in dérdiincii problemin ¢dziimiinde tercih ettigi dogrudan ispat teknigini

kullandig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi 158

XXX


file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692923
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692923
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692924
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692924
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692925
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692925
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692926
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692926
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692927
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692927
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692928
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692928
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692928
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692929
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692929
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692929
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692930
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692931
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692932
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692932
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692933
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692933
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692934
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692934
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692935
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692935
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692936
file:///C:/Users/casper/Desktop/TEZ/tez%20son.docx%23_Toc11692936

KISALTMALAR LIiSTESI

MEB Milli Egitim Bakanligi
TDK Tiirk Dil Kurumu
OA Ogretmen Aday:

XXXI



BOLUM I

GIRIS

Bu boliimde, arastirmaya iligkin problem durumu, arastirmanin amaci, problem ciimlesi, alt

problemler, arastirmanin 6nemi, varsayimlar ve sinirliliklar yer almaktadir.

Problem Durumu

Iginde bulundugumuz ¢agda bilgi ve iletisim teknolojileri insan hayatmin her animi
etkilemekte, degisen ve gelisen fikirler yeni problemleri de ortaya ¢ikarmaktadir. Bu yeni
problemlerle birlikte matematigi problem ¢ézmede kullanabilen, matematige deger veren
ve matematiksel diislinme becerisi gelismis bireylere ihtiya¢ duyulmaktadir. Egitim-
ogretim kademelerinde okutulan matematik dersinin amaglar1 da bu ihtiyaclar
dogrultusunda diizenlenmektedir. Ornegin; bireylerin problemlere farkli acilardan bakarak
problem ¢6zme Dbecerilerini gelistirmeleri ortadgretim matematik dersi 6gretim

programinin genel amaglarindan biridir (MEB, 2018).

Matematik Ogretiminde kullanilan problem ¢6zme yaklagimi, 6grencilerin matematige
yonelik algilarini, kurallara dayali bir disiplinden; arastirma, sliphe ve yaraticilik gerektiren
bir disipline dogru degistirmelerine yardim eder. Polya (1945), problem ¢6zmenin dort
asamadan olustugunu ileri stirmiistiir. Bu asamalar; problemi anlama, ¢oziimii planlama,
planlanan ¢6ziimii uygulama ve geriye bakistir (S. Xvi-xvii). Bu asamalardan geriye bakis,
¢oziimiin gecerliligini ve dogrulugunu kontrol etme, ¢oziimii genelleme ve yeni
problemler kurma siireclerini igerir. Bu siire¢lerden ¢oziimii genelleme i¢in bireylerden
farkli yontemler kullanarak sonuglar1 tahmin etme ve bu sonuglart matematiksel
gerekcelere dayandirarak savunma, tiimevarim ve tiimdengelim yontemlerini etkili bir
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sekilde kullanma davranislar1 gostermeleri beklenir. Bu davraniglarin gelistirilmesi

bireylerin ispat yapabilme becerisini gelistirir.

Ortadgretim matematik dersi 6gretim programinin genel amaglarindan bir digeri, bireylerin
matematiksel diisiinme becerisi kazanabilmeleridir (MEB, 2018). “Ispat matematiksel
diistinmenin kalbidir ve ispat siirecinin temelini olugturan tiimdengelimli akil yiiriitme,
matematik ve deneysel bilimler arasindaki ayrimi &rneklemektedir (Healey and Hoyles
1998 s-1, akt. Balacheff, N., 2008)”. Soziinii ettigimiz ortadgretim matematik dersi 6gretim
programinin belirledigi amaglar matematiksel ispatla iligkili olup, bu amaglara
ulagilabilmesi i¢in 6grencilere kazandirmay1 hedefledigi temel beceriler de bulunmaktadir.
Ispat yapabilme de bu becerilerden bir tanesidir.
“Ispat, dgrencinin gelisen ve artan bir anlayisa (kavrayisa) sahip olmasina iliskin bir kavramdir.
Sadece matematik alanindaki g¢aligmalara hitap eden bir kavram olmayip, aym zamanda
kararlarin alindigir ve alinmis kararlarin bulundugu tim durumlara iligkin bir kavramdir.
Matematigin bu kavramin gelisiminde essiz bir katkis1 vardir” (Fawcett, H., 1938, s. 120).
Hemen hemen tiim diinyada her 6gretim kademesindeki Ogrenciler igin ispat yapmak,
yapilan ispatt anlamlandirmak zor bir siire¢ olmustur. Bu zorluklarin asilmasi icin
matematik 6gretmenlerinin dikkat etmesi gereken bazi hususlar vardir. Bunlardan birini
Tall (1998) soyle agiklamistir. Ogretim kademelerinde ispat yapabilme becerisi
kazandirilirken 6grencilerin biligsel gelisimi dikkate alinmalidir. Boylece ispat kendileri
icin anlamli olan formlarda sunulur. Bu, egitimcilerden ve matematik¢ilerden matematiksel
ispatin dogasin1 yeniden diisiinmelerini ve bireyin bilissel gelisimi ile ilgili farkli ispat
tirlerini  kullanmay1 diistinmelerini gerektirir (s.17). Bir diger husus matematik
ogretmenleri hem 0&grencilerine daha verimli olabilmeli hem de Ogrencilerinin ispat
yaparken yasadiklar1 zorluklarin ve basarisizliklarin nedenlerini belirleyebilmelidir.
Ogrencilerin yasadiklar1 bu zorluklarin ve basarisizlarin nedenlerini belirleyebilmede
matematik Ogretmenlerine kaynak olacak bir takim arastirmalar yapilmis ve halen de

yapilmaktadir.

Son donemlerde bazi arastirmacilar 6grencilerin ispat yapmaya baslamadan 6nce girdikleri
hipotez olusturma siirecine odaklanmislardir (Boero, Garuti, Lemut ve Mariotti, 1996;
Boero, Garuti ve Mariotti, 1996; Inglis, Mejia-Ramos ve Simpson, 2007). Yapilan bu
caligmalar kapsaminda &grencilerin bireysel olarak veya bir grupla birlikte yapacag: bir
ispata iligkin fikir yiiriittiigli, hipotezler olusturdugu, ispati tamamlayabilmek ig¢in
kullanilacak yontemi belirlemeye yonelik akil yiiriittiigli bu siire¢ arglimantasyon olarak
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adlandirilmistir.  Arglimantasyon &grencilerin merak duygusunu uyandirip 6grenme
sirecinde aktif olmalarin1 da saglarken, anlamli G6grenmenin gerceklesmesine ve
ogrencilerin kendini ifade edebilmesine de firsat verir. Bu nedenle matematik egitiminde
arglimantasyon, bir siire arastirmalarin odak noktasi olmustur. “Argiimantasyondan sonra
onermenin dogrulugunu ya da yanlishigin1 gostermek, bagka bir ifade ile matematiksel bir
toplulugu da verdigi karara ikna edebilmek i¢in {iriin iiretme siireci baslar” (Doruk, 2016, s.
3). Bu siire¢ ise ispat siireci olarak adlandirilir. Daha sonra arastirmacilar bu iki siireg¢
arasindaki 1iligkilere odaklanan caligmalar yapmiglardir (Fiallo ve Gutierrez, 2017,
Pedemonte, 2002, 2003, 2007a, 2007b, 2008; Pedemonte ve Martinez, 2014). Calismalar
baslangigta geometri alaninda yapilirken sonradan cebir ve analiz alaninda da yapilmistir.
Bu caligmalarda argiimantasyon ve ispat siireci igerik ve yap1 agisindan karsilagtirilmustir.
Arastirmacilar argiimantasyon ve ispat silireci arasindaki igerik sisteminde “biligsel
stireklilik” adi verilen bir siireklilik tanimlamiglardir (Boero, Garuti, Mariotti, 1996;
Pedemonte, 2002). Eger ogrenci argiimantasyon siirecinde kullandigi argiimanlari
mantiksal bir zincir halinde organize ederek ispat siirecinde de kullanmigsa burada 6grenci
biligsel siireklilik kurmaktadir. Yapilan baz1 arastirmalarda 6grencilerin bilissel stireklilik
kursa bile ispat1 basariyla tamamlayamadigi gozlemlenmistir. Bunun {izerine arastirmacilar
argiimantasyon ve ispat siireci arasindaki iligkiyli yap1 acisindan analiz etmeye
baglamiglardir. Pedemonte (2007b) c¢alismasinda, argiimantasyon ve ispatin abdiiktif,
dediiktif ya da indiiktif yapida olacaginmi belirtmistir. Abdiiktif yap: ile elde veri olmadan
bir takim gerekgelerle bir iddiaya ulagsmak, dediiktif yapr ile verilerden gerekgeler
araciligiyla bir iddiaya ulagmak, indiiktif yap1 ile de baz1 6zel durumlar1 genelleyerek bir
iddiaya ulasmak kastedilmektedir. Bunun {izerine Pedemonte (2007b) argiimantasyon
stirecinde kurulan yapimin ispatta da devam ettirilmesi durumunda iki siire¢ arasinda

“yapisal siireklilik” oldugunu sdylemistir.

Literatiir incelendiginde iilkemizde argiimantasyon ve ispat siireci arasindaki iliskiyi

inceleyen c¢alisma sayisinin az oldugu goriilmiistiir. Bu ¢alismalar;

e Ortadgretim Ogrencilerinin geometri alanindaki argiimantasyon ve ispat siirecleri
arasindaki iliskilerin incelendigi (Biilbiil ve Urhan, 2016),
e [lkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin analiz alanindaki argiimantasyon ve

ispat siireclerinin incelendigi (Doruk, 2016),



e Argiimantasyon ve matematiksel ispat siireclerini karsilastiran ve bu iki siire¢
arasidaki iliski ya da iligkileri Toulmin Modeli’ne gore analiz eden ¢alismalarin
derlendigi (Giines, 2013, s. 1),

e Matematik lisans derslerinde gergeklestirilen tartismalarda, 6grencilerin attiklari
adimlarin  yapisim1  Ozellikle yaptiklar1  muhakemeleri,  birbirleriyle  ve
ogretmenleriyle olan etkilesimlerinin incelendigi ve Toulmin tarafindan alandan
bagimsiz olarak Onerilen Toulmin tartisma modelinin s6z konusu tartismalarin

yapisini incelemek i¢in nasil kullanilacaginin arastirildigi (Dinger, 2011, s. 1)

calismalardir. Ulusal ve uluslararasi ¢aligmalar incelendiginde segilen ispat tekniginin
argimantasyon ve ispat siiregleri arasindaki iligkiyi etkileyip etkilemedigine, etkiliyorsa
nasil etkiledigine yonelik calismalara rastlanmamistir. Bu nedenle bu c¢alismada 6gretmen
adaylarinin matematiksel problemleri ¢dzerken olusan argiimantasyon ve ispat siirecleri

arasindaki iliskileri incelenirken segilen ispat teknikleri de dikkate alinmistir.

Arastirmanin Problem Ciimlesi

Aragtirmada “Ortadgretim matematik Ogretmeni adaylarinin, matematiksel problemleri
cozerken ortaya ¢ikan argiimantasyon ve ispat siireci arasindaki iligki, yapisal ve bilissel
acidan incelendiginde nasildir?” sorusuna yanit aranmistir.  Bu arastirma sorusu
kapsaminda “Segilen ispat teknikleri matematiksel problemleri ¢6zerken olusan
arglimantasyon ve ispat siireci arasindaki iliskiyi nasil etkiler?” alt problemine yanit

aranmistir.

Arastirmanin Amaci

Ogretmen adaylar1 hem &grencilerine daha verimli olabilmeli hem de &grencilerinin ispat
yaparken yasadiklar1 zorluklarin ve basarisizliklarin nedenlerini belirleyebilmelidir. Bunun
icin de Ogretmen adaylar1 ispat siirecinden Once yasanan arglimantasyonun Ve
arglimantasyon ile ispat siireci arasinda bir iliski oldugunun farkinda olabilmelidir. Buna
yonelik olarak aragtirmanin amaci, matematik Ogretmen adaylarmin matematiksel
problemleri ¢6zerken olusan argiimantasyon ve ispat siireglerinin incelenerek bu siiregler
arasindaki iligkilerin aciga ¢ikarilmasidir. Calismada Ogretmen adaylarinin farkli ispat

yontemlerini  segerek dogrulayabilecekleri problemler kullanilmistir. Buradan da
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matematiksel problemleri ¢ozerken olusan arglimantasyon ve ispat siireci arasindaki
iliskinin kullanilan farkli ispat yontemlerine gore degiskenlik gosterip gostermedigini

ortaya ¢ikarmak amacglanmistir.

Arastirmanin Onemi

Matematik ve diger bilim alanlarindaki gelismeler mevcut sistemlerin tanmimlarinin ve
ozelliklerinin tekrar gbézden gegirilmesine neden olmaktadir. Bu gozden gecirmeler yeni
sistemlerin olusmasina ve olusan bu sistemlerin &zelliklerinin incelenmesine zemin
hazirlamaktadir. Hatta yeni sistemlerden bazilar1 eski sistemlerin daha iyi anlasilabilmesine
151k tutar. Artik fikirlerin, anlagilmasi ve kesfedilmesi gereken yeni bir diinyas: vardir ve bu
diinyaya girmek ic¢in matematiksel ispat ve soyutlama yontemlerinin kullanilmasi
gerekmektedir (Argiin, Arikan, Bulut ve Halicioglu, 2014, s. 234).

Yapilan ispatlar1 anlamlandirmak, bir ispat yapabilmek veya ispat yaparken yasanan
zorluklarin ve basarisizliklarin nedenlerini belirleyebilmek i¢in ispat siirecini tanimak
oldukca 6nemlidir. Bunun i¢in de dgrencilerin ispat yapmaya baslamadan 6nceki hipotez
olusturma siireci olan argiimantasyon siireci ile ilgilenilmelidir. Sadece ispat siireci ile
ilgilenmek yeterli olmayacagi gibi sadece arglimantasyon ile ilgilenmek de yeterli
olmamaktadir. Bu nedenle ispat siireci ile argiimantasyon arasindaki iliskilere de
odaklanilmalidir. Ogretmenlerde bu konu ile ilgili farkindalik olusturmak onemlidir.
Cinkii bu konuda bilgisi olmayan bir o6gretmen dersin islenisini bu dogrultuda
ayarlayamayabilir. Dolayisiyla bu arastirmanin ispat yapmaya yonelik temellerin atildigi
ortadgretim ve ispatla fazlasiyla i¢ ice olunan lisans diizeyindeki tiim ilgili kisilere fayda

saglayacag diisiiniilmektedir.

Varsayimlar

Aragtirmanin varsayimi bulunmamaktadir.

Simirhliklar

Aragtirmada arastirmactyi sinirlayan bir sey bulunmamaktadir.



BOLUM II

TEORIK CERCEVE VE ILGILI ARASTIRMALAR

Bu boliimde arastirmaya iliskin teorik gerceve ve ilgili arastirmalar yer alacaktir.

Teorik Cerceve

Argiiman
“Argliman” kavrami Tiirk Dil Kurumu’nda “kanit, tez, iddia, sav” olarak tanimlanmistir.
Webster’in sozliiglinde ise “ kanit veya ¢iiriitme i¢in gosterilen bir neden” ve “ikna etmeyi
amaglayan sodylem” olarak tanimlanmistir. Arglimana dair daha detayli bir tanim
Wo0d(1999) tarafindan “baz1 diisiince bigimlerini kullanarak baskalarimi ikna etmek

amaciyla katilimcilar arasinda sdylemsel bir degisim” olarak verilmistir.

Bu tez ¢alismasi kapsaminda incelenen ¢alismalarda aragtirmacilar argliman kavramini “bir
iddianin ortaya atilmasi ve bu iddianin desteklenmesi veya ciiriitiilmesi i¢in gelistirilen
nedenler” anlaminda kullanmistir (Pedemonte, 2002, 2003, 2007a, 2007b, 2008; Douek,
1998).

Argiimantasyon

Webster’in sozliiglinde arglimantasyon, “nedenleri belirleme, sonu¢ c¢ikarma, tartigsma
durumunda bu sonuglara bagvurma” ve “bir seyi savunmak veya kanit yapmak amaciyla

yazma ya da konusma islevi” olarak tanimlanmistir. Arglimantasyon bir argiimanin



gelistirilmesi veya sunulmasi islemidir (Lavy, 2006). Ozetle, bir argiimantasyon, bir veya

daha fazla mantiksal olarak bagli argiimandan olusur (Douek, 1998).

Arglimantasyon, muhatabimiz icin anlasmazlifa neden olan bir bakis acisinin kabul
edilebilirligini artirmak veya azaltmak amaciyla yapilan sozel ve sosyal bir muhakeme
aktivitesidir. Bu aktivite, rasyonel bir karara varmadan 6nce s6z konusu bakis agisini1 savunmak
veya reddetmek amaciyla bir takim Onermeler sunarak gergeklestirilir (Eemeren ve
digerlerinden aktaran Dinger, 2011, s. 1).

Matematik egitimi alaninda yapilan ¢alismalar incelendiginde bu c¢alismalarda genellikle,
arglimantasyon, Ogrencinin bireysel olarak veya bir grupla birlikte yapacagi bir ispata
iliskin fikir yuriittiigli, varsayimlar olusturdugu, ispati tamamlayabilmek icin kullanilacak
yontemi belirlemeye yonelik akil yiiriittiigii bir siire¢ olarak kullanilmistir (Boero, Garuti,
Mariotti, 1996; Pedemonte, 2002).

Hipotez

Hipotez kavram1 TDK’da varsayim, 6nsav, deneylerle tam olarak kanitlanmamis kuram,
arastirmanin baslangicinda heniiz dogrulugu veya yanlisligi kestirilemeyen bir 6neri veya
on beklenti olarak tanimlanmistir. Arglin, Arikan Bulut ve Halicioglu’na (2014) gore
hipotez “iki ya da daha fazla degisken arasindaki iligkiye ait dogrulugu kesin olmayan
ancak tecriibelerle dogrulugu hissedilen ifadelerdir. Ayrica bilimsel yontemlerde olaylar
arasinda iligkiler kurmak ve olaylar1 bir nedene baglamak iizere tasarlanan ve gecerli

sayilan bir 6nermedir” (s. 212).

Matematiksel Ispat

Ispat kavrami1 TDK’da “tanit ve kanit gdstererek bir seyin gercek yoniinii ortaya ¢ikarma,
kanitlama, tanitlama” olarak tanimlamistir. Webster’in sozliigiinde ise “bir ifadenin
gecerliligini  6zelliklede mantik ilkelerine uygun olarak diger ifadelerden tiireterek
olusturma siireci veya durumu” bi¢iminde tanimlanmistir. Argiin vd. (2014)’ne gore ispat
“yeterli delil gostererek bir yargi, sav ya da {lretilen bir fikrin dogruluguna ya da

yanlishigina ikna etme veya kabul ettirmedir” (s. 234).

“Matematiksel ispat; bir sonucu dogrulamak, baskalarini bilgilendirmek ve bu bilgiye ikna
etmek, bir sonu¢ bulmak ve sonuglari tiimdengelimsel bir sistemin i¢ine yerlestirmek i¢in
kullanilir” (Almeida, 2003). Pedemonte’ye (2000) gore “hipotezi aciklayan ifade; bir

matematiksel teori kullanilarak gegerli hale getirildiginde ispat iiretilmis demektir ve bu
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ispat matematiksel teori {izerine kurulmus 6zel bir argiimantasyondur” (Pedemonte’den

aktaran Giines, 2013, s. 17).

Pedemonte (2007a) calismasinda matematikte, argiimantasyon ve ispatin aralarindaki ortak
yonleri agiklayan dort islevsel 6zelligin tanimlanabilecegini belirtmistir. Bu o6zellikler

sunlardir:

1. Argiimantasyon ve ispat matematikte mantikli gerekgeler olarak kabul edilebilir.
2. Arglimantasyon ve ispatlar matematikte ikna etmeyi saglar.

3. Matematikte argiiman ve ispatlar evrensel bir izleyici kitleye hitap etmektedir.

4

Matematikte argiimantasyon ve ispat bir alana aittir.

Argiimantasyon ve ispat Siireci Arasindaki iliskiler
Matematik egitimi alaninda yapilmis calismalar incelendiginde argiimantasyon ve ispat
stireci iki agidan karsilagtirilmistir: igerik ve yapi. Pedemonte (2007b), ¢alismasinda bir
hipotezi destekleyen arglimantasyonu ve ispati analiz etmek ve karsilastirmak i¢in teorik
bir ¢ergeve gelistirmistir. Pedemonte’ye (2007b) gore bu karsilastirma, argiimantasyon ile
ispat arasindaki strekliligi veya mesafeyi iki bakis agisiyla analiz ederek
gerceklestirilebilir: referanssal sistem ve yapi. Pedemonte (2007b) burada referanssal
sistem ile (aynt zamanda diger matematik egitimi arastirmacilarmma gore igerik ile),
argiimantasyon ve ispatin hem temsil sistemlerini (dil, ¢izim) hem de bilgi sistemlerini
(kavramlar, teoremler) kastetmektedir. Yapiyla ise ifadeler arasindaki mantiksal biligsel
baglantiy1 (abdiiktif, dediiktif, indiiktif) kastetmektedir. Ornegin; bir hipotezi destekleyen
arglimantasyonda kullanilan bazi kelimeler, ¢izimler, teoremler ispatta da kullanilmigsa
argiimantasyon ve ispat arasinda bir siireklilik vardir. Argiimantasyonda kullanilan bazi
abdiiktif adimlar ispatta da mevcutsa arglimantasyon ve ispat arasinda yapisal bir siireklilik
vardir. Aksi halde, arglimantasyon yapis1 abdiiktif, ispat yapis1 dediiktif ise ikisi arasinda

yapisal bir mesafe vardir.

Arastirmacilar arglimantasyon ve ispat arasindaki iligkileri ilk olarak igerik acisindan
analiz etmislerdir. Ciinkii argiimantasyon ve ispat siireci analiz edildiginde ispat1 basart ile
tamamlayan ogrencilerin argiimantasyon ve ispat siirecinde benzer dilsel 0Ogeleri

kullanmalar1 arastirmacilarin dikkatini ilk ¢eken durum olmustur (Biilbiil ve Urhan, 2016).

Hipotezin iiretimi esnasinda, 6grenci kendi se¢imlerinin olasiliginin dogrulanmast ile islevsel
olarak yogun bir argiimantasyon etkinligi yoluyla kademeli olarak kendi ifadesini iiretir. Bir
sonraki ispatlama asamasinda, 6grenci iiretmis oldugu argiimanlarin bazilarint mantiksal bir
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zincir halinde organize ederek tutarli bir sekilde ispatlama siireci ile argiimantasyon siirecini
birbirine baglar (Boero, Garuti, Mariotti, 1996).

Bu durum arastirmacilar (Boero, Garuti, Mariotti, 1996) tarafindan “bilissel siireklilik”

veya “biligsel biitiinliik” olarak adlandirilmistir.

Bir problem ¢6zme islemi sirasinda bir hipotez olusturmak icin genellikle bir
argiimantasyon etkinligi gelistirilir. “Biligsel siireklilik hipotezi, bazi durumlarda bir
argiimantasyonu Ogrencinin daha Once irettigi argiimanlardan bazilarini mantiksal bir
zincir halinde organize ederek ispati insa etmede kullanabilecegi hipotezidir” (Pedemonte,
2007b). Biligsel siireklilik ile ilgili bir deneysel arastirma, bir hipotez olusturmak igin bir
arglimantasyon etkinligi gelistirildiginde ispatin Ogrenciler i¢in daha “erisilebilir”

oldugunu gosterir (Boero, Garuti, Mariotti, 1996).

Biligsel stireklilik, 6grencilerin ispatin yapiminda karsilastiklar1 bazi zorluklart 6ngérmek
ve analiz etmek icin de kullanilabilmektedir (Giines, 2013, s. 57). Buna yonelik olarak
Pedemonte (2005) argiimantasyon ve ispat arasindaki biligsel siirekliligi analiz etmek i¢in
bir ara¢ bulmanin gerekli ve dnemli oldugunu disiinmiis ve bu ihtiyaca yonelik olarak
caligmasinda Toulmin modeli igerisine ck¢ modelini entegre ederek argiimantasyonun ve
ispatin igerik acisindan kiyaslamasi i¢in bir arag¢ ortaya koymustur (Pedemonte’den aktaran

Pedemonte, 2007a).

Matematik egitiminde arglimantasyon ve ispat arasindaki iligkileri inceleyen
arastirmalarda, deneyler sirasinda, bazi 6grencilerin ispatin insasi i¢in bir teorem bilmeleri
halinde bile bir ispat olusturamadiklar1 goriilmiistir (Pedemonte, 2007a). Bu gergek,
biligsel siireklilik hipoteziyle eslesmemektedir. Pedemonte (2007a), bilissel siireklilik
caligmasiin bazi 6grencilerin ispat olusturamamalarini agiklamak i¢in yeterli olmadigini
belirtmistir. Bu nedenle calismasini, analizi daha ayrintili olarak incelemek ve 6zellikle de
daha once dikkate alinmayan bir siirekliligi g6z 6niine almak i¢in yapmustir. Bu siireklilik
yapisal siirekliliktir. Aragtirmacilara gore eger argiimantasyon ispatla ayni yapiya
(abdiiktif, dediiktif, indiiktif) sahipse aralarinda yapisal siireklilik vardir. Muhakeme (ya da
cikarim) tarzi olan bu yapilar tek basina dediiksiyon, abdiiksiyon ve indiiksiyon olarak da

adlandirilmaktadir (Giines, 2013, s. 58).

Dediiksiyon, bazi verilerden ve bir kuraldan yola ¢ikilarak bir iddia olusturulmasina izin
veren bir ¢ikarimdir (Pedemonte, 2007a). Dediiktif bir argiimantasyonda, ifade verilerden
bir ilke araciligiyla cikartilir (Pedemonte, 2002). Toulmin modeline gore dediiktif

arglimatasyonun analizi su sekilde temsil edilmektedir. Toulmin modelinde D ile veri, C ile
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iddia, W ile de gerek¢e simgelenmistir. Bunlarin detayli anlatimi ilerleyen sayfalarda

“Toulmin Modeli” baglig1 altinda yapilmistir.

D:A —_—> C:?

W: A- B

Sekil 1. Toulmin modeline gore dediiktif argiimantasyonun analizi. Giines, S. (2013).
Matematik egitiminde argiimantasyon ve kanit siireclerinin analizi ve karsilastirilmast.
Yiiksek Lisans Tezi, Hacettepe Universitesi Egitim Bilimleri Enstitiisii, Ankara.

Abdiiksiyon, goézlenen bir gergekten baslayarak, bir iddianin yapimini saglayan bir
¢ikarimdir (Magnani; Peirce; Polya’dan aktaran Pedemonte, 2007a). Abdiiktif bir
arglimantasyonda, ifade veri tanimlanmadan Once ortaya konulur (Arzarello’dan aktaran
Pedemonte, 2002). Bu durumda bir gergek, verilerin tiimiine ulasilmasa bile bir ifadenin
elde edilmesini saglar. Toulmin modeline gore abdiiktif argiimantasyonun analizi su

sekilde temsil edilmektedir.

D: A:? C:B

I

W: A- B

Sekil 2. Toulmin modeline gore abdiiktif arglimantasyonun analizi. Giines, S. (2013).
Matematik egitiminde argiimantasyon ve kanit siireglerinin analizi ve karsilastiriimasi.
Yiiksek Lisans Tezi, Hacettepe Universitesi Egitim Bilimleri Enstitiisii, Ankara.

Indiiksiyon, bazi 6zel durumlardan genellemenin yapilmasina olanak saglayan bir
¢ikarimdir (Pedemonte, 2007a). Indiiktif bir argiimantasyonda ifade belirli durumlardan

sonra yapilan genel bir durumla elde edilir (Pedemonte, 2002).

Genelleme, indiiktif argiimantasyonlarda énemli bir rol oynamaktadir. Indiiktif bir siiregte
rol oynayan iki farkli genelleme tanmimlanmistir: Sonu¢ genelleme (result pattern

generalisation) ve siire¢ genelleme (process pattern generalisation) (Harel, G., 2001. s. 11).

10



Sonug genellemede sonuglardaki diizene odaklanilmaktadir. Toulmin modeline gore sonug
genelleme su sekilde temsil edilmektedir: E;1, 2, 3, ... durumlan {izerine genellenen bir

Ozellik olmak iizere Eq, E, Eg, ...

D: E;, B, E3, _— C: 1fade

T

W: Sonug Genelleme

Sekil 3. Toulmin modeline gore sonug genelleme. Pedemonte, B. (2007a). How can the
relationship between argumentation and proof be analysed? Educational Studies in
Mathematic, 66, 23-41.

Burada Ej, E;, Es, ..., E, bir 6nceki adimin iddialaridir. Veriler arasinda bir ¢ikarim

yoktur; birlikte ifadeyi olustururlar.

Siire¢ genellemede ise siiregteki diizene odaklanilir. Genelleme bir durumu bir sonraki
duruma baglayan ¢ikarim ile yapilir. Toulmin modeline gore siire¢ genelleme su sekilde

temsil edilmektedir.

D: Ey, E1—E,, Ex—Es, ... C: Ifade

W: Sonug Genelleme

Sekil 4. Toulmin modeline gore siire¢ genelleme. Pedemonte, B. (2007a). How can the
relationship between argumentation and proof be analysed? Educational Studies in
Mathematic, 66, 23-41.

Ei, Ei—Ey, Ex—Es, ... Onceki argiimanlardir. Veriler arasinda zincirleme bir ¢ikarim

vardir.

Pedemonte (2007a), argiimantasyon siirecinde hipotezin ortaya konma sekline gore agiga
cikan iki arglimantasyon g¢esidinden s0z etmistir: Yapilandirict  (constructive)

arglimantasyon ve yapisal (structurant) argiimantasyon. Yapilandirici arglimantasyon bir
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hipotez olusturmaya karsilik gelmektedir (Pedemonte, 2002). Yapilandirici argiimantasyon
bazen yalnizca sayisal orneklerle yapilan bir genellemedir. Cebirsel kurallarin sistematik
bir sekilde uygulanmasini gerektiren ispat asamasinda, ispatin her basamagi bir onceki
basamagin belirli bir kurala gore donistiiriilmesidir (Pedemonte, 2007b). Yapisal
argiimantasyon ise, Ozellikle bir hipotezin bir “gercek” olarak verildigi durumlarda
hipotezi dogrulamak i¢in tretilmektedir (Pedemonte, 2002). Pedemonte (2007b), bu tip
argiimantasyonlarin cebirde acgik wuglu problemlerin ¢6ziimiinde O6nemli bir rol

oynayabilecegini diislinmiistiir.

Hipotezin arglimantasyon siirecinin basinda bir ger¢ek olarak ortaya konmasi ya da bir
takim ifadelerin olusturulmasindan ya da sayisal denemelerin yapilmasinin ardinda
arglimantasyon siirecinin sonunda ortaya konmasina bagli olarak belirlenen yapisal ve
yapilandirict argiimantasyon ¢esitleri farkli yapida argiimantasyon siireclerinde yer
alabilirler. Dogas1 geregi yapisal argiimantasyon abdiiktif ya da indiiktif; yapilandirici
arglimantasyon ise dediiktif ya da indiiktif argiimantasyon siirecinin i¢ine girebilmektedir

(Giines, 2013, s. 87).

Pedemonte (2007a), matematikte argiimantasyon ve ispat arasindaki yapisal siireklilik ya

da mesafenin analizinde Toulmin modelinin kullanilabileceginden s6z etmistir.

Toulmin Modeli

Toulmin (1958), tartigmalar1 analiz etmek i¢in var olan formel mantik yaklagimlarindan
uzaklasan yaklagimini “The Uses of Argument (Argiimanlarin Kullanimi1)” adli kitabinda
savunmustur. Toulmin bir tartigmanin mantiksal gecerliliginden daha ¢ok arglimanin
mantiksal igerigine ve yapisina odaklanmistir. (Inglis, Mejia-Ramos, Simpson, 2007).
Dolayistyla Toulmin “Toulmin’in anti-mantiksal kitab1” olarak bilinen The Uses of
Argument (Arglimanlarin Kullanimi) kitabinda ¢agdas bir yol betimlemistir (Toulmin 2001
tarafindan bildirilen bir agiklama) (Inglis, Mejia-Ramos, Simpson, 2007).

Toulmin belli bir alan ya da konu iizerine yapilan tartismanin yapisini analiz etmek i¢in alti
bilesenli bir yap1 olusturmustur. Zamanla bu model “Toulmin Modeli” adini almistir.
Toulmin (1958), bu modeli hukuki davalarin temele alindigr durumlar igin gelistirmistir.

Sonralar1 bu model farkli arastirmacilar tarafindan farkli alanlarda kullanilmistir.
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Tartisma Modeli: Veri, Gerekgeler, Iddia ve Yardimci Bilesenler
Toulmin, modelinin sahip oldugu bilesenlerin birbirinden nasil ayirt edilecegine “The Uses
of Argument” kitabinda deginmistir ve ilk olarak veri ile gerek¢e bilesenleri arasindaki
ayrimi ortaya koymustur. Toulmin’e gore aradigimiz sonug¢/iddia (Claim (C)) ile
sonucumuza bir temel olmasi i¢in basvurdugumuz gergekler arasinda (Toulmin bu
gercekleri “veri (Data (D)) olarak adlandirmistir) kesin bir ayrim vardir. Eger tartismadaki
muhatabimizin sorusu “Ilerlemek i¢in neye sahipsin? (What have you got to go on ?)” ise,
sonucun dayandigi bilgiyi veya veriyi liretmemiz muhatabimiza cevap verebilir; ancak bu,
sonuca itirazda bulunulabilecek yollardan yalnizca biridir. Verilerimizi {rettikten sonra
bile, bize bagka sorular sorulabilir. Simdi daha 6nce yaptigimiz gibi gerceklere dayali bir
bilgi vermek yerine, veriden sonuca nasil gittigimizi géstermeliyiz. Yani, bize sorulan soru
“ilerlemek i¢in neye sahipsin? (What have you got to go on ?)” yerine “oraya nasil
gidiyorsun? (How do you get there ?)” olabilir. Yeni bir meydan okumayla karsilastigimizi
diisiiniirsek, daha fazla veri degil, veriler i¢in ayni sorgu daha da artirilabilir. Bu durumda
verimize bir takim maddeler eklemek yerine, kurallar, prensipler, cikarimlar veya
istedigimiz bagka bir sey sunariz. Amacimiz, tartismamiz i¢in temel gorevi géren verimizi
savunmak degil bu veriyi bir baslangi¢ noktas1 olarak alip, sonucumuza giden bir adimin
uygun oldugunu gostermektir. Bu noktada genel olarak ihtiyacimiz olan sey veri ile sonug
arasinda koprii gorevi gorecek olan varsayimsal ifadelerdir. Toulmin, bu tir ifadeleri

“gerek¢e (Warrant(W))” olarak adlandirmistir.

Simdi, Toulmin’e gore bir tartigmayr incelemek icin gerekli olan modelin ilk iskeletini
cikarabilecek bilesenlere sahibiz. Veri ile sonug arasindaki iliskiyi yonlii bir ok ile veriden
sonuca giden adimi1 yani gerekgeyi de ¢izdigimiz oka dogru yonlendirilmis olan baska bir

yonlii ok ile sembolize edecegiz.

Veri (D) Iddia/Sonug (C)

T

Gerekce(W)

Sekil 5. Toulmin modelinin temel yapisi. Toulmin, S. (1958). The uses of argument. UK:
Cambridge University.
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“Blisgra ortadgretim Ogrencisidir. Ortadgretimde Ogrencilere fonksiyonlar konusu
ogretildiginden Bisra, tersi olan bir fonksiyonun tersini bulmayi biliyordur.” ifadesini

yukaridaki modele gore bilesenlerine ayiralim.

Veri (D) Iddia/Sonug (C)
Biisra ortadgretim 6grencisidir. Biisra tersi olan bir fonksiyonun
T tersini bulmayi biliyordur.

Gerekge(W)

Ortadgretimde 6grencilere fonksiyonlar konusu
ogretilir.

Sekil 6. Toulmin modelinin temel yapisinin 6rnegi

Bu oriintiiden acgikga belli oldugu iizere sonug, veriden direkt olarak ¢ikmaktadir. Burada
gerekee bir anlamda agiklayict ve istege baglidir. Gerekgenin gorevi veriden sonuca dogru
atilan adimin gecerligini gostermektir (Toulmin, 1958). Toulmin (1958) gerekceyi ilk
olarak, veri ile sonug¢ arasinda koprii gorevi gorecek olan varsayimsal ifadeler seklinde

tanimlamasina ragmen, gerekcenin agiklayici bir ifade olabilecegini de ifade etmistir.

Toulmin (1958)’in belirttigi ilizere yukarida tanimlanan Oriintiiniin iskeleti sadece bir
baslangictir. Bunun disinda dikkat edilmesi gereken baska sorularin da ortaya g¢ikmasi
miimkiindiir. Farkli tiirde gerekceler vardir ve savunduklari sonuglar iizerinde farkli
derecede giice (etkiye) sahiptirler. Baz1 gerekgeler bizi acik¢a sonuca gotiiriir. Bu tiir
gerekgeler bize sonucumuzu “kesinlikle, mutlaka™ gibi zarflarla degerlendirmemize olanak
tanir. Baz1 gerekceler bizi kesin olmayan bir sekilde veya kosullara, istisnalara,
sinirlamalara bagl olarak sonuca gotiirlir. Bu gibi durumlarda sonucumuzu “muhtemelen,
biiylik ihtimalle, galiba™ gibi zarflarla degerlendiririz. Bu yiizden tartisma analizi i¢in olan
bir Oriintiide sadece veri, gerekce ve sonug gibi bilesenlerin olmasi yeterli degildir.
Verimizin, gerekce vasitasiyla elde edilen sonug lizerindeki etkisinin (giliciiniin) derecesini
ifade eden bir ifadeye ihtiya¢ vardir ve bu ifadeyi Toulmin “niteleyen (Qualifier (Q))”
olarak isimlendirmistir. Niteleyen bileseninin de eklenmesiyle yeni modelin sekli asagidaki

gibi olur.
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Veri (D) - 5 Niteleyen (Q) |—— | Iddia/Sonug (C)

Gerekge (W)

Sekil 7. Toulmin modelinde niteleyen bileseni. Toulmin, S. (1958). The uses of argument.
UK: Cambridge University.

Burada niteleyen bileseninden sonra cizilen yonlii ok, sonucun niteleyenden c¢iktig
anlaminda degil, niteleyenin, gerek¢eye dayanarak verinin sonug iizerindeki etkisinin

derecesini gosterdigi anlaminda kullanilmistir.

Ornegin, “Biisra ortadgretim dgrencisidir. Ortadgretimde 6grencilere fonksiyonlar konusu
ogretildiginden Biisra, biiylik bir ihtimalle tersi olan bir fonksiyonun tersini bulmay1

biliyordur.” ifadesini yukaridaki modele gore bilesenlerine ayiralim.

Veri (D) : Iddia/Sonug
Niteleyen (Q) ()

Biisra ortadgretim R
—> | Biiyiik bir ihtimalle T——>

Biisra tersi
olan bir
fonksiyonun
tersini bulmay1

biliyordur.

Ogrencisidir.

Gerekce (W)

Ortadgretimde 6grencilere fonksiyonlar
konusu ogretilir.

Sekil 8. Toulmin modelinde niteleyen bileseninin 6rnegi

Bir davada sadece verilen bir kanuna ya da genel hukuk doktrinine bagvurulmaz, kanunun
s0z konusu davaya hangi oranda uydugu, davaya uygulanip uygulanamayacagi, bazi 6zel
gergeklerin davayr o kanun i¢in bir istisna haline getirip getirmedigi veya kanunun belli
niteleyenlere bagl olarak uygulanip uygulanmayacagi agik bir sekilde tartisilir (Toulmin,
1958). Eger tartismanin bu 6zellikleri modelin yapisina katilacak olunursa, model daha
karmasik bir yapiya biiriinecektir. Bu 6zellikler icin modelde ayr1 bir yer vermek gerekir.

Toulmin gerekgenin genel gliciinii, etkisini zayiflatan ya da gegersiz kilan istisnai kosullar
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“cuiriten (Rebuttal (R))” olarak adlandirilmistir. Ciiriiten bileseninin de eklenmesiyle

aranan modelin sekli asagidaki gibi olur.

Veri(D) | —— Niteleyen (Q) | ——> Iddia/Sonug (C)

!

Gerekge (W) <« | Ciriiten (R)

Sekil 9. Toulmin modelinde c¢iiriiten bileseni. Toulmin, S. (1958). The uses of argument.
UK: Cambridge University.

Ornegin, “Biisra ortadgretim dgrencisidir. Ortadgretimde 6grencilere fonksiyonlar konusu
ogretildiginden ve Biisra dokuzuncu smif 6grencisi degilse biiyiik bir ihtimalle tersi olan

bir fonksiyonun tersini bulmayi biliyordur.” ifadesini yukaridaki modele gore bilesenlerine

ayiralim.

Veri (D) Niteleyen (Q) Iddia/Sonug (C)
Biisra ortadgretim _ Biiytiik bir - > Biisra tersi olan
ogrencisidir. ihtimalle bir fonksiyonun
tersini bulmayi

biliyordur.

Gerekge (W) Ciiriiten (R)

Ortadgretimde 6grencilere 2 Biisra dokuzuncu

fonksiyonlar konusu 6gretilir. sinif 6grencisi

degilse

Sekil 10. Toulmin modelinde ¢iiriiten bileseninin drnegi

Gerekgelerin arkasinda duran bagka gilivenceler vardir ve bunlar olmaksizin gerekgelerin
tek basma gecerligi yoktur (Dinger, 2011, s. 11). Toulmin bu s6z konusu giivencelere
“gerekcenin destegi (Backing (B))” adim1 vermistir. Bu modelde destek, niteleyen ve
clrliten bilesenleri yardimci Ogeler olarak tanimlanmaktadir. Destek bilesenin de

eklenmesiyle model son seklini alir.
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Veri (D) ——> | Niteleyen (Q) |———— | Iddia/Sonug (C)
Gerekge(W) <« Ciiriiten (R)
Destek (B)

Sekil 11. Toulmin modelinde destek bileseni. Toulmin, S. (1958). The uses of argument.
UK: Cambridge University.

Omegin, “Biisra ortadgretim 6grencisidir. Ortadgretimde dgrencilere fonksiyonlar konusu
ogretildiginden ve Biisra dokuzuncu simif 6grencisi degilse biiyiik bir ihtimalle tersi olan
bir fonksiyonun tersini bulmayi biliyordur. Dogru, Biisra biiyiik bir ihtimalle tersi olan bir
fonksiyonun tersini bulmay1 biliyordur. Ciinkii Biisra on birinci sinif dgrencisidir.”

ifadesini yukaridaki modele gore bilesenlerine ayiralim.

Veri (D) Niteleyen (Q) Iddia/Sonug (C)
Biisra —_— Biiyiik bir —_— Biigra tersi olan bir
ortadgretim ihtimalle fonksiyonun tersini
ogrencisidir. bulmay biliyordur.
Gerekge (W) Ciiriiten (R)
Ortadgretimde dgrencilere <« Biisra dokuzuncu smif
fonksiyonlar konusu 6gretilir. T darencisi degilse
Destek (B)

Biisra on birinci sinif 6grencisidir

Sekil 12. Toulmin modelinde destek bileseninin drnegi
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Toulmin’in (2006) kendisinin de belirttigi gibi “Arglimanin Kullanimlar1 ” kitabini
yayinladiginda ilk olarak meslektaglar1 kitaptaki fikirleri benimsememis ve muhalif
olmuslardir. Toulmin’in fikirleri hukuk ve psikoloji gibi alanlardaki uzmanlar tarafindan ele
alinmis ve Toulmin modelinin tartigmalara tam olarak uydugunu gérmiiglerdir. Toulmin modeli
Amerika Birlesik Devletlerinde konusma iletisimi (speech communication) alaninda kabul
gérmils ve arglimantasyon iizerine olan ders kitaplarinda Toulmin modeli zorunlu bir bdliim
olarak yer almistir. Bunlarin disinda, bu model bilgisayar bilimi ve yapay zeka, hukuk ve tip
gibi alanlarda da kullanilmaya baslamistir. Dolayistyla bir¢ok filozof Toulmin’in fikirlerini
ciddiye almak durumunda kalmistir (Toulmin’den aktaran Dinger, 2011, s. 19).

Toulmin Modeline Entegre Edilmis Ck¢ Modeli
Pedemonte (2005), argiimantasyon ve ispat arasindaki iliskinin igerik acisindan
karsilagtirilmasini Toulmin modeline ck¢ modelini entegre ederek (Balacheff; Balacheff &
Margolinas’dan aktaran Pedemonte, 2007a) yapmaktadir (Pedemonte’den aktaran
Pedemonte, 2007a). Burada ck¢ modeli, argiimantasyon siirecinde kullanilan bilgi ile ispat
strecinde kullanilan teoremlerin karsilagtirllmasina izin verir (Pedemonte, 2008).
Pedemonte (2008)’in belirttigi lizere “ispat siirecinde gerek¢e bir aksiyom, tanim veya
teoremdir. Destek ise, gerekceyi dogrulayan teorik sistemdir. Hipotezi destekleyen
arglimantasyon silirecinde bu unsurlarin teorik bir sisteme ait olmas1 gerekmez. Bu sebeple,
arglimantasyon siirecinde kullanilan bilgi sistemini goz 6niine almay1 saglayan ck¢ modeli

kullanilmaktadir”.

Pedemonte (2008), sayilarin Ozelliklerini igeren agik uglu problemleri ¢ozerken, bir
hipotezi destekleyen argiimantasyon ile cebirsel ispatlart arasindaki biligsel siireklilikleri
ve mesafeleri analiz eden g¢alismasinda Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modelini

asagidaki sekilde agiklamistir:
Ck¢ modelinde bir diisiince/kavrama dortlii yapi ile temsil edilmektedir. Burada

P: Problemler kiimesini temsil eder. Bu boliim diisiincenin/kavramanin olustugu uygulama

alanidir.

R: P’nin problemlerinin ¢ozliimiinde kullanilan islemler/islemciler (operator) kiimesini

temsil eder.

L: Temsil kiimesidir. Planlanmis, yapilandirilmis isaretler kiimesinden, dile ait yapidan
meydana gelir. (Ornegin; cebirsel dil, geometrik ¢izimler, dogal dil, matematiksel

yazilimlar...)

¥: Kontrol yapisidir. Bu bdliim diisiincenin/kavramanin gegerliligini agiklar.

18



Bu dortli yapt Ogrencilerin ¢oziim silirecinde harekete gecirdigi diisiinciilerinin

tanimlanmasina olanak saglar (Balacheff & Gaudin, 2002; Miyakawa, 2002).

Bu model referans sisteminin (i¢erigin) analizi i¢in 6nemlidir. Ciinkii argiimantasyon
stireci Ogrencilerin diisiincelerinin/kavramalarinin tlizerine yapilandirilmistir (Pedemonte,
2008). Ck¢ modeli, Ogrencinin ispat siirecindeki disiincelerinin/kavramalarinin
argiimantasyondaki diisiincelerine/kavramalarina benzer sekilde analizinin yapilmasi ile
argiimantasyon ve ispat siire¢lerinin igerik ag¢isindan karsilastirilmasini saglar. (Giines,
2013, s. 127). “Diisiincelerin, kullanilan argiimanlarin ve bunlarin kontrol alanlarmin ayni
olup olmamasina bakilarak, arglimantasyon ve ispat siiregleri arasinda ‘bilissel biitiinliik’

olup olmadigina karar verilir” (Giines, 2013, s. 127).

Ck¢ modelinin Toulmin modeline asagidaki sekilde entegre edilmektedir:

Veri (D) ——> | Niteleyen (Q) |———> | Iddia/Sonug (C)

Gerekge(W) —
P Ciiriiten (R)

Diisiincenin/kavramanin bir iglemcisi

T

C=(P,R,L,3)

Sekil 13. Toulmin modeline ck¢ modelinin entegre edilmesi. Pedemonte, B. (2008).
Argumentation and algebraic proof. Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik, 40, 385-
400.

Ilgili Aragtirmalar

Biilbiil ve Urhan (2016) lise son simif 6grencilerinin argiimantasyon ve matematiksel ispat
yapma slireclerini Toulmin modeline gore analiz etmek ve karsilastirmak amaciyla ¢alisma
yiiriitmustiir. Calismaya Ankara’da bir 6zel okulda lise son sinifa devam eden dort 6grenci
katilmigtir. Nitel arastirma olarak tasarlanan bu ¢alismada veri toplamak icin literatiirden
alian bir problem kullanilmis ve ikili gruplar halinde calismasi saglanan 6grencilerden

problemin ¢oziimii ile ilgili tiretecekleri hipotezin ispatin1 yapmalar: istenmistir. Analiz
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sonuclarina gore, dgrencilerin abdiiktif arglimantasyon ile dediiktif ispat arasindaki yapisal
boslugu tamamlayarak dediiktif ispata gegebildikleri durumda, ispat siirecini basariyla
tamamladiklari; yapisal boslugu tamamlayamadiklari durumda ise argiimantasyondaki
abdiiktif yapiy1 devam ettirdikleri ve dediiktif ispat yapamadiklar1 gériilmiistiir. Matematik
egitiminde argiimantasyon ve matematiksel ispat siireglerinin karsilagtirmali olarak analiz
edilmesi ve aralarindaki iligkilerin belirlenmesinin, 6grenciler igin ispatlama siirecini

kolaylastirmak adina gerekli ve 6nemli oldugunu belirtmislerdir.

Doruk (2016) ilkdgretim matematik Ogretmeni adaylarinin  analiz  alanindaki
arglimantasyon ve ispat siireglerinin ortaya ¢ikarilmasi amaciyla calisma ylriitmistiir.
Ayrica, ¢caligmasinda bu siiregleri ayrintili olarak agiklayabilmek i¢in 6gretmen adaylarinin
ispata yonelik goriislerini ve analizin temel tanimlarini anlama sekillerini de incelemistir.
Calismanin arastirma grubunu bir devlet iiniversitesinin {i¢lincii sinifinda 6grenim goren
sekiz ilkdgretim matematik 6gretmeni aday1 olusturmaktadir. Nitel arastirma yaklagiminin
benimsendigi calismanin verileri etkinlik temelli klinik miilakatlar yardimiyla toplanmistir.
Ogretmen adaylarinin  argiimantasyonlarmi ortaya c¢ikarabilmek adina dgretmen
adaylarinin matematiksel dnermelerin dogruluguna ikna olmak ve matematiksel iddialarini
savunmak icin trettikleri tiim argiimanlar Toulmin modeline gore analiz edilmistir.
Calisma sonucunda 6gretmen adaylarinin tamaminin ispatin anlami, amact ve dnemine
yonelik olumlu goriislere sahip olmalarina karsin, 6gretmen adaylarinin bir kismi
ogrendikleri ispatlarin kendilerine faydali olmadigi ve ispatlarin 6gretiminin anlamsiz
oldugunu ifade etmislerdir. Ogretmen adaylarinmn analiz alanindaki argiimantasyon ve ispat
stireci arasindaki iligkinin yapisal incelenmesi sonucunda, iki siire¢ arasindaki yapisal
bosluk ve spontane siirekliligin gegerli bir ispat yapmanin Oniindeki engellerden biri
oldugu tespit edilmistir. Ogretmen adaylarinmn iki siireci arasindaki yapisal siireklilik ise

ispatlama siirecini kolaylastirmistir.

Giines (2013), yiiksek lisans tez ¢aligmasinda argiimantasyon ve matematiksel ispat siireci
karsilagtiran ve bu iki siire¢ arasindaki iligki ya da iligkileri Toulmin modeline gore analiz
eden caligmalar1 derlemistir. Calismanin sonucunda Tiirkiye’de matematik egitiminde
dogrudan bu konu ile ilgili yapilmis, argiimantasyon ile matematiksel ispat arasindaki
iliskiyi ya da iliskileri analiz eden ve bu iligkileri karsilastiran bir c¢aligmaya
rastlanmadigin1 ifade etmistir. Ogrencilerin argiimantasyon ile ispat arasindaki mesafeyi
kapatmalari, bu biligsel kopriiyii kuvvetlendirmeleri ve daha kolay bigimde matematiksel

ispata ulagabilmeleri adina arglimantasyon ile matematiksel ispat arasindaki iligkilerin
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analiz edildigi ¢aligmalarin artirilmasinin gerekli oldugunu dile getirmistir. Yapilacak bu
tir calismalar ile Ogrencilerin matematiksel ispat yaparken yasadiklari baska olasi

olumsuzluklarin saptanmasinin miimkiin olacagini vurgulamistir.

Pedemonte (2002), argiimantasyon ve ispat arasindaki iligkileri analiz etmeyi amacladigi
bu caligmasinda argiimantasyon ve ispatin icerik ve yapi agisindan karsilastirilabilecegi
varsayiminda bulunmustur. Calismada Toulmin modeli argiimantasyon ve ispati
karsilastirabilmek icin arag¢ olarak kullanilmistir. Calisma Italya ve Fransa’daki 12. Sif
ogrencileri ile yapilmis olup veri toplamak i¢in 6grencilere agik uglu baz1 sorular verilmis
ve Ogrencilerin bilgisayarda Cabri Geometri yazilimi ile ikili gruplar halinde ¢aligmasi
istenmistir. Aragtirmacit Ogrencilerin argiimantasyon ve ispat siirecinde kullandiklar
kelimelerin ve ifadelerin ¢cogu zaman ayni oldufunu; ancak arglimantasyonun yapisi
abdiiktif iken ispatta bu yapmin dediiktif yapiya déniistiigiinii gézlemlemistir. Ogrencilerin
verileri lizerinde yapilan analiz, bir varsayim insas1 sirasinda saglanan argiimanlar ile daha
sonra tretilen ispat arasindaki derin benzerlikleri vurgulamistir. Sonug olarak arastirmact,
bu gibi benzerliklerin esas olarak argiimanlarin igerigi ile ilgili oldugunu aksine
argimanlarin kurulus yapisi bakimindan dikkatli bir analizin ilging tutarsizliklar1 agiga

cikarabilecegini belirtmistir.

Pedemonte (2003), calismasinda bir hipotezi destekleyen abdiiktif argiimantasyon ile s6z
konusu ifadenin ispatmin karsilastirilmasma odaklanmistir. Ozellikle arastirmanin amaci
abdiiktif arglimantasyon ile s6z konusu ifadenin ispati arasindaki yapisal bir analizin
onemini gostermektir (abdiktif argiimantasyondan dediiktif bir ispata ge¢is durumu,
abdiiktif arglimantasyondan abdiiktif bit ispata gecis durumu). Pedemonte bu ¢alismasinda,
Toulmin modelini, argiimantasyon ile argiimantasyonun ardindan yapilan ispat arasindaki
baz1 yapisal siireklilikleri ve bazi yapisal kopmalar: tespit etmek ve analiz etmek igin
kullanilabilecek bir ara¢ olarak Onermistir. Calismada analizine yer verilen ilk ornek,
argiimantasyon ve matematiksel ispat siireci arasindaki yapisal bosluk (mesafe) durumunu
temsil eden bir &rnektir. Ikinci ornek, argiimantasyon ve matematiksel ispat siireci
arasindaki yapisal stireklilik durumunu temsil etmektedir. Bu Ornekte abdiiktif
argiimantasyondan abdiiktif ispata ge¢is durumu analiz edilmektedir. Pedemonte
calismasinin sonucunda, 6grenciler argiimantasyon ve ispat arasindaki yapisal mesafeyi
doldurabilirlerse ve ispatin yapisini dediiktif yapiya gegirebilirlerse ispat yapma konusunda

basarili olma olasiliklarini arttirabildiklerini sdylemistir.
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Pedemonte (2007a), c¢alismasinda matematikte argiimantasyon ve ispat hakkinda bir
karakterizasyon sunmaktadir. Caligmanin amaci, argiimantasyon ve ispat arasindaki yapisal
analizin 6nemini vurgulamaktir. Aragtirmaciya gore bu analiz, bir hipotezi destekleyen
argiimanlar ile onun ispati arasinda bilissel agidan bir siireklilik olmasina ragmen, ikisi
arasinda sik sik yapisal bir mesafenin oldugunu gostermektedir. Arastirmaci ‘igerigin’
stirekliliginin biligsel birlik olgusunu yorumlamak icin yeterli olmadigr hipotezini
dogrulamak ve arglimantasyon ile ispat arasinda yapisal analizin énemini gostermek igin
calismasinda 6gretim deneyi yontemini kullanmistir. Bu yontemi Fransa ve italya’daki on
ikinci ve on tigiincii sinif derslerinde gergeklestirmistir. Calismasinda geometri alanindan 3
adet agik uclu problem kullanmis ancak analizinde bunlarda yalnizca 2 tanesini gdz Oniine
almistir. iki problem icin Cabri Geometri yazilim ile ¢ift olarak calisan 102 6grencinin
verileri analiz edilmistir. Veri analizinde Ggrencilerin argiimantasyon ve ispat siirecini
analiz etmek i¢in Onemli bir ara¢ olan Toulmin modelini kullanmistir. Deney, igerik
analizinin arglimantasyon ve ispat arasindaki iliskide tiim biligsel yonleri analiz etmek i¢in
yeterli olmadigin1 gdstermistir. Arastirmaci, arglimantasyon ve ispat arasindaki siireklilik
durumlarinin yani sira ikisi arasinda genellikle yapisal bir mesafe oldugu; bilissel
biitlinliigiin, yapisal siirekliligin hatali ispatlara yol a¢tigi durumlar1 hesaba katmadigi ve
bu durumda, ispat olusturmak i¢in argiimantasyon ve ispat arasindaki yapisal mesafeyi

kapatmanin gerekli oldugu sonucuna ulagmaistir.

Pedemonte’nin (2007b) bu calismasi cebirde acik uglu problemlerin ¢oziimiinde ortaya
cikan ispat ve bir hipotezi destekleyen arglimantasyon arasindaki biligsel siireklilikleri
ve/veya kopmalar1 analiz eden Onceki bir arasgtirmanin uzantisidir. Genellikle bu
argiimanlar ile cebirsel ispatlar arasinda, yalnizca yapida degil (cebirsel ispatlar genellikle
giiclii bir dediiktif yapiyla tanimlanir) ayn1 zamanda “igerik” de de biligsel bosluk vardir.
Bu calismanin amaci, bu boslugu azaltmak ic¢in bilissel bosluk ve abdiiktif
arglimantasyonun roliinii gdstermektir. Pedemonte bu ¢aligmasinda yapisal ve yapilandirici
argiimantasyonlardan s6z etmektedir. Yapilandirici argiimantasyon bir hipotez olusturmaya
karsilik gelirken yapisal argiimantasyon, Ozellikle hipotezin bir gergek olarak verilmis
oldugu durumlarda hipotezi dogrulamak adina {iretilmektedir. Bu g¢alisma bir durum
caligmasit olup deney Cenova’daki Formation Science University’de matematik dersine
katilan ilkokul 6gretmeni adaylariyla gerceklestirilmistir. Sadece iki 6grencinin ¢éziimii
gbéz Oniline alinarak onlarin arglimantasyon ve ispatlart Toulmin modeli ile analiz

edilmistir. Analiz edilen her iki Ornekte de yapisal arglimantasyon kullanildig
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goriilmistiir. Birincisinde yapisal argiimantasyon ispatin yapimina yardimci olurken;
ikincisinde ispatin yapimina zorluk ¢ikardigi goriilmiistiir. Arastirmanin bu asamasinda
yazar, cebirde agik uglu problemlerin ¢6ziimiinde yapisal argiimantasyon eger yapilandirici
argliimantasyon ve ispat arasinda igerik sistemi yoniinden bir siireklilik sagliyorsa ispatin
yapiminda yardimci olabilecegi sonucuna ulagsmistir. Yapisal argiimantasyonun bu gorevin
yerine getirebilmesi, hem aritmetik hem de cebirsel elemanlar igermesi ile miimkiindiir.
Dahasi, geometri ile ilgili problemlerin ¢oziimiiniin aksine, yapisal argiimantasyondaki
abdiiktif yap1 6grencilerin ispat yaparken karsilastiklar1 zorluklardan biri degildir. Tersine
abdiiktif adimlar sayesinde Ogrenci arglimantasyon siireci ve cebirsel ispat siireci

arasindaki biligsel boslugu doldurabilmektedir.

Inglis, Mejia-Ramos ve Simpson (2007), basarili lisansiistii 6grencilerin sayilar teorisi
konusundaki argiimantasyonlarini incelemislerdir. Calismanin verileri etkinlik temelli
klinik miilakatlar yardimiyla toplanmis olup bu miilakatlarda 6grencilere 6zel sayilarin
tanimlart verilmis ve yedi onerme igin Onermelerin dogrulugu hakkinda degerlendirme
yapmalar1 istenmistir. Arastirmacilar bu caligmalarinda, matematiksel arglimantasyonun
kapsamli bir analizini yapabilmek i¢in Toulmin’in tam argiimantasyon semasini
kullanmanmn 6nemli oldugunu belirtmislerdir. Ispat semalarindan yararlanarak
timevarimsal (inductive), dediiktif (deductive) ve yapisal-sezgisel (structural-intiutive)
olmak tlizere ii¢ cesit gerekce tipini ortaya atmislardir. Arastirmacilar tiimevarimsal
gerekce tipini Harel ve Sowder’in (1998) tlimevarimsal ispat semasini kullanarak
tanimlamislardir. Tiimevarimsal gerekge, bir argiimanin sonuglanmasiyla ilgili belirsizligi
azaltmak icin benzer bir strateji kullanir. Yapisal-sezgisel gerekce tipi terimi bir
katilimeiy1, bir ¢esit zihinsel yapr hakkindaki gozlemler veya deneylerle, gorsel olarak
veya bagka tiirlii bir sonuca varmaya ikna etmek ic¢in kullanir. Dediiktif gerekce tipini
Harel’in (2001) en etkili ispat semas1 olarak belirledigi dediiktif-modern-aksiyomatik ispat
semasina gore tamimlamislardir. Yani, dediiktif gerekce, one siiriilen arglimanin sonucunu
dogrulamak i¢in formel matematiksel gerekgelerin kullanilmasidir. Arastirmacilar ¢alisma
sonucunda, matematiksel arglimantasyonlarda Toulmin modelindeki niteleyen bileseninin

onemli bir role sahip oldugunu belirtmislerdir.

Pedemonte (2008), sayilarin Ozelliklerini iceren agik uclu problemleri ¢ozerken, bir
hipotezi destekleyen argiimantasyon ile cebirsel ispatlar arasindaki biligsel stireklilikleri ve
mesafeleri analiz eden bir calisma yapmistir. Bu calismanin amaci, geometri ile ilgili

problemlerin ¢dziimiiniin aksine, argiimantasyon ve ispat arasindaki yapisal mesafenin
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(abdiiktif bir argiimantasyondan dediiktif bir ispata kadar), 6grencilerin bu tiir problemleri
cozmede karsilagabilecekleri zorluklardan biri olmadigini gostermektir. Aksine cebirsel
ispat giiclii bir dediiktif yapiyla karakterize edildiginden argiimantasyon aktivitesindeki
abdiiktif basamaklar, cebirsel ispatta kullanilan harflerin anlamini argiimantasyonda
kullanilan sayilarla baglantilandirmada faydali olabilir. Bu ¢alismada verilerin analizi ckg
modeli ile birlestirilmis Toulmin modeli ile yapilmistir. Veri toplamak igin iki agik uglu
problem verilmis, veriler bir iiniversitedeki ilkogretim matematik 6gretmeni adaylarindan
toplanmustir. Iki problem icin toplam 14 8gretmen adaymin ¢dziim siireci analiz edilmistir
(ilk problem i¢in 7, ikinci problem i¢in 7 6gretmen adayi). Bunlardan yalnizca 4 tanesine
calismada yer verilmistir. Bu Orneklerin analizi sonucunda yapisal arglimantasyonun,
yapilandirict argiimantasyon ve ispat arasindaki siirekliligi saglayarak onemli bir rol
oynadig1 gozlemlenmistir. Arastirmaci geometri alanindaki ispat ile cebir alanindaki
ispatin farklilik gosterdigini, geometri alaninda yapilan ispatlarin aksine argiimantasyon ve
cebirsel ispat arasindaki yapisal mesafenin 6grenciler igin engel olusturmadigi sonucuna
ulagmistir. Pedemonte, diislinceleri hem aritmetik hem de cebirsel alanda gegerli olan
ogrencilerin ispat yapmakta basarili olduklarini, yani argiimantasyondaki aritmetik alanin,

ispatta cebirsel alana genellestirilmesi ile ispatin basariyla yapilabildigini belirtmistir.

Dinger (2011) matematik lisans dersindeki tartismalarin Toulmin modeline gére analizini
incelemigtir. Bu c¢alismanin amaci, matematik lisans derslerinde gergeklestirilen
tartigmalarda, 6grencilerin attiklari adimlarin yapisini 6zellikle yaptiklari muhakemeleri,
birbirleriyle ve Ogretmenleriyle olan etkilesimlerini incelemek ve Toulmin tarafindan
alandan bagimsiz olarak Onerilen Toulmin tartisma modelinin s6z konusu tartismalarin
yapisini incelemek igin nasil kullanilacagini arastirmaktir. Calisma Ankara’da bir
iniversitenin matematik Ogretmenligi programi ikinci ve {iglincii simnifinda 6grenim
gormekte olan oOgrencilerle gerceklestirilmistir. Calisma sonunda Toulmin modeline
eklenebilecek yeni bilesenler bulunmus ve bu bilesenler arasinda etkilesim
gbézlemlenmistir. Bunun disinda gerekgeler dediiktif ve referans olmak {izere iki sinifa
ayrilmistir. Dediiktif gerekce her tartisma tiirlinde ortaya ¢ikabilirken, referans gerekge

tanim koyma haricindeki tartigmalarda gozlemlenmektedir.

Martinez ve Pedemonte (2014), calismasinda indiiktif aritmetik argiimantasyon ve dediiktif
cebirsel ispat arasindaki iliskiyi incelemislerdir. Calismalarinda 6gretim deneyini kullanip,
verileri cebir dersi 6gretimi sirasinda toplamiglardir. Cebir problemlerini ¢ozmek igin

ogrenciler iki potansiyel zorluk ile karsilagirlar: birincisi argiimantasyonda aritmetik
24



alandan cebirsel alana gecis, digeri ise indiiktif argimantasyondan dediiktif ispat yapisina
gegistir. Dolayistyla bu makalenin amaci, bu bilissel zorluklar1 tanimlamak ve 6grencilerin
bunlarin iistesinden nasil geldigini gostermektir. Bu calismada, makalenin yazarlarindan
biri (Martinez) tarafindan yonetilen ve cebir dersine katilan ti¢ dokuzuncu / onuncu sinif
ogrencisinin ¢alismasi agiklanmakta ve analiz edilmektedir. Ilgili derste 6grencilere 17
adet problem sunulmustur. Cebir dersinin ilk dort dersinden elde edilen veriler analiz
edilmistir. Verilerin analizinde Toulmin modeli kullanilmistir. Calisma sonucunda
ogrencilerin hepsinin aritmetik alanda ve indiiktif olarak dogru hipotezler urettikleri
belirlenmistir. Tiim 6grenciler bilissel mesafenin iistesinden gelmeyi 6grenmislerdir. Bu
giicliiklerin {istesinden gelebilmek i¢in Ogretmen miidahaleleri ve verilerin yeniden
diizenlenmesi 6nemli adimlar olmustur. Calismada indiiktif arglimantasyonlarinda siire¢

ornek genellemesi yapan 6grencilerin dediiktif ispatlara ulasabildikleri ortaya ¢ikmistir.

Bu tez arastirmasi ile ilgili yukarida yazilanlardan baska c¢aligsmalarda yapilmistir. Ancak

okuyucuya konu ile ilgili fikir vermesi i¢in bu ¢aligmalara yer vermek yeterli goriilmiistiir.
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BOLUM I11

YONTEM

Bu béliimde arastirmanin modeli, katilimeilar, veri toplama araci, veri toplama siireci ve

verilerin analizi ile ilgili agiklamalara yer verilmistir.

Arastirmanin Modeli

Matematik o6gretmen adaylarinin arglimantasyon ve ispat siireCi arasindaki iliskilerin
incelenmesinin amaglandigi bu calismada, 6gretmen adaylarinin bu iki siire¢ arasindaki
iliskileri belirlemeye yoOnelik zihinlerinden gegenleri nicel verilere dayali yontemlerle

anlamak miimkiin olmadigindan nitel arastirma yontemi esas alinmustir.

Arastirma Grubu

Aragtirmanin katilimcilari, 2017-2018 egitim dgretim yilinin bahar yariyilinda, Ankara’da
bir devlet lniversitesinin matematik egitimi bilim dalinin ikinci ve figiincii smifinda
Ogrenim goren 4 Ogretmen adayindan olusmaktadir. Arastirmanin pilot uygulamasi ise
2017-2018 egitim &gretim yilinin giiz yartyilinda ayni iiniversitenin matematik egitimi
anabilim dalinin {giincli ve dordiincii sinifinda 6grenim goren 3 Ogretmen aday: ile
yapilmistir. Pilot ve asil uygulamada farkli 6gretmen adaylar1 arastirmaya dahil edilmistir.
Katilimcilar danigman 6gretim tiyesi ile birlikte secilmistir. Katilimcilarin se¢iminde alan
bilgisinin orta veya iyi diizeyde olmasina, derslerde aktif olmalarmma ve arastirmaya

goniillii olmalarina dikkat edilmistir.
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Veri Toplama Araci

Nitel aragtirmalarda veri toplamada gozlem, goriisme ve dokiiman analizi en sik kullanilan
yontemlerdir. Bu arastirmada da veri toplama araci olarak goriisme ve dokiiman analizi

kullanilmastir.

Goriismelerde ¢alisma kagidi kullanilmis olup bu ¢alisma kagidi farkl ispat yontemlerinin
kullanilabilecegi dort farkli matematiksel problemden olusmaktadir. Arastirmada
katilimcilarin argiimantasyon ve ispat siireclerinde problemin ¢6ziimiine dair fikirleri,
gerekeeleri veya kullanmis olduklari ifadeler calisma kagidina yazilanlar ile birlikte asil
veriyi olusturacagindan goriismeler sirasinda katilimcilardan yiliksek sesle diisiinmeleri

istenmis ve katilimcilarin onay1 ile ses kaydi alinmistir.

Gorlismeler esnasinda Ogretmen adaylarinin yaptiklar ispatlar dokiiman olarak kabul

edilmis ve bu baglamda dokiiman incelemesi yapilmaistir.

Veri Toplama Siireci

Arastirmanin verileri c¢alisma kagitlar1 araciligiyla toplanmistir. Ogretmen adaylarina
gorliismeler Oncesi ¢alismaya dair gerekli bilgiler verilmis olup calismanin goniilliiliik
esasma gore ylrtitillecegi ve istedikleri zaman calismadan ayrilabilecekleri sdylenmistir.
Ayrica ¢alismada katilimcilarin diisiinceleri verinin bir kismini olusturdugundan 6gretmen
adaylarindan goriismeler sirasinda sesli diisiinmeleri istenmistir. Bu nedenle 6gretmen
adaylarina isimlerinin gizli tutulacag: bilgisi verilip onaylar1 dahilinde goériisme esnasinda

ses kaydi alinmistir.

Gorligmeler sirasinda arastirmaci, adaylar1 yonlendirici sorulardan ve adaylarin sorularina

onay vermekten kaginmaya caligmistir.

Verilerin Analizi

Calismada elde edilen verilerin (¢alisma kagidindaki veriler ile birlikte ses kaydi ile
toplanacak veriler) analizi, argiimantasyon ve ispat siireci arasindaki iligkinin agiga
¢ikarilmasini saglayan Toulmin modeli kullanilarak yapilmistir. Bu model, bir hipotezi
destekleyen bir argiimanin yapisini ve ispatinin yapisini tespit etmek ve analiz etmek igin

onemli bir aragtir (Pedemonte, 2007). Ayrica argiimantasyon ve ispat slireci arasindaki
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iligkinin igerik ac¢isindan analizi Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeli ile
yapilmistir. Ciinkii ck¢ modeli argiimantasyon siirecinde kullanilan bilgi ile ispat siirecinde

kullanilan teoremlerin karsilastirilmasini saglar (Pedemonte, 2008).
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BOLUM IV

BULGULAR

Bu boliimde arastirma alt problemlerine ait bulgulara ve yorumlara yer verilmistir.
Analiz esnasinda Di, D,, ... ve Cy C,, ... gibi kisaltmalar kullanilmis olup Toulmin
modelinde D ile veri, C ile iddia kastedilmektir. Alt indisler ise siirecteki adimlar

gostermektedir.

OAY’in Problem 1’e Yonelik Bulgularinin Analizi

OAl’in Problem 1 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik
Bulgularimin Analizi

Problem 1: Tiim negatif olmayan n tamsayilar1 i¢in 5"+6.7"+1 ifadesinin 8 ile béliiniip

boliinmedigi hakkinda ne sdyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiniz.

Sekil 14. Birinci matematiksel problem

OA1 éncelikle verilen probleme dair bir hipotez olusturmaya ¢alismustir.
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8 ile boliinebilmesi icin 4 ve 2 ile boliinebilmesi gerekiyor. 2 ile boliinebilmesi i¢in
sayinin ¢ift say1 olmasi gerek. 4 ile boliinebilmesi i¢in de saymin son iki rakaminin 4 ile
boliinebilmesi gerek. 5 in kuvvetlerinde rakamlarin sonu hep 5 olur yani tek olur. 7 nin
kuvvetleri de hep tek ama 6 ile ¢arpilinca ¢ift olur. 1 zaten tek sayi. O zaman T+C+T=C
olur. Yani 5"+6.7"+1 ¢ift olacagindan 2 ile boliinebilecek. Son iki rakamm 4 ile
boliinebilmesi durumuna gelirsek onu tam bilmiyorum. Ama ifadenin 8 ile

béliinebilecegini diisiiniiyorum. Yani 5"+6.7"+1 8 ile boliinebilir.

Sekil 15. OA1'in birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon

OA1’in hipotez olusturdugu argiimantasyonun Toulmin modeline entegre edilmis ck¢

modeline gore analizi sdyledir;

D,:Problem metni —= | C:5"+6.7" + 1 cift say

)

5 in kuvvetleri tek olur. 7 nin kuvvetleri ama
T.C=C.1
tek sayi. O zaman
T+C+T=¢C
olur.
i
Cebirsel alan

Dy: G | —= C,: 5" +6.7" + 1 sayis1 2 ile bélinebilir.

Cift savilar 2 ile tam béliiniir.

i

Cebirsel alan

Sekil 16. OA1'in birinci problemin ¢6ziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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DE: Cl E— CE:?

T

Son iki basamak 4 ile bélin@yvor mu?

Dy: Cove?| —= | C,: 5" +6.7" + 1sans1 8 ile
T baliinebilir.

2 ve 4 ile bélinebilen bir sayi 8 ile bélanebilir.

!

Cebirsel alan

Sekil 17. OA1'in birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OAL1 in hipotezini olustururken ortaya koydugu iddialarn gerekgeleri cebirsel alana ait
kurallar ve teoremler oldugundan argiimantasyonunun igerik sistemi cebirsel alan {izerine
temellendirilmistir. Ayrica OAl elinde yeterli veri bulunmamasma ragmen hipotezini
olusturmustur. Bu nedenle argiimantasyonunun yapisit yapisal argiimantasyon olup bu

stirecte abdiiktif arglimantasyon gozlemlenmistir.

OA1 hipotezini dogrulamak igin ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini tiimevarimla
ispat olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist indiiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki
arglimantasyon ve ispat siirecinin yapist farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal
mesafe vardir. Yani OAl in argiimantasyon ve ispat siireci sirasinda yapmis oldugu

muhakemelerin yapisi farklidir.
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n=0ic¢in 1+ 6 + 1 = 8 olup 8 ile boliinebilir. n i¢in boliinebildigini kabul edip n+1

icin boliintip boliinemedigine bakalim.
5"l 4+ 6. 7M1 +1=5.5"4+42.7"+1
5 parantezine almayi denesem alinmaz. n = 3 versem
5+6.7°+1="
3 i¢in dogru olabilir (yani bdliinebilir) ama 5 i¢in belki boliinemez.
A=5"+6.7"+1
dersek. O zaman
514+ 6.7+ 1=A+4.5"+36.7"
olur. A, 8 ile bolunebilir.
4.5" +36.7"
ifadesi de hem 2 hem de 4 ile boliinebildiginden 8 ile boliinebilir. O halde
51 46,77 + 1

ifadesi & ile bolinebilir.

Sekil 18. OAl'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarim yoluyla ispat
teknigini kullanarak yasadig: ispat siireci

OA1’in ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

sOyledir;
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D.:n=0 igin ifade 8 ile Co:n+ 1 igin ifade 8 ile
béliinebilir. n icin de bélinebilsin. T bélinebilir.

Tamevanm yoluyla ispat
(Genelleme)

ntl

Dgn+1 | —> Ce5 +6.7" +1=55"+42.7"+1

)

Cebirsel islem basamaklan

!

Cebirsel alan

D?: CIS % C?:A + 4. 5?‘2 + 36. ??‘!

Sembolik gésterim

A

Cebirsel alan

OA1’in burada kullanmis oldugu sembolik gdsterim bir ifadeyi bir harfle sembolize
etmesidir. Yani A = 5" + 6. 7™ + 1 yazmustir.

Dg: C7 T Cg:5771 + 6.7™" + 1 ifadesi § ile bolinebilir.

Dyve 4.5 + 36. 7" ifadesi de hem 2 hem de 4
ile boliunebildiginden 8 ile béliinebilir

)

Cebirsel alan

Sekil 19. OA1'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadigi ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeli ile
analizi
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OAT1’in ispat siirecinde attig1 adimlarin kontrol alani cebirsel oldugundan ispat siirecinin
icerik sistemi cebirsel alan {izerine temellendirilmis olup iki siire¢ arasinda biligsel
siireklilik vardir. Oncesinde soz edildigi iizere iki siire¢ arasinda yapisal mesafe mevcuttur.
Pedemonte (2008)’ e gore cebirsel problemlerin ¢oziimiinde iki siire¢ arasindaki yapisal
mesafe ispatin tamamlanmasinda engel olusturmamaktadir. Burada OA1 ispati
tamamlamis ancak yanlis tamamlamistir. Goriilmektedir ki siire¢ arasinda yalnizca biligsel
stireklilik olmas1 her zaman ispatin basariyla tamamlanmasi i¢in yeterli degildir. Adayin
ispat1 yanlis tamamlamis olmasinin nedeni boéliinebilme kurallart ile ilgili yanlis bilgi

kullanmis olmasidir.

OAl’in Problem 1 de Tercih Ettigi ikinci ispat Teknigine Yénelik
Bulgularmin Analizi
OA1’den hipotezini dogrulamasi igin farkl bir ispat teknigi segmesi istendiginde celiskiyle
ispat1 se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapis1 abdiiktiftir. Buradan anlasilmaktadir ki iki

slirecin yapis1 ayni oldugundan aralarinda yapisal siireklilik vardir.

5"+6.7"+1

ifadesi 8 ile boliinemez olsun. Boliinemezse ne olacak ¢ift bir say1 olmayacak ve son iki
rakami 4 iin bir kat1 olmayacak. Biraz 6nce yaptigim islemleri yapsam. Mesela ifade ¢ift
bir say1 olmasin. 5" tek bir say1, 7" sayisinin 6 ¢ift sayisi ile ¢arpimi da ¢ift say1 o

Zaman
T+C+T=T+T=¢

olur. O halde c¢eligki oldu. Bu durumda kabul yanlis olur. Yani ifade 8 ile boliiniir. Ama
bunu hemen séyleyemem. Ciinkii iki durumu da gerektirmesi gerek. Bunun sonucunda

celiski demeliyim.

Simdi ¢ift bir say1 olup 4 iin bir kat1 olmayan 8 in bir kat1 yok. Ciinkii 4, 8 e boliiniiyor.
Anlatamadim galiba diisiincemi. Bence ikisinin de saglanmasi gerekiyor. Yani ifade
hem 4 hem de 2 nin bir kat1 olmayacak. 4 {in bir kat1 olup 2 ile boliinemeyen 8 in kati
olan bir say1 oldugunu diisinmiiyorum. O ylizden son iki rakami 4 iin bir kati

olmayacak ifadesini de ispatlamam gerekiyor.

Sekil 20. OA1'in birinci problemin ¢oziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullanarak
yasadigi ispat siireci
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OAL’in ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gére analizi
sOyledir;

Dg:? — = | C:5" +6.7" + 1ifadesi 8 ile bolinemesin.

!

Celiskivle ispat teknigi

Dyp: Cq - Cypt ifade cift savi olmaz ve son iki rakami 4 iin bir kat1 olmaz.

Bir say1 & ile baliinemivorsa 2 ve 4 ile de bédliinemez.

M

Cebirsel alan

OA1 burada C, iddiasini iki asamada ele alip ispata devam etmistir.

Dyy: 5"+ 6.7" + 1 ifadesi Cyq: 5" +6.7" + 1 ifadesi

cift say1 olmaz. T 2 ile tam boélinir.

5™ tek sayi, 6.77 cift say1 ve 1 tek sayt o zaman T+C+T =C

!

Cebirsel alan

OALl (o iddiasinin bir kisminin dogru olmadigimi gdstermis olup diger kismmin da
dogru olmadigim1 gosterirse Cy iddiasmnin dogru olmadigini gostermis olacaktir.
Dolayisiyla hipotezinin ispatin1 tamamlamis olacagini diisiinmektedir. Bu nedenle C;q

iddiasimin diger kismini incelemek i¢in devam etmistir.

Sekil 21. OAl'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullanarak
yasadig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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D,;: 5" + 6.7™ + 1 ifadesi 4 @in Cip: 5" +6.7" +1 ifadesi gift say
E——

|

4 bir cift sayidir | «<— 5+ 6.7" +1  ifadesi
T cift say1 olabilir.

lcat: olmasin. olmaz

6 nin kati olan 42 sayvis1 4 iin kati
degil ama cift say1

|

Aritmetik alan

Sekil 22. OA1'in birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullanarak
yasadig1 ispat slirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OAL1 ispat siirecini burada sonlandirmistir. Argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal
stireklilik oldugundan daha once s6z edilmistir. Ayrica argiimantasyon ve ispat siireCi
arasinda biligsel siireklilik de mevcuttur. Clinkii ispat siirecinin igerik sistemi cebirsel alan
iizerine temellendirilmistir. OAL iki siire¢ arasindaki yapisal ve bilissel siireklilige ragmen
ispat1 tamamlayamamistir. Bu durumun sebebi cebirsel problemlerin giiclii dediiktif yapisi
olup OAl’in ispat sirasinda dediiktif adimlardan olusan zincirin zorlugunu asamamis
olabilecegi gibi secilen ispat tekniginin, problemin ¢6zliimii i¢in uygun teknik olmamasi da

olabilir.

OAl’in Problem 1 de Tercih Ettigi Uciincii ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimmin Analizi

OA1’den hipotezini dogrulamasi igin farkli bir ispat teknigi segmesi istendiginde dogrudan
ispat teknigini se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist dediiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki
argiimantasyon ve ispat siireCinin yapis1 farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal

mesafe vardir.
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Eger ifade 8 ile boliiniiyorsa;

—5n+6gn+1 = k olacak sekilde k € Z vardir. Buradan
5" 6.7" N 1 _
8 8 8
dir.

n n
5? ¢ 7 ve % ¢ Z dir. % =t € Z olmasi igin 7™ nin 4 {in bir kat1 olmasi1 gerekir. Ama 7

bir asal say1 oldugundan 7™ sayisi 4 iin bir kat1 olmaz. Dolayisiyla % ¢ Z dir. Ama

sOyle bir sey var. 3 tane tamsay1 olmayan tamsayilarin toplami tamsay1 olur mu? Bunu

bilmiyorum. Kesin bir sey sdyleyemiyorum.

Sekil 23. OAl'in birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullanarak yasadig: ispat siireci

OATl’in ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

sOyledir;

536741

D,5: Problem metni 5 Lt

I

Cebirsel déniisiim kurallar

Cebirsel alan

OA1’in bu adimda kullanmis oldugu kural, “bir ifade bir sayiya tam béliinebiliyorsa

= k olacak sekilde k € Evardir.

boliim bir tamsayiya esittir” dir.

n n
Dy4: €y —> c@%ezzge Eve%&ﬁdir

T

Cebirsel déniisiim kurallan ve béliinebilme Szellikleri

!

Cebirsel alan

Sekil 24. OA1'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini kullanarak
yasadig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA1’in burada kullandig1 kural, “rasyonel sayilarda paydaki toplam biciminde ifade

edilen sayiy1 rasyonel ifadeler biciminde ayirma” dir.

Dy5:Cey

—

I

3 tane tamsayvi olmavan savinin toplami

tamsavi olur mu?

Sekil 25. OAl'in birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullanarak yasadig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore
analizinin devami

OA1 son attig1 dediiktif adimda gerekgesinin dogrulugundan emin olamadig1 igin bir iddia

olusturamamuistir. Dolayistyla ispati tamamlayamamistir.

OA1’in ispat siirecinin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmis oldugundan
arglimantasyon ve ispat siireci arasinda biligsel siireklilik vardir. Ancak yukarida soz
edildigi iizere argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal mesafe vardir. Pedemonte
(2008)’e gore cebirsel problemlerin ¢oziimii sirasinda iki siire¢ arasindaki yapisal mesafe
engel olusturmadigindan OA1’in ispat: tamamlayamamasinin nedeni cebirsel problemlerin
¢oziimiiniin giiclii dediiktif yapisi olabilir. OA1 ¢dziimdeki dediiktif adimlardan olusan

zincirin zorlugunu asamamis olabilir.

OA1’in Problem 2’e Yonelik Bulgularinin Analizi

OAYl’in Problem 2 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi

Problem 2: Her n>2 tamsayzs1 i¢in n*+4 sayisinin asal say1 olup olmadig hakkinda ne

sOyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiniz.

Sekil 26. Ikinci matematiksel problem

OA1 hipotezini olustururken sayisal hesaplamalar yapnustir. Bunun {izerine n* +
4 sayisinin asal say1 olmadig1 hipotezini olusturmustur. OA1, hipotezini sayisal drneklerin

genellemesi olarak yapilandirdigindan argiimantasyonun igerik sistemi aritmetik alan

38



iizerine kuruludur. Ayrica OA1’in argiimantasyonunun yapisi yapilandirici argiimantasyon

olup bu siirecte indiiktif argiimantasyon gézlemlenmistir.

n=4 i¢in 4* + 4 = 4(43 + 1) sayis1 4 ile béliinebildiginden asal say1 degildir.
n=2 igin 2* + 4=20 say1s1 asal degildir.
n=3 icin 3* + 4=85 sayis1 asal degildir.

O halde n > 2 i¢in n* + 4 sayis1 asal degildir.

Sekil 27. OA1'in ikinci problemin ¢dziimiinii sirasinda yasadigi argiimantasyon

OA1’in argiimantasyonunun Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

sOyledir;

Cy: n=4 icin4(4? + 1) sayis1 asal degildir.

D,:Problem metni 5

|

Sayisal hesaplama kurallan

i

Arntmetik Alan

Cy:n = 2icin n* + 4 asal say1 degildir.

D,: Onceki argiimanlar 5

Ornelder iizerine kurulu genelleme

Sekil 28. OA1'in ikinci problemin ¢dziimiinii sirasinda yasadigi argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA1 hipotezini dogrulamak igin ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini tiimevarimla
ispat olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist indiiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki

arglimantasyonun ve ispat siireCinin yapist ayn1 oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal

sureklilik vardir.
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n = 2 i¢in asal say1 degil. n i¢in de asal say1 olmadigini kabul edelim. n + 1 i¢in;
m+D*+4=m0*+2n+1Dn*+2n+1) +4
=n*+4n3+6n>+4n+5
=n*+4+4n3+6n*+4n+1
n* + 4 asal degil. Hepsi i¢cin ayr1 m1 inceleyecegim?
n*+4=kt=n*=kt—4=n=Vkt—4
Desem ve hepsinde n yerine bunu yazsam. Olmaz ki...

Asal say1 olmasi i¢in 1 ve kendinden baska higbir ¢arpaninin olmamasi gerek o zaman
4n3,6n?, 4n asal degil 1 zaten asal say1 degil. O zaman asal olmayan sayilarin toplami
asal say1 olur mu? Mesela 6 + 8 + 21 + 14 = 49 asal degil ama bu 6zel 6rnek. Kesin
bir sey yapamiyorum su an. Hi¢ merak etmemistim asal olmayan sayilarin toplam1 asal

olur mu olmaz m1? Net bir sey sdylemem lazim iste.

Sekil 29. OAl'in ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadig1 ispat stireci

OAl’in ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

sOyledir;

Dy: n=2 igin n* + 4 sayisi

. : 4
asal degil ve n iginde asal | — = Caim+1 qn n” +4
say1 olmasin. T sayisi asal say1 olmaz.

Tiimevanm wvoluvla ispat
(genelleme)

Dyn+1 5 Caln+ 1)*+4=n*+4n® +6n> +4n+5

!

Cebirsel islem basamalklan

T

Cebirsel alan

Sekil 30. OA1'in ikinci problemin ¢6ziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadigi ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore
analizi (1)
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D::C. — C;:n* + 4 asal say1 degil

DE.: CE _— CG:'ﬂq'""q': et

!

Asal say1 degilse sifirdan ve kendinden farkl
carpanlan vardir.

!

Cebirsel alan

Dy: Cg — Crn="3Vkt —4

Cebirsel islem basamaklar
M

Cebirsel alan

DB: C'-; ;,_-' CB:?

OA1 yasadi1 bu yapisal argiimantasyon siirecinde elde ettigi C, iddiasindan yola
c¢ikarak ispati tamamlayamayacagini diisiindiiglinden Cs iddiasina geri donmiis ve tekrar

yapisal arglimantasyon siireci yasamistir.

Dg:C, N, Cg: 4n?, 6m°, 4n, 1 asal say1 degil

Asal sayilann 1 ve kendinden baska béleni vokiur

i

Cebirsel alan

Sekil 31. OA1'in ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini kullanarak
yasadig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)
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ch.: CE- ve Cg. E— Cil}: (ﬂ. + 1)4 + 4 ﬂjﬂl dﬂgll

i

6+8+21+14=49 : R: Bu &zel bir gerekce asal olmayvan
savisal hesaplamasi T sayilann toplami asal olabilir.
T B: 1+1+1=3
Aritmetik alan

)

Artmetik alan

Dll: CE e Cg. —_— Cil: ?

Sekil 32. OA1'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadigi ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore
analizi (3)

OA1 €, iddiasindan emin olmadigm diisiinmektedir. Ciinkii ortaya koydugu gerekge 6zel
bir durum olup bu 6zel durumu da baska bir 6zel durumla ¢iiriitmiistiir. Bu nedenle ispati

tamamlayamamigtir.

OA1’in ispat siirecinin icerik sistemi cebirsel alan iizerine kurulu oldugundan
argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda bilissel mesafe vardir. OAl, C;, iddiasin
olustururken ortaya koydugu gerek¢enin kontroliinii aritmetik alan ile saglamistir. Ancak
bu adim iki siire¢ arasindaki bilissel mesafeyi kapatmak i¢in yeterli olmamustir. Ciinkii
OA1 bu adim ile aslinda C,, iddiasin1 olusturup olusturamayacagini kontrol etmis neticede
boyle bir iddia ortaya koyamayacagina karar vermistir. Daha 6ncesinde belirtildigi iizere
iki siire¢ arasinda yapisal siireklilik mevcuttur. Ancak OA1 yapisal siireklilige ragmen
ispatt tamamlayamamustir. Ciinkii €3 iddiasina ulasabilecek gerekceler bulamamis
dolayisiyla da dediiktif adim1 tamamlayamamistir. OA1’in ispati tamamlayamamasinin bir
diger nedeni de segilen ispat tekniginin problemin ¢6ziimii icin kullanilabilecek dogru

teknik olmamasi olabilir.
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OAl’in Problem 2 de Tercih Ettigi Ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi
OA1’in hipotezini dogrulamasi igin farkli bir ispat teknigi se¢mesi istendiginde geliskiyle
ispatt se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapis1t abdiktiftir. Buradan anlasilmaktadir ki

arglimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal mesafe vardir.

n* + 4 sayis1 asal say1 olsun. O zaman n* + 4 sayis1 hicbir sayrya béliinmez. Hayir

sadece 1 ve kendine boliinebilir. Yani;
1|n* + 4 ve n* + 4|n* + 4

Ama her sayr hem 1 hem de kendisine boliiniir. Baska bir sayiya boliinebildigini

gostermem lazim.

Sekil 33. OAl'in ikinci problemin ¢oziimii i¢in tercih ettigi geliskiyle ispati kullanarak
yasadig1 ispat siireci

OA1’in ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gére analizi

sOyledir;

Dyy: 7 — 5 | Cyp:m* + 4 sayist asal san

Celiskivle ispat teknigi

Dlalclz = 513:1|T14+4-1“€T14+4-|T14+4

i

Asal savi tanim

0

Cebirsel alan

Dyy: Cyz —_— Ci4:7

Sekil 34. OAl'in ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullanarak
yasadig1 ispat slirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

43



OAL1 bu ispat teknigini kullanarak ispati tamamlayamamistir. D,, verisinden sonra bir
iddia olusturamamistir. Yani C;, iddiasmin yanhishgmi gosterebilecek gerekgeler

bulamamustir.

OA1’in ispat siirecinin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle
argiimantasyon ve ispat siireci arasindan bilissel mesafe vardir. OAl’in ispati
tamamlayamamasinin nedeni iki siire¢ arasindaki yapisal ve bilissel mesafe olabilir. Ispat
sirasinda yasanan yapisal argiimantasyonda OA1 dediiktif adimlar atmis ve bu adimlar
tamamlayamamistir. Dediiktif adimlar OA1’in iki siire¢ arasindaki yapisal ve bilissel
mesafeyi azaltamamistir. Ayrica ispatin tamamlanamamasinin bir nedeni de cebirsel
problemlerin giiclii dediiktif yapist olabilecegi gibi secilen ispat tekniginin dogru teknik

olmamasi da olabilir.

OATl’in Problem 2 de Tercih Ettigi Uciincii Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi

OA1 denedigi ikinci ispat tekniginden sonra ispat yontemini degistirmek istemistir. Bunun
iizerine dogrudan ispat teknigini se¢cmistir. Dolayisiyla ispatin yapist dediiktiftir. Buradan
anlasilmaktadir ki argiimantasyon ve ispat siireCinin yapisi farkli oldugundan iki siireg

arasinda yapisal mesafe vardir.

n* + 4 asal say1 olmasm. k # 1 ve k # n* + 4 olmak iizere bir k € Z igin k|n* + 4
diyelim.

n*+4=kttezZ
Ben bu k i¢in 6zel bir deger bulsam. Bulamam ki.
n*=kt—4=n="Vkt—4

Bu buradan da olmaz bence.

Sekil 35. OALl'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullanarak yasadig1 ispat siireci

OATl’in ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

sOyledir;
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D,z: n* + 4 asal say1 degil — = | Ciik# 1vek #n* + 4 olmak fizere bir k € Z
T icin k|n* + 4

Asal sayi tanimi

!

Cebirsel alan

DIE: ClE _— Ciﬁ:ﬂ.q + 4 = kt,t EZ

Sembolik gésterim

)

Cebirsel alan

Di7: Cig — Cirin = Vkt— 4

!

Cebirsel islem basamaklan

/]\

Cebirsel alan

Dig:Cy7 | —> Cig:?

Sekil 36. OAl'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettifi dogrudan ispat teknigini
kullanarak yasadig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore
analizi

OA1 son attign dediiktif adimda bir iddia olusturabilecek gerekge bulamadigindan adimi

tamamlayamamistir. Dolayisiyla ispati tamamlayamamugtir.

OA1’in ispat siirecinin icerik sistemi cebirsel alan {izerine temellendirildiginden iki siirec
arasinda bilissel mesafe vardir. Oncesinde de séz edildigi iizere iki siire¢ arasinda yapisal
mesafe mevcuttur. Dolayisiyla OA1 iki siire¢ arasindaki bilissel ve yapisal mesafeyi

kapatacak adimlar atamadigindan ispati tamamlayamamis olabilir. Bu adimlar ispat

45



sirasinda gozlemlenen yapisal argiimantasyonda atilmas1 gereken abdiiktif adimlardir. OA1
yapisal arglimantasyonu yasamis olmasina ragmen bu siirecte abdiiktif degil dediiktif
adimlar gozlemlenmistir. OA1 cebirsel problemlerin giiclii dediiktif yapisindan da kaynakli
olarak ispati tamamlayamamis olabilir. Cilinkli ispat sirasinda atilan dediktif adimlar

OA1’i sonuca ulastiramamistir.

OAY’in Problem 3’e Yénelik Bulgularimin Analizi

OAl’in Problem 3 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimmin Analizi

Problem 3: Ardisik ve sifirdan farkli her iki dogal sayinin ¢arpiminin bir tam kare olup

olmadig1 hakkinda ne sdyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayimiz.

Sekil 37. Ugiincii matematiksel problem

2 ve 3 icin denersek 2.3=6 olur bu da tam kare olmaz. Ama tiim ardisik dogal sayilar

icin boyle midir? Belki vardir tam kare olan ama bence tam kare olmaz.

Sekil 38. OA1'in iigiincii problemin ¢oziimii sirasinda yasadigi argiimantasyon

OA1 hipotezini olustururken elinde bir veri yokken bir iddia olusturmus, yaptig1 sayisal
hesaplamay1 ise iddiasim olustururken gerekge olarak kullanmistir. Bu nedenle OA1’in
arglimantasyonunun yapisi yapisal arglimantasyon olup bu siirecte abdiiktif argiimantasyon
gozlemlenmistir. Ayrica hipotezini olustururken sayisal hesaplamalar yaparak gerekce

olarak bir 6rnek sundugundan igerik sistemi aritmetik alan {izerine temellendirilmistir.

Dy:7 _— C,: ardisik sifirdan farkl ikd dogal
T sayinin carpimi tam kare olmaz.

2.3=6ve 6 tam kare degil

!

Arntmetik alan

Sekil 39. OA1'in {igiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA1 hipotezini dogrulamak igin ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini tiimevarimla
ispat olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi indiiktiftir. Buradan anlasilmaktadir ki
argiimantasyonun ve ispat siireCinin yapisi farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal

mesafe vardir.

a, a+1 sifirdan farkli olmak iizere a=1 olsun. 1.2 = 2 ise V2 ¢ N oldugundan tam kare

degildir. ni¢in de
nn+1)=n%+n
olmak iizere VnZ + n & N olsun. n+1 igin tam kare olmadigini gosterelim.
m+1Dn+2)=n?+3n+2=m0*+n)+2(n+1)

(n? + n) bir tam kare degil 2(n+1) de bir tam kare degil. Belki toplaninca bir tam kare
olur. Mesela 5 ile 20 toplaninca 25 olur. Nasil gdsterecegim? Bu tam kare degil ama
nasil? Mesela 2(n+1) in de tam kare olup olmadigini bilmiyoruz. 2 tam kare degil ama

(n+1) ile carpinca tam kare olur belki. ... Bence ispat1 buradan yapamayiz.

Sekil 40. OA1'in iiglincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadigi ispat stireci

OA1’in ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gére analizi

sOyledir;

Dyn=1 igin 2 tam kare Cp:n+1 sayist  igin
degil n igin de n®* +n tam | — | ifade tam kare olur mu?
kare olmasin. T

Timevanm voluyla ispat
(Genelleme)

Dyn+1 | o Cin+ Dn+2)=n*+3n+2=(n*+n)+2(n+1)

I

Cebirsel islem basamaklan

1

Cebirsel alan

Sekil 41. OAl'in {igiincii problemin ¢oziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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D,:? s Cy: 2(n+ 1) tam kare degil.

? = R:2 tam kare degil ama 2 2 tam kare
Aritmetik alan
D.:n* +nve2(n+ 1) tam kare degil | — 5 Cs:?

!

Tam kare olmayan iki sayimin toplami tam kare olabilir de olmayabilir de

Sekil 42. OAl'in iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullanarak yasadigi ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore
analizi (2)

OA1 ispat1 burada sonlandirmustir.

OAL ispat sirasinda yapisal argiimantasyon siireci yasamustir. Bu siirecte abdiiktif bir adim
atmis olup sonrasinda bu adimdaki iddiasinin 6zel ornek yardimiyla dogru
olmayabilecegini gormiistiir. Buna ragmen baslangictaki iddiasin1 dogru olarak almis ve
dediiktif bir adim atmistir. Ancak bu dediiktif adimda bir iddia olusturabilmek i¢in buldugu
gerekgenin dogrulugundan emin olamadig: i¢in bir iddia olusturamamistir. Dolayisiyla

ispat1 tamamlayamamustir.

OAT1’in ispat siirecinde igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmis olup attig
abdiiktif adimda iddianin ¢iiriitenini sayisal 6rnek yardimiyla ortaya koydugundan attii
adimin kontrolii aritmetik alan iizerinedir. Bu nedenle bu adim iki siire¢ arasindaki biligsel
mesafeyi azaltmistir. Pedemonte (2008)’e gore iki siire¢ arasindaki yapisal mesafe ispatin
tamamlanmasina engel olmamaktadir. Buna ragmen OAl ispati tamamlayamamistir. Bu
durumun sebebi OA1’in problemin ¢dziimiindeki dediiktif adimlardan olusan zinciri
devam ettirememis olmasi olabilecegi gibi segilen ispat tekniginin dogru teknik olmamasi

da olabilir.
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OAl’in Problem 3 de Tercih Ettigi Ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi

OA1 hipotezini dogrulamak igin ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini celiskiyle ispat
olarak se¢cmistir. Dolayisiyla ispatin yapisit abdiiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki
arglimantasyonun ve ispat siireCinin yapist ayn1 oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal

sureklilik vardir.

OA1 bu ispat teknigi ile ispat yaparken ii¢ farkli yapisal argiimantasyon siireci yagamustir.
Yasadig1 ilk yapisal arglimantasyon siireci ve bu siirecin Toulmin modeline gore analizi

sOyledir:

a,a + 1 € N olsun ve a(a + 1) tam kare olsun. a(a + 1) = a? + a ve bunun tam kare

oldugunu gostermem i¢in Va? + a € N olmas: gerek. Ama ben sanmiyorum bunun
oldugunu da nasil diyecegim. a?+ a =k? olacak sekilde yazamam. Ciinkii
carpanlarina ayirmam lazim ve g¢arpanlari da a, a + 1 dir. Mesela 9 + 3 = 12 ve 12 tam
kare degil. a(a+1) =a? +a =k.k

Sekil 43. OAl'in iigiincii problemin ¢6ziimii igin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig1 birinci yapisal argiimantasyon siireci

OA1’in yasadig1 yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre edismis ck¢

modeline gore analizi soyledir;

Dg:? - Cg:a,a+1 € Mvea(a+ 1) tam kare olsun

|

Celiskivle ispat teknigi

D7: Gy — = | CxVa*+a EN

I

Tam kare sayilann ozellikler

i

Cebirsel Alan

Sekil 44. OAl'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi birinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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Dg:? —_— Cg:a® +a = k* vazilmaz

!

[fade arpanlanna a, a + 1 olarak ayrilir.
Mesela9+3=12 = 3(3+1) =12
ve 12 tam kare degil.

!

Cebirsel ve aritmetilc alan

OA1 burada tam kare olan bir saymin ayn iki saymin garpimi oldugu igin ifadenin
carpanlarima bakmis carpanlarin birbirinden farkli oldugu gerekgesi ve Ornegi ile

iddiasin1 olusturmustur.

Sekil 45. OAl'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi birinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OAL ispat siirecine sectigi ispat teknigi geregi abdiiktif adim atarak baslamistir. Ardindan
bir abdiiktif adim daha atmis ve bu adimdaki iddiasini 6zel bir 6rnekle gerekcelendirmistir.
OA1 bu gerekgeyi genelleyememis ve attigi son adimi dediiktif adima déniistiirememistir.
Dolayisiyla Cg iddiasinin yanlis oldugunu gosterebilecek gecerli adimlar atamadigindan
ispat1 tamamlayamamustir. Bu nedenle OA1 ispat teknigini degistirmeden yeniden yapisal

argiimantasyon siireci yasamistir. Bu siirecin Toulmin modeline gore analizi soyledir;

a,a+1€N. Burada a ve a + 1 in bir k ¢arpan1 olmasi lazim. Mesela a = 2.2 ve
a + 1 = 2.3 ama olmaz ardisik degil. Olsa bile 4.6 = 24 yine tam kare degil. Tam kare
olmasi i¢in iki ifadenin de ayn1 olmasi gerek. Yani iki ayni saymin ¢arpilmasi gerek. O
Zaman
a=a+1=0=1
olur ki bu c¢eligki. Bir diger durum carpanlarinin ¢ift kok olmasi gerekiyor. Mesela
a*+a=0

olsun. a = 0 ve a = —1 olur ki 0 # —1 oldugundan bu da yanlis. O zaman tam kare

degildir derim.
Sekil 46. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal arglimantasyon siireci
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Dy Cy _— Cyrave atl in ortak bir k ¢arpani vardir.

a=22vea+1=23 [ e | R: a ve atl ardistk degil ve 4.6=24
tamkare degil

M

Arntmetik Alan

ch.: CG E— Cll}: a=a+1

!

Sayi tam kare ise kendisivle carpilmastir.

)

Cebirsel alan

Dyy:Cyp E— C11:0=1

Denklem céziimii

i

Cebirsel alan
Dy;: 044 —;:»-T Cyz:ala + 1) tam kare degil.
0=1
Dlﬂ:cﬁ H Clalaz"'ﬂ:ﬂ

Bir sayimn tam kare olabilmesi igin

carpanlarnin cift kdk olmas: gerekir.

!

Cebirsel Alan

Sekil 47. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig1
ispat siirecinde yasadig: ikinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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qu_: Cla }_ C14: a= G e a= _1

I

Cebirsel islem Szelliklen

i

Cebirsel alan

Dyg:Cys — Ciz:ala + 1) tam kare degil

Sekil 48. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig1
ispat siirecinde yasadig: ikinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OA1 burada ispat1 tamamladigmm diisiinmiistiir. Ancak yanls tamamlamistir. Ciinkii ilk
durumda saymin tam kare olmasi i¢in kendisiyle ¢arpilmasi gerektigini diisiinmiis ona gore
adimlar atmistir. Ancak burada sayilarin ardisik dogal sayilar olmasi gerektigini goz ardi
etmistir. Ikinci durumda ise ¢ift kok olmasi gerektigini diisiiniip a? + a = 0 almis ve
a = 0 bulmustir. Ancak burada da ardisik dogal sayilarin sifirdan farkli olmasi gerektigini
goz ardi etmistir. OA1’in ispat siirecinde atti§1 adimlarin kontrol alan1 hem aritmetik hem
de cebirsel oldugundan iki siire¢ arasinda biligsel siireklilik vardir. Ancak OA1 iki siireg
arasindaki  biligsel siireklilife ragmen ispatt yanhis tamamlamistir.  Ciinki
arglimantasyondaki diislincesini ispat siirecinde devam ettirememis, ispat slirecinde yanlis

bir diisiince etrafinda adimlar atmistir.

OA1 arastirmacinin bu sonuca ikna olmamas: iizerine tekrar yapisal argiimantasyon siireci

yasamistir. Bu siirecin Toulmin modeline gore analizi sdyledir;
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Ardisik iki sayida hi¢ ortak carpan yok. Ciinkii biri tek biri ¢ift say1. Say1 ¢ift ise 2
carpani vardir. Ancak tek sayilarda 2 ¢arpani yoktur.

A: Belki ¢ift sayida iki tane 2 ¢arpani var.

Hmm.. Tek say1 tam kare olmali. Var m1? Evet var 49. 48 de de 4 tane 2 bir de 3
carpani var. 3 ¢arpani tek oldugundan tam kare olmaz iste. Ama nasil genellerim bunu?
Kabul edelim ki a,a+ 1 € N olsun ve a(a + 1) tam kare olsun. a,a + 1 in ortak
carpan1 olmasi gerek. Ebob(a, a + 1) = 1 oldugundan yani aralarinda asal oldugundan
ortak carpani yoktur. O ylizden de tam kare olmaz ¢linkii ortak ¢arpan1 yok. Yani k, a

nin bir ¢arpani olsun.k t (a + 1) oldugundan a(a + 1) tam kare olmaz.
8.9 = 2332 =2.2.3.3.2

2 carpani tek kaldi. Iste a(a + 1) in de tam kare olmasi icin her carpandan ¢ift tane

olacak. Ama nasil gosterecegim?

Sekil 49. OAl'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig tiglincii yapisal argiimantasyon siireci

OA1’in yasadig1 yapisal argiimantsyon siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢

modeline gore analiz soyledir;

Dy Cpq = Cigiave a + 1in ortak bir carpam olmah

!

Tam kare sayilann &zelligi

™

| Cebirsel Alan |

T ‘ Cy-: Ardisik ild sayimin ortak bir carpam yoldur.

Sayilardan bin tek sayi iken digen

gift sayidir. Cift sayida 2 carpam | o
wvarken tek sayida volktur.

)

Cebirsel Alan

F: Belkd cift sayida ild
tane 2 carpani wvardir

Sekil 50. OA1'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi ticlincii yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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5.118: Ardisik crlialn dogal savilardan Cyp aa + 1) tam kare
cift olaminda cift tane 2 carpam | ——=

olmaz.
olsun. T

48 49 sayisinda 2 tane 7, 4 tane 2 ve 1 tane 3

carpant vardir. 3 garpam tek kalir.

!

Aritmetik Alan

OAl Cg iddiasmin yanhshgm bu adimda gosterir. Ancak bu adimdaki iddiasini
olustururken ortaya koydugu gerekcenin yeterli olmadigmmi diigiiniir ve gerekgesini

genellemek ister.

D,g:a,a+ 1 ardisik dogal sayilar ve k. a
nin bir carpam iken k § (a + 1)dir. —

T

Ardisik savilarin her birinde her carpandan

Cig:ala + 1) tam kare olmaz.

cift tane olacak. Ama nasil gésterecegim?

Sekil 51. OA1'in {igiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig
ispat siirecinde yasadigi Uglincii yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OA1 bu yapisal argiimantasyon siirecinde abdiiktif bir adim atmustir. Sonrasinda bu
abdiiktif adimi dediiktif adima dontistlirerek Cg iddiasini yanlislayabilmistir. Ancak bu
dediiktif adimda iddasini olusturmak icin ortaya koydugu gerekcenin yetersiz oldugunu
diistinmiis ve ispati tamamlayabilmek igin ise yarayacak gegerli elemanlar aramaya
koyulmustur. Ancak bulamamistir. Bu durum da son attig1 dediiktif adimdan

anlagilmaktadir. Sonug olarak OA1 ispati tamamlayamamistir.

OA1’in yasamis oldugu yapisal argiimantasyon siireglerine genel olarak bakacak olursak;
oncesinde de s6z edildigi iizere argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal siireklilik
mevcuttur. Ayrica OA1’in  ispati swrasinda gdzlemlenen yapisal argiimantasyon
stireclerinde attigi bazi adimlarin kontrol alani cebirsel iken bazilarinin kontrol alani

aritmetiktir. Baz1 adimlarin aritmetik alan iizerine temellendirilmis olmas1 argliimantasyon
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ve ispat siireci arasindaki biligsel mesafeyi azaltmistir. Ancak iki siire¢ arasindaki yapisal
siireklilik ve azalan biligsel mesafeye ragmen OA1 ispati tamamlayamanmistir. Bu durumun
sebebi cebirsel problemlerin giiclii dediiktif yapis1 olabilir. OA1 problemin ¢oziimiindeki

dediiktif zincirin zorlugunu asamamus olabilir.

OAT’in Problem 4’e Yénelik Bulgularimin Analizi

OAl’in Problem 4 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi

Problem 4: 0#xe R igin x + % < 2 ise 0 zaman X in negatif ya da pozitifligi hakkinda

ne sOyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiniz.

Sekil 52. Dordiincii matematiksel problem

OA1 hipotezini olustururken sayisal hesaplamalar yapmis ve bunun iizerine xeR~
hipotezini olusturmustur. OA1 hipotezini olusturdugu argiimantasyonda sayisal
hesaplamalar yaptigindan bu siirecin  icerik sistemi aritmetik alan iizerine
temellendirilmistir. Ayrica OA1 argiimantasyonda hipotezini sayisal érnekleri genelleyerek
elde ettiginden siirecin yapist yapilandirict arglimantasyon olup bu siirecte indiiktif

argiimantasyon gézlemlenmistir.

3, 3 2 13
l1<x<2=x==iken=4+===—>2
2 2 3 6
12 6, 6 5 61
x===-jken-+=-=—>2
10 5 5 6 30
11 . 11 10 221
x == iken —+—="=>2
10 10 11 110

. 5
O<x<1:>x=%lken%+2=5>2
10 10 6 60

x=iikenl+5=é>2
10 5 5

O zaman x < 0 dir.

Sekil 53. OAl'in dordiincii problemin ¢oziimiine yonelik hipotez olusturdugu
argumantasyonu
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OA1’in argiimantasyonunun Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

sOyledir;
. 3, 3,2 13
D;:Problem metni — = | Cox == iken -+ 3= 72
T x=%ike‘n%+2=%}2
Savisal hesaplama kurallan
Aritmetik Alan

Dz: Onceki argiitmanlar _ = CoixeR™

Ormmnelder iizerine kumlu genelleme

Sekil 54. OAl'in dordiincii problemin ¢oziimiine yonelik hipotez olusturdugu
arglimantasyonun Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA1 hipotezini dogrulamak i¢in ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini celiskiyle ispat
olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist abdiiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki
argiimantasyonun ve ispat siireCinin yapisi farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal

mesafe vardir.

Kabul edelim ki xeR*olsun.

1 x2+1
x+-<2 =
x x

<2

=x2+1<2x
=x’+1-2x<0
= (x—1)2<0

Fakat bir reel sayinin karesi sifirdan kiigiik olamayacagindan bu ¢eliskidir. Dolayisiyla

xeR~dir.

Sekil 55. OA1'in dordiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siireci
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OA1’in ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gére analizi

soyledir;

Da:?

— CyxeRT

Celiskivle ispat telnigi

D4:Cavex+3=‘:2 - :‘2'4:(1:—1)2::!]
X

T

Cebirsel islem adimlan ve cebirsel déniisiim kurallan

!

Cebirsel Alan

OA1’in burada kullanmis oldugu kurallar; “x pozitif reel say ise esitsizlik islemlerinde
esitsizlik yon degistirmez” ve “verilen bir ifadeyi baska bir ifadenin tam karesi

bi¢iminde yazabilme” dir.

Dg:(x — 1:]2 <0 - Co:xeR™

I

Bir reel sayinin karesi sifirdan kiigiik olamaz.

i

Cebirsel Alan

Sekil 56. OA1'in dordiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi ¢eliskiyle ispati kullandig
ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OAL1 ispat siirecinin baslangicinda sectigi ispat teknigi geregi abdiiktif adim atmustir.
Sonrasinda ise bu abdiiktif adimdaki iddianin yanhshigini gostermek i¢in dediiktif adimlar
atmistir. OA1 bu dediiktif adimlar sonucunda abdiiktif adimdaki iddianin yanlis oldugunu

gostermis ve ispati tamamlamastir.

57



OAl’in argiimantasyonunun icerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken
ispatin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle iki siireg
arasinda bilissel mesafe vardir. QA1 iki siire¢ arasindaki bilissel ve yapisal mesafeye
ragmen ispatt basartyla tamamlayabilmistir. Bunun sebebi cebirsel problemlerin
¢cOziimiinlin giiclii dediiktif yapist ve ispat siirecinin baglangicinda atilan abdiiktif adimin

dediiktif adima doniistiiriilebilmesi olabilir.

OAl’in Problem 4 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

OA1’den hipotezini dogrulamas: icin farkli bir ispat ydntemi se¢mesi istendiginde
dogrudan ispat teknigini se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisit dediiktiftir. Buradan da
goriilmektedir ki arglimantasyon ve ispatin yapist farkli oldugundan iki siire¢ arasinda

yapisal mesafe vardir.

1 1 2x —1
X+—-<2 =2x<2-——>x<
X X X
=x-22<0
X
x2+1-2x
= <0
X
_1)2
= (Gt <0
X
_1\2
(x — 1)? > 0 olacagindan (le) < 0 olmasi i¢in x negatif reel say1 olmalidir.

Sekil 57. OAl'in dérdiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat stiireci

OA1’in ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

sOyledir;
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1 x —1)*
Ds:x+;=':2 _ = Cs:( ) =<0

T X
Cebirsel islem adimlan ve cebirsel déniisiim kurallan

)

Cebirsel Alan

OA1’in burada kullanmis oldugu kurallar; “esitsizlikte islem dzellikleri” ve “verilen bir

ifadeyi bagka bir ifadenin tam karesi bi¢iminde yazabilme” dir.

D,:C; | ——> | Cix < 0,xeR”

(x—1)2 =0

I

Cebirsel Alan

Sekil 58. OAl'in dérdiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OAL1 ispat siirecinde att1ig1 dediiktif adimlar sonucu ispati basariyla tamamlamistir.

OAl’in argiimantasyonunun icerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken
ispatin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle iki siireg
arasinda bilissel mesafe vardir. OA1 iki siire¢ arasindaki biligsel ve yapisal mesafeye
ragmen ispati basariyla tamamlayabilmistir. Bu durum cebirsel problemlerin ¢oziimiiniin

giiclii dediiktif yapisindan kaynaklanabilir.
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OA2’nin Problem 1’e Yonelik Bulgularinin Analizi

OA2’nin Problem 1 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

Problem 1: Tiim negatif olmayan n tamsayilar1 i¢in 5"+6.7"+1 ifadesinin 8 ile boliiniip

boliinmedigi hakkinda ne s6yleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiiz.

Sekil 59. Birinci matematiksel problem

OAZ2 hipotezini olustururken n=0 ve n=1 i¢gin sayisal hesaplama yapmistir. Bunun iizerine
5"+6.7"+1 ifadesinin 8 ile boliinebildigi hipotezini olusturmustur. Bu hipotezin
olusturuldugu argiimantasyon asamasimda OA2, hipotezini sayisal érneklerin genellemesi
olarak yapilandirdigindan arglimantasyonun igerik sistemi aritmetik alan {izerine

temellendirilmistir.

Once n=0 igin ifadede yerine koydum ve 8 ile boliinebiliyor. n=1 i¢cin de baktigimda 48

de 8 ile boliinebiliyor. O zaman digerlerinde de bdliinebilir bence. ..

Sekil 60. OA2'nin birinci problemin ¢dziimiine ydnelik hipotez olusturdugu
arglimantasyonu

D:Problem metni R Ci:n=01icin 8, 8 ile boliniir.

Sayisal hesaplama kurallan

Aritmetik alan

OA2 buna benzer baska argiimanlarda yapilandirmis olup sonunda hipotezini sayisal

orneklerin genellemesi olarak soyle yapilandirmigtir:

D,: Onceki argiimanlar — C,: 5™ + 6.7" + 1 ifadesi 8§ ile balinebilir.

|

Ormmekler fizerine kumlu genelleme

Sekil 61. OA2'nin birinci problemin ¢dziimii igin yasadigi argiimantasyonunun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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Bu siiregte OA2’nin yapilandiric argiimantasyonu sonu¢ genelleme temelli indiiktif

argiimantasyon oldugu gézlemlenmektedir.

OA2 hipotezini dogrulamak igin ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini dogrudan ispat
olarak se¢cmistir. Dolayisiyla ispatin yapisit dediiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki
argimantasyonun yapisi indiiktifken ispatin yapis1 dediiktif oldugundan iki siire¢ arasinda

yapisal mesafe vardir.

Modiiler aritmetikten gidebiliriz bence.
51=5ve52=1
7'=7ve7* =1

Olur. n tek ve ¢ift ise diye inceleyebiliriz o zaman.

ntek ise 51 = 5,71 = 7 ve 1 zaten 1 e denktir. O zaman 5 + 6.7 + 1 = 48 olur ve bu
toplamda mod8 de 0 a denktir.

n cift ise 51 = 1,7 = 1 ve 1 zaten 1 e denktir. O zaman 1 + 6.1 + 1 = 8 olur ve bu
toplamda mod8 de 0 a denktir.

O halde ifade 8 ile boliinebilir.

Sekil 62. OA2'nin birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat stireci

Ogretmen adayinin ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeli ile

analizi soyledir;
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D,: Problem metni 5 C3:5'=5ve5’=1

=7ve??’=1

Modiiler aritmetik kurallan
Cebirsel alan
D,: n tek pozitif tamsayi Cy: 51 = 5 (mod 8)
€l —cpe5l=1 s 7' = 7 (mod 8) 5" 4+ 6.7" + 1 = 48 ve 8|48 dir
-?15-?”&?25 T 151(‘]’1‘10d8)

Modiiler aritmetik kurallan ve sayisal hesaplama

f

Cebirsel ve aritmetik alan

D.: n ¢ift pozitif tamsay C:: 5' = 1 (mod 8)
Sl=5wve5i=1 — 71 =1 (mod 8) 5" +6.7" + 1 =8 ve 8|8 dir
Fl=7pe?i=1 T 1=1(mod8)

Modiiler aritmetik kurallan ve sayisal hesaplama

i

Aritmetik ve cebirsel alan

Dg:Chvel; | —s | Cg: 5"+ 6.7™ + 1 8 ile tam béliniir.

!

Modiiler aritmetilc

Sekil 63. OA2'nin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandigi ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA2 ispat siirecinde dediiktif adimlar atarak ispati basariyla tamamlamstir. Ispat siirecinde
atilan adimlarin kontrolii hem cebirsel alan hem de aritmetik alan ile saglanmistir. Bu
durum argiimantasyon ve ispat siireci arasinda bilissel siireklilik saglamistir. Oncesinde sdz
edildigi tizere iki siire¢ arasinda yapisal mesafe mevcuttur. Fakat yapisal mesafeye ragmen
OA2 ispat1 basariyla tamamlayabilmistir. Bu durumun sebebi, Pedemonte (2008)’e gore
cebirsel problemlerin ¢oziimiinde iki siire¢ arasindaki yapisal mesafenin engel
olusturmamas:1 ve iki siirec arasindaki bilissel siirekliliktir. Ispatin  basariyla
tamamlanabilmesindeki bir diger sebep de cebirsel problemlerin giiglii dediiktif yapist

olabilir.

OA2’nin Problem 1 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularmin Analizi

OA2’den hipotezini dogrulamasi igin farkli bir ispat teknigi secmesi istendiginde
timevarimla ispat teknigini se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi indiiktiftir. Buradan
anlasilmaktadir ki argiimantasyon ve ispat siireCinin yapist ayni oldugundan iki siire¢

arasinda yapisal siireklilik vardir.

n=1 i¢in 5! + 6.7 + 1 = 48 yani 8 in kat1 ve 8 ile bdliiniir. n iginde dogru oldugunu
(yani 8 ile boliinebildigini) kabul edelim. O zaman 5™ + 6.7™ + 1 = 8k olacak sekilde

keZ* vardir. n+1 i¢inde ifade 8 in kat1 olur mu?
51+ 6.7"1+1=55"+42.7"+1

Simdi buradan 8 in katina nasil gecebilirim onu diisiiniiyorum. Ciinkii n+1 i¢in 8 in kat1
oldugunu gostermem gerekiyor. SOyle bir sey denesem yukaridaki ifadenin her tarafini

7 ile carpayim.
7.5" +42. 7" +7 =8k.7
Bunu da soyle parcalayayim.
2.5"+6+55"+42.7"+1=8k.7

5.5" +42.7"+1 = 8k.7 — (2.5" + 6)

Sekil 64. OA2'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinde yasadig1 yapisal argiimantasyon stireci
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OA2 hipotezini dogrulamak igin ispat sirasinda yapisal argiimantasyon siireci yagamustir.
5" +6.7" + 1 ifadesinin 8 ile boliinebildiginden yola g¢ikarak 5"t +6.77%1 4+ 1

ifadesinin 8 e boliiniip boliinemedigini analiz etmeye ¢alismustir.

OA2’nin ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gére analizi

sOyledir;
D.:5"+6.7"+1 C,: 5"+ 6.7" + 1 = 8k olacak
ifadesi 8 ile béliinebilir. T sekilde keZ™ vardir.

Sembolik gdsterim

!

Cebirsel Alan

OA2’nin burada kullandig1 sembolik gdsterim“8 in kat1 olan bir sayiyr 8k bicimde

gosterebilme” dir.

Dg: 5"+ 6.7" + 1 =8k T Cg: 5.5 +42.7" +1 =8k.7 — (2.5" + 6)

Cebirsel islem ozellikleri

!

Cebirsel alan

Sekil 65. OA2'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinde yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline gore analizi

5.5" +42.7" +1 = 8k.7 — (2.5™ + 6)

Bu esitlikte 2. 5™ + 6 ifadesi 8 in bir katidir. Ciinkii n=1 i¢in 16 ve n=2 i¢in 56 geliyor.
Bu degerlerde 8 in bir katidir. Burada bence her n i¢in 8 in kat1 gelecek. Dolayisiyla
57"*1 + 6.7"*1 + 1 de 8 in bir kat1 olur.

Sekil 66. OA2'in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandigr ispat siireci
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D,:? s Co: 2.5" +6 =8y

f

Ozel 6rekler ile sayisal hesaplama

kurallan ve sembolik gésterim

!

Aritmetik ve cebirsel alan

OA2’nin attig1 bu abdiiktif adim sirasida kullandig: sembolik gdsterim “8 in kati olan

bir say1y1 8y biciminde yazabilme” sidir.

Dig:Cgvely | 5 Cip: 5™ + 6.7 + 1 8 in bir katidsr.

!

Cebirsel islem dzellikleri

1\

Cebirsel alan

Sekil 67. OA2'nin birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA2 hipotezini dogrulamak i¢in Cy iddiasinin yeterli olmadigini diisiinmektedir.
Dolayisiyla C;, iddiasinin dogru olup olmayacagina da heniiz karar veremeyecegini
diisinmektedir. Bu nedenle OA2 yeniden yapisal argiimantasyon siireci yasamis ve bu

slirecte tekrar tiimevarimla ispat teknigine bagvurmustur.
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n=1 i¢in 2.5 + 6 = 16 8 in katidir. n i¢in de dogru oldugunu kabul edelim. Yani
2.5"+6 =8l (Il € Z*) dir. n+1 igin de ifadenin 8 in kati olup olmadigini gosterelim.

2.5M1 4+ 6=10.5"+6 = 10.5" + 30 — 24
2.5M1 4 6 = 5(2.5" + 6) — 24
= 8(51 — 3)

O halde 2.5™ + 6 = 8l olacak sekilde [ € Z* vardur.

Sekil 68. OA2'in birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig: ispat siirecinde yasanan ikinci yapisal arglimantasyon stireci

D,:2.5"+6=8 | —> C,4:2.5"1 +6 =8(51—3)

Cebirsel islem dzellikler
A

Cebirsel Alan

Sekil 69. OA2'nin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinde yasanan ikinci yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

5.5 +42.7"+1=28k.7 — (2.5" + 6)
=8k.7 — 8y
=8(7k —y) (k,y €Z*)

O halde ifade 8 ile boliinebilir.

Sekil 70. OA2'nin birinci problemin ¢oziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siireci (2)
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Dyy:CgveCy | 5 | €51 +6.7""1+1=8(7k—y) (k,y€Z%)

|

Cebirsel islem &zellikleri ve

sembolik gdsterim

)

Cebirsel alan

Sekil 71. OA2'in birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi timevarimla ispat teknigini
kullandig: ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

Yukarida belirtildigi iizere OA2’nin argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal
streklilik vardir. Argiimantasyonun icerik sistemi ise aritmetik alan {izerine
temellendirilmistir. OA2’nin hipotezini dogrulamaya calistig1 ispat siirecinin igerik sistemi
ise cebirsel alan tlizerine temellendirilmistir. Dolayisiyla iki siire¢ arasinda biligsel mesafe
vardir. Ancak OA2 bu biligsel mesafeye ragmen ispati basariyla tamamlayabilmistir.
Bunun nedeni ispat sirasinda gozlenen yapisal arglimantasyon siirecinde atilan abdiiktif
adim ve bu adimda kontrol alanmin aritmetik olmas1 olabilir. Ciinkii bu durum iki siire¢

arasindaki biligsel mesafeyi azaltmistir.

OA2’nin Problem 2’e Yonelik Bulgularinin Analizi

OA2’nin Problem 2 de Tercih Ettigi Birinci ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi

Problem 2: Her n>2 tamsayist i¢in n*+4 sayisimin asal say1 olup olmadig hakkinda ne

sOyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiniz.

Sekil 72. Tkinci matematiksel problem

OA2 hipotezini olustururken sayisal hesaplamalar yapmistir. Bunun iizerine n* +

4 sayisinin asal say1 olmadig1 hipotezini olusturmustur. OA2, hipotezini sayisal drneklerin
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genellemesi olarak yapilandirdigindan arglimantasyonun igerik sistemi aritmetik alan

iizerine kuruludur. Ayrica OA2’nin yapilandiric1 argiimantasyonu indiiktif yapidadir.

n=2 i¢in 2* + 4=20 sayis1 asal degildir.
n=3 i¢in 3* + 4=85 sayis1 asal degildir.

O halde ifade verilen sartlar altinda asal degildir.

Sekil 73. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimiine yonelik hipotez olusturdugu
arglimantasyonu

OA2’nin argiimantasyonunun Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeli ile analizi

sOyledir;

D,:Problem metni 5 C,: n=2igin 20 sayis1 asal degildir.

I

Sayisal hesaplama kurallar

|

Artmetilc Alan

OA2 buna benzer baska argiimanlarda yapilandirmis olup sonunda hipotezini sayisal

orneklerin genellemesi olarak soyle yapilandirmistir:

D.: Onceki argiimanlar s Cy: n* + 4 sayis: asal degildir.

!

Ormelkder fizerine kurlu genelleme

Sekil 74. OA2'in ikinci problemin ¢oziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OAZ2 hipotezini dogrulamak i¢in ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini dogrudan ispat
olarak se¢cmistir. Dolayisiyla ispatin yapisit dediiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki

argiimantasyonun yapisi indiiktif iken ispatin yapisi dediiktif oldugundan iki siire¢ arasinda

yapisal mesafe vardir.
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Tam kareye benzetmeye ¢alistyorum. Yani belki
(n*+2)2—4n®>=n*+4

Bu ise yarar m1? Bunu da iki kare farki olarak yazabilir miyiz ki? Yazalim belki ¢ikar.

Cikiyor galiba.
n*+2)?* —4n*= M*+2-2n)(*+2+2n)=((n—-D*+ D((n+ 1D*+1)

Buradan sonra ne ¢ikabilir? n > 2 oldugundan zaten iki tane ¢arpan bulmus olmadik
m1? Farkli. Ama bu carpanlarin 1 den farkli oldugunu ispatlamam lazim. Onu artan

azalanliktan soylesek. Once n yerine 2 sonra 3 koysam bu artan zaten.

Sekil 75. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig1 ispat siireci

OA2 hipotezini dogrulamak igin ispat yaparken bu siirecte yapisal argiimantasyon

iiretmistir.
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D,: Problem metni — > C3: (n* + 2)* — 4n?

|

Cebirsel doniisiim kurali

!

Cebirsel alan

OA2 bu adimda iddiasim ortaya koyarken “bir ifadeyi baska bir ifadenin karesi

biciminde yazma” kuralin1 kullanmistir.

Dy +22—d4n’=nt+4 | — > | Cp((m-1)>+1)((n+1)>+1)

f

Sembolik gésterim

!

Cebirsel alan

OA2 bu adimda da bir dnceki adimda kullandig1 sembolik gdsterimi kullanip buna ek

olarak iki kare farkini da kullanmistir.

D.:C, T 5 | Cs: n* + 4 sayist asal say1 degildir.

[ki carpani var ve bu carpanlar

n verine &nce 1 sonra 3
hichbir zaman 0 olmaz. yazarsam artan olur.

|

Arntmetik alan

Sekil 76. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA2 burada &zel oOrneklerle sayisal hesaplamalar yapip bir iddia olusturmustur.
Baslangicta ispati tamamladigini diisiinen OA2 sonradan ikna olmayarak gerekgesini 6zel
orneklerle degil de genelleyerek ortaya koymasi gerektigini diisiinmiistiir. Bunun tizerine
0A2;
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Tiirev ile artan/azalan olup olmadigina bakabiliriz.
((n—=1)2+1) = 2n — 2 buifade n = 2 oldugundan artandur.
((n+1)2+ 1) =2n + 2 bu ifade n = 2 oldugundan artandur.

Burada en kiigiik degerine bakmak yeterli bence n=2 yazdigimizda n* + 4 = 2.10

bi¢iminde iki tane ¢arpan elde ederiz.

Sekil 77. OA2'min ikinci problemin ¢oziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat stireci (2)

D;:((n—1)*+1)=2n-2 C.:n* + 4 sayist asal
, _— say1 degil
(n+1)*+1) =2n+2 T

Cebirsel islem dzellikderi

!

Antmetil ve cebirsel alan

Sekil 78. OA2'min ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandigr ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA2 bu adimla ispati tamamladigini sdylemistir. Ancak yine de baska yollar aramaya
devam etmistir. Bunun {izerine esitsizlik islem kurallarin1 kullanarak ispat1 baska bir yolla

tamamlamistir.

Eger tlirevle artan/azalanliga bakmasaydim ispati tamamlamak icin esitsizlikle

ugrasirdim. Yani;
n=>2=>n-121=>mn0-1)%?21= (n—-1%?+1>2
n>2=>n+1>23>=>mnN+1)?>29 = (n+1)2+1=>10

olurdu. Bir saymin asal olmasi i¢in bir ¢carpanin 1 olmas1 gerek ve bu durumda ¢arpani

1 den farkl sayilar elde edilebildiginden asal olmaz.

Sekil 79. OA2'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini kullandig
ispat siireci (3)
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Din=2 N Crin—1)*+1=2ve(n+1)*+1=10

!

Cebirsel islem kurallan

!

Cebirsel alan

OA2’nin burada kullanmis oldugu cebirsel islem kurali esitsizlikte islem dzellikleri ve

kurallaridir.

Dg:C, ve C, > Cg: n* + 4 sayist asal say1 degildir.

Asal say1 tanimi
A

Cebirsel alan

Sekil 80. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat siirecinin (3) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA2 ispati bagartyla tamamlamistir. OA2’nin argiimantasyon ve ispat siireci arasinda
yapisal mesafe mevcuttur. Ispat siirecinin igerik sistemi cebirsel alan iizerine
temellendirilmistir.  Arglimantasyonun igerik  sistemi aritmetik alan iizerine
temellendirildiginden iki slire¢ arasinda biligsel mesafe vardir. Ancak ispat siirecinde atilan
baz1 adimlarin kontrol alan1 aritmetik alan iizerine oldugundan iki siire¢ arasindaki biligsel
mesafe azalmistir. OA2’nin ispati bagartyla tamamlamasmin nedeni iki siire¢ arasinda
azalan biligsel mesafe olabilecegi gibi cebirsel problemlerin giiclii dediiktif yapisi da
olabilir. OA2 ispat sirasinda yasadigi yapisal argiimantasyon siirecinde attign dediiktif
adimlarla cebirsel problemlerin ¢éziimiindeki dediiktif zinciri basariyla asmis ve ispati

tamamlamistir.
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OA2’nin Problem 2 de Tercih Ettigi Ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularmin Analizi

OA2’den hipotezini dogrulamasi igin farkli bir ispat teknigi se¢mesi istendiginde
timevarimla ispat teknigini se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi indiiktiftir. Buradan
anlagilmaktadir ki argiimantasyon ve ispat siireCinin yapist ayni oldugundan iki siireg

arasinda yapisal siireklilik vardir.

n =2 i¢in 2* + 4 = 20 = 10.2 oldugundan asal degil. n i¢in de n* + 4 sayismnin asal

say1 olmadigini kabul edelim. n+1 i¢in asal olup olmadigini gosterelim.
m+D*+4=n*+4n3+6n>+4n+1+4
=n’(n?+6)+4n(1+n?+5
=n’(n®+1+5)+4n(1+n?>)+5
=n?’(n?+1)+5n2+4n(n?+1)+5
= (n?*+1)(n* +4n) +5(n* + 1)
=m?+1)n?+4n+5)
Iki farkli ¢arpan bulduk. Daha fazla sadelesmez. Iki carpanda artan.
n=2=n’>4=n>+12>=5
n>2=n+2>4=>mM+2)?>216=>mN+2)?>+1>17

Dolayistyla asal degildir.

Sekil 81. OA2'in ikinci problemin ¢dziimii iin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kulland1g1 ispat siireci

OA2 hipotezini dogrulamak icin ispat yapmaya baslamis ve bu sirada yapisal
argiimantasyon siireci yasamustir. Bu siirecte n icin n* + 4 iin asal say1 olmadigin kabul

edip n+1 i¢in (n + 1)* + 4 sayismin asal olup olmadigini incelemeye ¢alismistir.
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=27 i 4 r
D._,,:In “emn + 4 asal say Cyq (m+1)*+4 sayst
degil ve n icin de asal sayi | ————= asla say1 olur mu?
olmasin T

Timevanm yoluyla ispat teknigi

Dgn+lsayist | — 5 | Cp:(n+ 1)+ 4=(n*+1)(n*+4n+5)

T

Cebirsel islem basamaklan

i

Cebirsel alan

Dyq: 7 5 Cyq: (n+1)* + 4 asal say1 degildir.

|

n=2 icin sayisal hesaplamalar

i

Aritmetik alan

OA2 burada abdiiktif adim atmistir. Ardindan bu adimi dediiktif adima déniistiiriip

ispat1 tamamlayabilecek ise yarar elemanlar aramaya baglamstir.

Dlg:’nEZ —_— Cj_::(ﬂ:‘i‘l:]ES

I

Cebirsel islem basamaklan

!

Cebirsel ve aritmetilc alan

Sekil 82. OA2'nin ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig: ispat slirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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513:1‘122 = Cla:(ﬂ.‘l‘Z}z‘l‘izi?

f

Cebirsel islem basamaldan

)

Cebirsel ve aritmetik alan

OA2 son attig1 iki adimda esitsizliklerde islem &zelliklerinden yararlanmigtir. Bu iki

adim sonucunda ise su adimi atmaistir:

Dy4: €y ve Cy3 5 | Cp:(n+ 1)* + 4 asal say1 degildir.

!

n = 2icgin 1 den farkl iki carpan vardir.

)

Cebirsel alan

Sekil 83. OA2'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OA2 attig1 son adimla ispat: tamamladigini sdylemistir. Ancak sonradan bu ispatla tatmin
olmadigim dile getirmistir. Sebebi ise timevarim yoluyla ispat geregi n igin n* + 4
ifadesinin asal olmadigim1 kabul etmis ancak n+1 igin (n+ 1)* + 4 ifadesinin asal
olmadig1 sonucuna ulasirken bu kabulden yararlanmamistir. Bu nedenle QA2 ispat1 yanls

bir bi¢imde tamamladigini diistinmektedir.

OA2’nin argiimantasyon ve ispat siireCi arasindaki iliskiyi inceleyecek olursak iki siireg
arasinda yapisal siireklilik ve biligsel mesafe vardir. Soyle ki; oncesinde soz edildigi iizere
iki siire¢ arasinda yapisal siireklilik mevcuttur. Arglimantasyonun igerik sistemi aritmetik
alan {izerine temellendirilmisken ispat siirecinin igerik sistemi cebirsel alan {izerine
temellendirilmistir. Ancak ispat sirasinda gozlemlenen yapisal argiimantasyon siirecinde
atilan abdiiktif adim iki siire¢ arasindaki bilissel mesafeyi azaltmistir. 1ki siire¢ arasindaki
iliski analiz edildiginde OA2’nin ispat1 basariyla tamamlamas: beklenmektedir. Ama OA2
ispat1 yanlis tamamlamistir. Bu durumun sebebi OA2’nin ispati dogru sekilde degil de

nasil olursa olsun tamamlamak istemesi olabilir. Ayrica OA2’den kaynakli olmayarak,
75



verilen problem i¢in olusturulan hipotezin ispatinin tiimevarimla ispat teknigi kullanilarak
yapilamamasi olabilir. Yani bir ispatin basariyla tamamlanabilmesi ic¢in segilen ispat

tekniginin dogru teknik olmasi 6nemlidir.

OA2’nin Problem 3’e Yonelik Bulgularinin Analizi

OA2’nin Problem 3 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

Problem 3: Ardisik ve sifirdan farkli her iki dogal saymin ¢arpiminin bir tam kare olup

olmadig1 hakkinda ne sdyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlaymiz.

Sekil 84. Ugiincii matematiksel problem

OA2 hipotezini olustururken 1, 2, 3, 4, 5, 6 ardisik sayilarm sirastyla ikili olarak
carpmistir ve bunun iizerine ardisik iki tamsayinin ¢carpiminin tam kare olmadigi hipotezini
olusturmustur. Hipotez sayisal hesaplamalarin genellemesi olarak yapilandirildiginda
argiimantasyonun icerik sistemi aritmetik alan {izerine temellendirilmistir. OA2’nin
arglimantasyonunun yapist yapilandirici argiimantasyon olup bu siiregte indiiktif

argiimantasyon gézlemlenmistir.

Tam kare olup olmadigin1 sdylemek i¢in denesem. a sifirdan farkli bir dogal say1 olsun.
a=2 i¢in 2.3=6

a=5 i¢in 5.6=30

a=6 i¢in 6.7=42

O zaman ardigik iki tamsaymin ¢arpimi tam kare degildir.

Sekil 85. OA2'in iiglincii matematiksel problemin ¢oziimii sirasinda yasadig
argimantasyon

OA2’nin argiimantasyonunun Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeli ile analizi

sOyledir;
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D,: Problem metni | = C,: a=2igin 2.3=6

!

Sayisal hesaplama lurallan

!

Artmetik Alan

OA2 buna benzer baska argiimanlarda yapilandirmis olup sonunda hipotezini sayisal

orneklerin genellemesi olarak sdyle yapilandirmistir:

D,: Onceki argiimanlar | — 5 | C,: Sifirdan farkls ardisik iki dogal sayimn
T carpimi (a(a+1)) tam kare degildir.

Ormelder iizerine kurlu genelleme

Sekil 86. OA2'nin {igiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA2 hipotezini dogrulamak igin ispat yapmaya baslamis ve ispat yontemini dogrudan ispat
olarak se¢cmistir. Dolayisiyla ispatin yapist dediiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki
arglimantasyonun yapisi indiiktif iken ispat siirecinin yapis1 dediiktif oldugundan iki siire¢

arasinda yapisal mesafe vardir.

OA2 ispat yapmaya basladiginda 4 farkl1 yapisal argiimantasyon siireci yasamistir.

n(n + 1) desek n € N — {0}. Tam kareye benzetmeye ¢aligsak.

2+ _( +1)2 1
n n=m > 4

Boyle desek olmaz mi1? Boyle olunca tam kare degil. Tam kareden bir say1 ¢ikarmis
sonucta. Ama olur mu iste boyle? % de tam kare (%)2 dir. iki tam kare saymn farki tam

kare olur mu?

Sekil 87. OA2'in iiciincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig ispat siirecinde yasadig1 birinci yapisal argiimantasyon siireci
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Dy Problemmetni | —— | cn? +n=(n+2)*—=
2 4

I

Cebirsel islem kurallan

!

Cebirsel alan

OA2’nin burada kullanmis oldugu kural “verilen bir ifadeyi baska bir ifadenin karesi

bi¢ciminde yazabilme” dir.

D;Cyve? _— Cy:n* + ntam kare degil

!

Tam kareden bir say1 cikanlmis | <—— fld tam kare sayinin farks tam kare olur mu?

Sekil 88. OA2'nin figiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinde yasadigi birinci yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA2 birinci yapisal argiimantasyon siirecinde bir abdiiktif adim atmustir. Ancak sonra
iddias1 i¢in ortaya koydugu gerek¢enin dogrulugundan siipheye diismiistiir. Dolayisiyla

iddiasin1 dogrulayacak elemanlar bulamamis ve baska yontemler diisiinmeye baslamistir.

n ye 1 ekleyip 1 cikarsak nasil olur acaba?
m+1-Dn+D=n+1D*+Mn+1)

olur. Yani tam kareden eksik bir sey geldi yine? Olur mu? Olmaz. Bu say1 tam kare

olabilir de olmayabilir de. Bir tam kareden bir say1 ¢ikinca yine tam kare olur mu

bilemedim.

Sekil 89. OA2'in {igiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal argiimantasyon siireci
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D.:nve nt+] sifirdan farkl
S Cor (n+1-1) ve (n+1
ardisik dogal sayilar T s ) ve (n+1)

Bir dogal sayiva bir ifade ekleyip cikarma

)

Cebirsel alan

Dg:Co | —= Colnt+tl—1)(n+1)=(n+1)*+(n+1)

Cebirsel islem basamaklan

M

Cebirsel alan

D.: Oy C.:7

—

|

Tam kare bir sayidan baska bir
savi cikinca vine tam kare olur

Sekil 90. OA2'in {igiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettii dogrudan ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA2 ikinci yapisal argiimantasyon siirecinde dediiktif adimlar atmistir. Ancak son attig1
dediiktif adimda gerekgesinin dogrulugundan emin olamadigi i¢in bir iddia ortaya
koyamamuistir. Yine ispati tamamlayabilmek i¢in farkli yontemler diistinmiistiir. Bu kez

ardisik iki dogal sayinin aralarinda asal olmasi bilgisine yonelmistir.
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Ardisik iki say1 aralarinda asal oluyordu. O zaman ortak bolenleri 1 degil mi? Sayilarin

carpimi eboblar ile ekoklar ¢carpimi.
nn+1)= Ekok(n, (n+ 1))Eb0b(n, (n+ 1))

Yine aymist geldi. Aralarinda asalsa Ebob(n, (n+ 1)) = 1 olacak. Ebobdan devam

etmek mantikli geliyor ama... Tam kare olmasi i¢in ortak bir seylerin olmasi gerekiyor

degil mi? Evet ama o nasil gosterilir?

Sekil 91. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat stirecinde yasadigi tigiincii yapisal arglimantasyon siireci

Dg: Problem metni Tr Can(n+1)= Ekﬂk[:ﬂ, (n+ 1))Eb0b[:ﬂ, (n+ 1))

Ebob-Ekok bilgisi

)

Cebirsel alan

D,y:Cy — s | Gy Ebﬂb[ﬂ, (n+ 1:]) =1

Ekok(n,(n+1)) =n(n+ 1)

Ardisik iki dogal sayi aralannda asaldir.

)

Cebirsel alan

D,y - 5

I

Tam kare olmas: icin ortak baska
sayilann olmasi gerekir ama nasil

géstermelivim?

Sekil 92. OA2'nin iigiincii problemin ¢6ziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig1 ispat silirecinde yasadigi iiglincli yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA2 iigiincii yapisal argiimantasyon siirecinde de bir oncekinde oldugu gibi dediiktif
adimlar atmistir. Ancak son dediiktif adimda bir iddia olusturabilmek icin yeterli elemanlar
bulamamis bulduklariyla da nasil bir yol izleyecegini kestirememistir. Dolayisiyla bu

yontemle de ispat1 tamamlayamamustir.

OA2 son yapisal argiimantasyon siirecinde ardisik iki dogal sayidan birinin tek birinin ¢ift
olmas1 gerektigini diistinmiistiir. Ama bu diisiincesiyle de ispati tamamlayamayacagini

ongoriip hemen vazgeemistir. Sonug olarak OA2 ispat1 tamamlayamamistir.

OA2’nin argiimantasyonunun icerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmistir.
Ispat siirecinin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle iki siire¢
arasinda bilissel mesafe vardir. OA2 ispat sirasinda, iki siire¢ arasindaki yapisal ve bilissel
mesafeyi azaltabilecek adimlar atamadigindan ispati tamamlayamamistir. Yasanan 4 farkl
yapisal arglimantasyon siirecinin sadece ilkinde abdiiktif adim atilmistir. Bu adim da
mesafeleri azaltmak icin yeterli olmanmistir. OA2’nin ispati1 tamamlayamamasinin bir diger
nedeni de cebirsel problemlerin giiclii dediiktif yapisindan kaynakli olabilir. Ciinkii OA2

problemin ¢oziimiindeki dediiktif adimlardan olusan zincirin zorluguna takilmistir.

OA2’nin Problem 3 de Tercih Ettigi Ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

OA2’den hipotezini dogrulamasi igin farkli bir ispat teknigi se¢mesi istendiginde
timevarimla ispat teknigini se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi indiiktiftir. Buradan
anlagilmaktadir ki argiimantasyon ve ispat siirecinin yapisi ayni oldugundan iki siireg

arasinda yapisal siireklilik vardir.
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Tam kare olmadigin1 gosterecegiz.

n=1 i¢in 1.2=2 tam kare degil. n i¢in de n(n+1) tam kare olmasin. n+1 i¢in tam kare

olmadigini gosterelim.

m+1Dn+2)=n*+n+2n+2

=n?+3n+2

— +32 1

=+ =7

~(n+2) 2 (ne D)+ (nra) 41
“\PTp) T\t T TS

Sekil 93. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig: ispat stireci

OA2 n dogal sayisi i¢in ardisik n, n+1 dogal sayilarmin garpiminin tam kare olmadigin
kabul edip n+1 dogal sayisi ig¢in (n + 1)(n + 2) nin tam kare olup olmadigini arastirdigi

ispat sirasinda yapisal argiimantasyon siireci yasamistir.

n{n+1) tam kare olmasin T Gz (n+ D(n+2) = (n—|—%): _§+ {n+%}+(n+%}+1

Dyq1:n dogal sayist icin

Cebirsel islem basamaklan

I

Cebirsel alan

Duilis | —— | ¢, (ned) -2

Sekil 94. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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Dy3: €y ve Cyz — Ci3:7

I

Tam kare olmayan bir sayiva baska bir say1

elderselc tam kare olur mu olmaz mi?

OA2 yasadig1 yapisal argiimantasyon siirecinde dediiktif adimlar atmistir. Son att1g
dediiktif adimda gerekgenin dogrulugundan emin olmadigindan bir iddia
olusturamamistir. Bunun {izerine C;; iddiasindan yola ¢ikarak ifade iizerinde cebirsel

doniisiim kurali uygulamistir.

Dy4: Cia T’ Cratin+1D(n+2) = (n—I—%)(n -I-g)-l—%

Cebirsel déniisiim kurallan

!

Cebirsel alan

OA2 burada “ortak ifadeleri paranteze alma” kuralin1 kullanmustir.

Sekil 95. OA2'nin {igiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OA2 bu adimi atmustir ancak iddiasin1 bir sonuca baglayamamustir. Dolayisiyla ispatt

tamamlayamamugtir.

OA2’nin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan {izerine kuruludur. Ancak ispat
stirecinin igerik sistemi cebirsel alan iizerine kuruludur. Bu nedenle iki siire¢ arasinda
bilissel mesafe vardir. Oncesinde belirtildigi iizere iki siire¢ arasinda yapisal siireklilik
meveuttur.  OA2’nin  iki siireg arasindaki yapisal siireklilife ragmen ispati
tamamlayamamasinin nedeni bilissel mesafe olabilir. Eger OA2 yapisal argiimantasyon
stirecinde abdiiktif adimlar atsaydi bu adimlar biligssel mesafenin azalmasini saglayabilirdi.
Ancak OA2 vyapisal argiimantasyon siirecinde dediiktif adimlar atmustir. Ispatin
tamamlanamamasinin bir nedeni de cebirsel problemlerin giiclii dediiktif yapist olabilir.

Yani OA2’nin ispat1 yapmak icin sectigi teknik dogru olmayabilir.
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OA2’nin Problem 3 de Tercih Ettigi Uciincii Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi

OA2’den hipotezini dogrulamasi i¢in farkli bir ispat teknigi secmesi istendiginde geliskiyle
ispatt se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapis1t abdiktiftir. Buradan anlasilmaktadir ki
arglimantasyon ve ispat siireCinin yapist farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal

mesafe vardir.

OA2’nin hipotezini dogrulamak i¢in sectigi bu ispat teknigini kullandig1 sirada 3 farkli

yapisal argiimantasyon siireci gozlemlenmistir.

n(n + 1) = A? olacak sekilde A arryoruz. A € N — {0}.

Wl e 1o 447 + 1
(n+3)"= 4- T 1

A% + i bir tam kareye esit. Ciinkii n + % nin karesine esit.

A% + i = B?. Boyle A ve B var mi1 acaba?

X 1 X 4n? +4n+1
n +n+Z=B ==

BZ

= 4n? +4n+ 1 = 4B?
— (2n+ 1)? = (2B)?

= 2B=2n+1

=B=n+-
Ty

Doniip dolasip ayni sayiy1 buluyoruz.

Sekil 96. OA2'nin {iglincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig1 birinci yapisal argiimantasyon siireci

OA2’nin ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

sOyledir;
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s | Ci5r nven+1 ardistk iki dogal sayr olmak
T fizere n(n + 1) = A%

Celisld ile ispat tekmnigi

Digin(n +1) = A* %T Clﬁ.:{ﬂ‘i'%}: =.£12+%r
Cebirsel doniisim kurallan

!

Cebirsel alan

H -l > 3
Dl?. Cle — Cl'.'-": (Tl + E}‘ = B-

|

Cebirsel déniisiim kurallan

i

Cebirsel alan

OA2’nin bu iki adimda kullanmis oldugu cebirsel déniisiim kurali “bir ifadeyi baska

bir ifadenin tam karesi bigiminde yazma” kuralidir.

Dyg: Cy7

1
T ClS:B=n+E

Cebirsel islem basamaklan

)

Cebirsel alan

Sekil 97. OA2'nin iiciincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat silirecinde yasadigi birinci yapisal argiimantayon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA2 ilk yapisal atrgiimantasyon siirecinde sectigi ispat teknigi geregi attigi abdiiktif
adimdaki iddiasmin yanlighgini gostermek i¢in dediiktif adimlar atmistir. Son attig1
dediiktif adimdaki iddiay1 OA2 devam etmek icin yeterli bulmamustir. Ciinkii yaptig
islemlerde hep basa dondiigiinii, ayn1 sayiya ulastigini diisiinmektedir. Bu nedenle OA2

ispat1 tamamlayabilmek i¢in bagka elemanlar aramaktadir.

Bir de %—inci kuvvetten gidelim.
1
(n*+n)2=4
Jynn+1) =A=+VnVvn+1=4

= Jn+1-Dn+1)=Jn+12-(n+1)

?

=7
1 1
n2(1+5)=\/A2=>n 1+;=A

Tamam ¢ikt1 iste. 1 +%tam kare olmaz. Ama neden olmaz? 1 +% nin tam kare

olmadigini gostersek ispat1 yapmis olacagiz da...

Sekil 98. OA2'in iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat: kullandig
ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal argiimantayon siireci

1
Dll}:? 1\ E Clg.:('n: +'H}EZA

Celiskivle ispat telnigi

Dygiynin+ D=4 | —> Copnyn+1)2—(n+1)

!

Cebirsel islem basamaklan

T

Cebirsel alan

Sekil 99. OA2'in {iciincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig: ikinci yapisal arglimantayon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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OA2 bu cebirsel islem basamaklart sonucunda elde ettigi iddia ile sonuca
ulasamayacagini fark edip yine C;o iddiasindan yola c¢ikarak diisiinmeye devam

etmistir.

D: :C ﬁ
! 2 T C:llﬂ ||1+1:A
N

T

Cebirsel islem basamaklan

;1\

Cebirsel alan

Dan:? . i &1
22 — Cyyt 1—|-?2 tam kare degil

Sekil 100. OA2'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati kullandig1
ispat stirecinde yasadigi ikinci yapisal arglimantayon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OA2 ikinci yapisal argiimantasyon siirecinin de baslangicinda sectigi ispat teknigi geregi
abdiiktif adim atmis ardindan bu adimdaki iddiasinin yanhishigim gostermek amaciyla
dediiktif adimlar atmistir. En son adimi ise yine bir abdiiktif adimdir. Ancak bu adimdaki
iddiasinin  dogrulugundan emin olmadigindan ve iddiasinin dogrulugunu gosterecek
gerekgeler bulamadigindan devam edememistir. Bu nedenle ispati tamamlayamamis olup

tamamlamak i¢in bagka yontemler diisiinmeye baslamistir.

n(n + 1) = A? olacak sekilde A ariyoruz.

+12 ! A? ( +1)2 A2+1 +1 AZ+1
n+2)" -2 nTy 41Ty 4

1 . -
S e neyin karesini eklersem tam kare olur?

Sekil 101. OA2'nin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig1
ispat siirecinde yasadig {igiincii yapisal argiimantayon siireci
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Dg3:? — Coz:nln+ 1) = A°

Celiskivle ispat teknigi

D4z Cag — 1 | ,
T {-.-24:']‘1"‘5:-\]'14 +

W | =

Cebirsel islem basamaklan

)

Cebirsel alan

Dys5: Cay — Ca5:?

1 : . :
S eneyin karesi ekl enirse tam kare olur?

Sekil 102. OA2'nin {igiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig1
ispat siirecinde yasadigi Ugiincli yapisal argiimantayon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA2 iiciincii yapisal argiimantasyon siirecinde de sectigi ispat teknigi geregi abdiiktif
adimla baglamis ve bu abdiiktif adimdaki iddiasinin yanlisligini gostermek i¢in dediiktif

adimlarla devam etmistir. Son attig1 dediiktif adimda gerekce ortaya koyamadigindan bir

iddia olusturamamuistir. Dolayistyla ispat tamamlanamamustir.

OA2’nin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken
ispat siirecinin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Ciinkii OA2’nin
ispat siirecinde attig1 adimlarin kontrol alani cebirseldir. Bu nedenle iki siire¢ arasinda
bilissel mesafe vardir. OA2’nin ispat1 tamamlayamamasiin nedeni iki siire¢ arasindaki

bilissel mesafe olabilir.
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OA2’nin Problem 4’e Yonelik Bulgularinin Analizi

OA2’nin Problem 4 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

Problem 4: 0#x€ R i¢in x + i < 2 ise 0 zaman X in negatif ya da pozitifligi hakkinda

ne sOyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiniz.

Sekil 103. Dordiincii matematiksel problem

OA2 hipotezini olustururken oncelikle x in negatif veya pozitif degerde olabilecegini

diisiinmiis ve buna yonelik x e dair araliklar belirlemistir. Bu araliklardan 0 < x < 1 ve
x < 0 araliklarim1 baz alarak x e sayisal degerler vermistir. Bunun iizerine dnce x = i igin

ve ardindan X=-10 i¢in sayisal hesaplamalar yapmistir. Yapilan iglemler sonucunda “x in

~ 29

negatif reel sayilarin bir elemani olabilecegi” hipotezini olusturmustur.

x in negatif ya da pozitif reel say1 olup olmadigini inceleriz. 0 <x < 1,-1<x <0
ya da —1 < x <1 mi diyecegiz? O sekilde diyebiliriz aslinda. Mesela x =i icin
i+ 4 <2 degildir. O zaman X negatif sayl.. x=-10 i¢in —10 — 1—10 < 2 olur.

Tahminimce negatiflerin hepsi saglar. Yani x < 0 diyebiliriz.

Sekil 104. OA2'nin dordiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon

OA2’nin argiimantasyonunun Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

sOyledir;
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D Problem metni ‘ — = | Cix = % iken %—1— % = % =2

T x=—10then— 10+ —=—-2 < 2
10 10

Sayisal hesaplama kurallan

|

| Asitmetik Alan |

Dz: Onceki argiimanlar - Corxel™

Omelkder tizerine kurulu genelleme

Sekil 105. OA2'nin dordiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantayonun
Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA2 hipotezini olusturdugu argiimantasyon sirasinda sayisal hesaplamalar yaptigindan bu
siirecin  icerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmistir. Ayrica OA2
argiimantasyon sirasinda hipotezini sayisal 6rnekleri genelleyerek elde ettiginden siirecin
yapist yapilandirici  argiimantasyon olup bu siirecte indiktif arglimantasyon

gozlemlenmistir.

OAZ2 hipotezini dogrulamak i¢in ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini dogrudan ispat
olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin silirecinin yapist dediiktiftir. Buradan anlagilmaktadir
ki OA2’nin argiimantasyon ve ispat siirecinin yapisi1 farkli oldugundan iki siire¢ arasinda

yapisal mesafe vardir.

x2+1

<2

1
x+-<2 =
X

=x*4+1<2x
=x24+1-2x<0
=(x-1?%<0

Bir reel sayinin karesi sifirdan kii¢lik olamaz. Dolayisiyla XxeR™olacak ki esitsizlik yon

degistirsin ve dogru sonug elde edilebilsin.

Sekil 106. OA2'nin dordiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat siireci
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Dax+=<2 s Ci(x—1)2<0
x

T

Cebirsel islem adimlan ve cebirsel doniisim kurallan

Cebirsel Alan

De:(x — 1]2 =0 _ 5 CorxeR™

I

Bir reel savinin karesi sifirdan kdiciik olamaz.

i

Cebirsel Alan

Sekil 107. OA2'nin dordiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA2 ispat siirecinde attig1 dediiktif adimlar sonucu ispat:1 basariyla tamamlamistir.

OA2’nin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken
ispatin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle iki siireg
arasinda bilissel mesafe vardir. OA2 iki siire¢ arasindaki bilissel ve yapisal mesafeye
ragmen ispati basariyla tamamlayabilmistir. Bu durum cebirsel problemlerin ¢6ziimiiniin

giiclii dediiktif yapisindan kaynaklanabilir.

OA2’nin Problem 4 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

OA2’den hipotezini dogrulamasi i¢in farkli bir ispat teknigi segmesi istendiginde ¢eliskiyle
ispat1 se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapis1 abdiiktiftir. Buradan da goriilmektedir ki

arglimantasyon ve ispatin yapisi farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal mesafe vardir.
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Kabul edelim ki xeR*olsun.

x> +1

1
x+;<2=> <2

= x?+1< 2
=x2+1-2x<0
= (x-1)2%<0

Fakat bir reel sayinin karesi sifirdan kiiclik olamayacagindan bu ¢eliskidir. Dolayisiyla
xeR~dir.

Sekil 108. OA2'min dordiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati
kullandigr ispat siireci

Dj:? _ Cy:xeR?

!

Celiskivle ispat teknigi

D4:Cavex+3=:2 _ C'4:(x—1]2=::lj
X

T

Cebirsel islem adimlan ve cebirsel déniisiim kurallan

I

Cebirsel Alan

OA2'nin burada kullanmis oldugu kurallar; “x pozitif reel say1 ise esitsizlik
islemlerinde esitsizlik yon degistirmez” ve “verilen bir ifadeyi baska bir ifadenin tam

karesi bigiminde yazabilme” dir.

Sekil 109. OA2'min dordiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettii celiskiyle ispati
kullandig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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Dg:(x — 1]2 =0 _ Co:xeR™

!

Bir reel savinin karesi sifirdan kaiciik olamaz.

i

Cebirsel Alan

Sekil 110. OA2'nin dordiincii problemin ¢oziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati
kullandig1 ispat stirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

2)
OA2 ispat siirecinin baslangicinda segtigi ispat teknigi geregi abdiiktif adim atmustir.
Sonrasinda ise bu abdiiktif adimdaki iddianin yanlighigini gostermek i¢in dediiktif adimlar
atmustir. OA2 bu dediiktif adimlar sonucunda abdiiktif adimdaki iddianin yanls oldugunu

gostermis ve ispat1 tamamlamistir.

OA2’nin argiimantasyonunun icerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken
ispatin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle iki siireg
arasinda bilissel mesafe vardir. QA2 iki siire¢ arasindaki bilissel ve yapisal mesafeye
ragmen ispatt basariyla tamamlayabilmistir. Bunun sebebi cebirsel problemlerin
¢cOziimiiniin giiclii dediiktif yapist ve ispat siirecinin baglangicinda atilan abdiiktif adimin

dediiktif adima doniistiiriilebilmesi olabilir.

OA2 bu problemin ¢dziimiinde iki ispat yontemi kullanmis olup ikisinde de aym siireci

yasamistir. Sonug olarak ikisinde de ispat1 basariyla tamamlayabilmistir.

OA3’iin Problem 1’e Yénelik Bulgularinin Analizi

OA3’iin Problem 1 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi

Problem 1: Tiim negatif olmayan n tamsayilar1 i¢in 5"+6.7"+1 ifadesinin 8 ile béliiniip

boliinmedigi hakkinda ne s6yleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayimiz.

Sekil 111. Birinci matematiksel problem
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OA3 hipotezini olustururken n=0 ve n=1 icin sayisal hesaplamalar yapmis ve bunlar
iizerine 5"+6.7"+1 ifadesinin 8 ile boliinebildigi hipotezini olusturmustur. OA3, hipotezini
sayisal orneklerin genellemesi olarak yapilandirdigindan argiimantasyonun igerik sistemi
aritmetik alan {izerine kuruludur. Ayrica OA3’iin argiimantasyonunun yapisi yapilandirict

arglimantasyon olup yapilandirici arglimantasyonu indiiktif yapidadir.

Ben burada dncelikle n=0 i¢in baksam. n=0 oldugu durumda 5° + 6.7° + 1=8 sayis1 8
ile boliiniir. Bir de 1 igin deneyeyim. 5! + 6.7 + 1=48. 48 de aym sekilde 8 ile
boliinecektir. O zaman ben buradan negatif olmayan her n tamsayilar icin 8 ile

bolindugini kabul edebilirim.

Sekil 112. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon

Dj:Problem metni 5 Cy:n=0icin 8, € ile bolanir.

T

Sayisal hesaplama kurallar

|

Aritmetik alan

OA3 buna benzer baska argiimanlarda yapilandirmis olup sonunda hipotezini sayisal

orneklerin genellemesi olarak soyle yapilandirmistir:

D,: Onceki argiimanlar —_— C,: 5™ + 6.7™ + 1 ifadesi 8 ile bélinebilir.

T

Ormmelder iizerine kurulu genelleme

Sekil 113. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA3 hipotezini dogrulamak icin ispat yapmaya baslamis ve ispat yontemini tiimevarimla
ispat olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi indiiktiftir. Buradan anlasilmaktadir ki
hem argiimantasyonun hem de ispatin yapisi indiiktif oldugundan argiimantasyon ve ispat

stireci arasinda yapisal siireklilik vardir.

OA3 yapilandiric1 argiimantasyonun ardindan ispat siirecine basladiginda yapisal

arglimantasyon siireci yagamistir.

n = 0ic¢in bolinebildigini gordik. Kabul edelim ki 5™+ 6.7" + 1 ifadesi 8 ile
boliinsiin. (n+ 1) icin bakalim. (n + 1) i¢in bdliindiigiinii bulabilirsem kanitlamis

olurum. Ne olacak?
5P+l 4 6. 7M1 4+ 1=55"+6.7.7"+ 1

Burada ne yapabilirim? n i¢in dogru oldugunu kabul etmistim. Acaba burada da 5.5™
ifadesinde ayn1 sekilde n =0icin 48 oldugunu ve bununda 8 ile bdliiniip
boliinmedigine baksam nasil olur? Buradan bir sey gorebilir miyim? Evet burada
mesela ben benzer sekilde 8 ile boliindiigiinii goriiyorum. Nasil? Yok. Goriiyor muyum?
n = 0 i¢in yine yukaridaki ifadenin aynisinin olustugunu goériiyorum. Aslinda bu sey
n = liken buldugum sey. Boéliiniiyor. Ama... Sonrasinda.... Bu sezgisel oluyor
aslinda. 5 ise ¢arpim bana bir sey verir mi? Hayir. Bunu bunun i¢inde aradigima gore
ona benzetmem lazim. Benzetmek icin ne yaparim diye diislinliyorum. Ben buna bir
seyler ekleyip ¢ikarsam diger ifademin eger 8 e boliindiiglinli gosterebilirsem olur mu

acaba? Bakalim. Kalan ifade & in kat1 olur bence.
565"+6.7"+1)=55"+65.7"+5
= 5.5"+65.7"+5—-4+6.2.7"

—4 + 6.2. 7™ ifadesinin 8 ile boliinebildigini gdstermem gerek.

Sekil 114. OA3'"in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siireci (1)
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D5:5" 4+ 6.7" + 1ifadesi 8 ile béliinebilir. — C3:5" 4+ 6.7 +1 =28k

|

Sembolik gésterim

OA3 burada diisiincesini sdyle doniistiirmiistiir: 8 ile boliinebilen bir say1 8 in katlarma
esit olur ve 8 in katlarina esit olan bir say1 8k bi¢iminde yazilabilir. Dolayisiyla bu

adimda OA3’iin kontrol alani cebirseldir.

D57+ 6.7 +1 =8k 5 | Ce5(5"+6.7"+1)=55"+657"+5-4+62.7"

i

Sayisal hesaplamalar

OA3 cebirsel islemler yaparak (n+1) sayist igin ifadenin degerini bulup bu degeri
(5" +6.7"+ 1) ifadesine benzetmeye calismistir. Bu sirada yapilan islemlerin

kontrol alani cebirsel olabilecegi gibi aritmetik de olabilir.

Dgn=10 _— Cz:57%1 + 6,771 + 1 ifadesi 8 ile b&linebilir.

!

Sayisal drnekler kullanma « | B:Bu sezgisel olur.

!

Aritmetik alan

OA3 burada yapilandiric1 argiimantasyondaki gibi sayisal érnekler {izerine diisiinerek
hipotezini dogrulamaya calismistir. Dolayistyla bu adimda kontrol alani aritmetiktir.
Ancak OA3 hipotezini dogrulamak icin Cs iddiasinin yeterli olmadigim fark eder ve
bunun {izerine baska seyler arar. Bunun iizerine yapisal arglimantasyon sirasinda

abdiktif bir adim atar.

Dg:? _— Ce —4 + 6.2. 78 ile baliinebilir.

I

Onceki argiimanlar dolayisiyla 571 + 6. 7"1 + 1 8 ile bélinecek.

Sekil 115. OA3'iin birinci problemin ¢oziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandigi ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gére analizi
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Bir say1 hem 4 hem de 2 ile boliinebiliyorsa 8 ile boliinebiliyordur. O zaman —4 +
6.2. 7™ ifadesi 4 ¢ boliinebilir. Ayni sekilde 2 ye de boliinebilir. O zaman 8 e
boliinebilir. Boylece 5% + 6.7 + 1 ifadesi de 8 e boliiniir.

Sekil 116. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siireci (2)

Do:—4 + 6.2. 7"ifadesi 4 ve 2 ile bélinebilir. =~ | C;:—4+ 6.2. 7"ifadesi 8 e balanebilir

T

Bir say1 hem 4 hem de 2 ile biliinebilivorsa 8 ile béliinebilir.

|

Cebirsel alan

Dg:5.5"+6.5.7" + 5 = 5(8k) ve C; —> | Cg: 571 4+ 6.77%1 4 1 ifadesi § ile bolunebilir.

T

5l 4 57t 4 1 =55"+657"+5—4+62.7"

Sekil 117. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA3’iin ispat yapim siirecinde atti§1 adimlarin kontrol alami cebirseldir. Yapisal
argiimantasyon sirasinda att1g1 abdiiktif adimin ardindan OA3 bazi matematiksel elemanlar
bulup ispat siirecini tamamlamistir. Bu ispat siirecinde abdiiktif adimi dediiktif adimlara

doniistiirebilmistir. Ancak aday ispat1 yanlis tamamlamaistir.

OA3’iin argiimantasyon ve ispat siirecinin her ikisinin de yapis1 indiiktif oldugundan iki
slire¢ arasinda yapisal siireklilik vardir. Ancak argiimantasyonun igerik sistemi aritmetik
alan {zerine temellendirilmigken ispatin icerik sistemi cebirsel alan {izerine
temellendirildiginden iki siire¢ arasinda bilissel mesafe vardir. Iki siire¢ arasindaki bilissel
mesafe adayin ispati yanlis tamamlamisinin nedeni olabilir. Ciinkii aday arglimantasyon
stirecindeki diisiincesini ispat silirecinde cebirsel alana genellerken matematiksel olarak

dogru gerekgeler ortaya koyamamastir.
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OA3’iin Problem 1 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi

OA3’den hipotezini dogrulamasi i¢in farkli bir ispat teknigi secmesi istendiginde geliskiyle
ispatt se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapis1t abdiktiftir. Buradan anlasilmaktadir ki

arglimantasyon ve ispatin yapisi farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal mesafe vardir.

OA3’iin ispat yapmaya basladiginda yasadig1 yapisal argiimantasyon siireci soyledir:

5"+ 6.7™ + 1 ifadesi kabul edelim ki n € Z* U {0} tamsayisi i¢in bu ifade 8§ ile
boliinmesin. O zaman 5™ + 6.7™ + 1 # 8k olacak sekilde k € Z* . O zaman bu ifade 8
ile boliinmiiyorsa 2 ve 4 ile boliinme kurallarini da saglamamasi lazim. Ayni1 anda
saglamamasi lazim. 2 ile boliinlip 4 ile boliinememesi veya 4ile bolinip 2 ile
boliinememesi durumlar1 da var. Hem 2 hem de 4 ile boliinememesi durumunu

inceleyelim.

Sekil 118. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin baslangicinda yasadigi yapisal argiimantasyon siireci

Dg:? S Cg: 5™ 4+ 6.7" 4+ 1lifadesi 8 ile boliinmesin.
Celiskive ulasma

Dyp: 5™ + 6. 7" + 1ifadesi 8 ile bolinmesin. |5 | Cyp: 5"+ 6.7" + 1 # 8k olacak
T sekilde k € Z% vardir.

Sembolik gdsterim

OA3 burada diisiincesini soyle doniistiirmiistiir: 8 ile bdliinemeyen bir say1 8 in

katlarma da esit olmaz. Dolayistyla bu adimda OA3’iin kontrol alan1 cebirseldir.

Sekil 119. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat slirecinin baglangicinda yasadig1 yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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Dy1: 57+ 6.77 + 1ifadesi 8 ile bélinmesin. 5 Cy1:1fade 2 ve 4 ile balinmez, 2 ile
béliniip 4 ile bélinemez veya 4 ile

baliniip 2 ile bélinemez.

£ ile boliinebilme kurali

!

Cebirsel alan

Dyp: ? — N Cy,:Ifade 2 ve 4 ile béliinemez

!

ifade 8 ile boliinemez.

Sekil 120. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin baslangicinda yasadigi yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OA3 bu yapisal argiimantasyon siirecinde abdiiktif adim atmistir. Bu abdiiktif adimda OA3
Ci, iddiasinin dogrulugunu veya yanhshgm gostermeye galismaktadir. Bu nedenle OA3
bu abdiiktif adimi dediiktif adima doniistiirebilecek elemanlar aramakta ve bu sirada ispat

stirecinin 1lk kismi ortaya ¢ikmaktadir.

Hem 2 ile hem de 4 ile boliinmemesi lazim demistim. 5™ + 6.7" + 1 # 2k, olacak
sekilde k; € Z* wvardir. Eger su ifade 2 ile bolinmiiyorsa ifade tek olmali.
5" +6.7" #+ 2k, — 1 tek oldugundan o zaman 5™ + 6.7" ¢ift demis oluyorum. Yani
5™ + 6.7" = 2k, olacak sekilde k, € Z* olmali m1? N=0 dersem k, ¢ Z* olur. 5™ ve
6. 7" ifadeleri 2|5™ ve 2|6.7™ olur. Sonrasinda 2 nin 5" i bolmemesi lazim. Ama ... o
zaman 5" = 2k5 olacak sekilde k5 € Z* olmali. Vn € Z* tamsayilar i¢in (5", 2)=1
oldugundan; 5™ ve 2 ifadelerinin aralarinda asal oldugu goriilir. Bdylece; benim
istedigim neydi her iki ifadenin de 2 ile boliinmesi. Bu ifadelerden biri boliinmezse
5 + 6.7™ de boliinmez. 5™ + 6. 7" ifadesinin 2 ile boliinmesi i¢in gerek ve yeter sart
5™ ve 6.7" ifadelerinin 2 ile boliinmesi oldugundan 5" ifadesinin 2 ile boliinmemesi
durumunda 5™+ 6.7" ifadesinin de 2 ye bolinmedigi gorilir. Bdylece;
5™ + 6.7™ #+ 2k, olacak sekilde k, € Z* oldugu goriiliir. Boylece yukaridaki ifade tek

oldugundan 1 fazlas1 5™ + 6. 7™ + 1 = 2k, olacak sekilde k, € Z* oldugu gériiliir.

Sekil 121. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat stireci (1)
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Dy3: 5" +6.7" + 1+ 2k, _— Cy3:5™ + 6. 7" + 1 ifadesi bir tek sayidar

!

Cift sayilar 2 ile balinebilir.

)

Cebirsel Alan

Dyg: 5" +6.7" =2k, — 1 - 5 Ci4:5™ + 6. 7" ifadesi bir ¢ift sayidir

!

2k, — 1 bigiminde ifade edilen bir say1 ¢ift sayidir.

!

Cebirsel alan

D15: C14 R (-.-15: 2|5?‘! Ve 2|6. '?'?‘!

!

Cift savilar 2 ile bélinebilir

|

Cebirsel alan

Dye:2|5" _— Cye: 5™ = 2k olacak sekilde k5 € ZF

|

Sembolik gosterim

OA3’iin burada kullandig1 sembolik gosterim sdyledir: “2 ile boliinebilen bir saymin

2k biciminde ifade edilebilir” dir.

Sekil 122. OA3'iin birinci problemin ¢oziimii igin tercih ettigi ¢eliskiyle ispati kullandig
ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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Dl?: ClEr _— Cj_-l-,r: kg = E-I- }'Dktllr.

I

Wn € Z% tamsayilan icin (5%, 2)=1 oldugundan:
5" ve 2 ifadelerinin aralarinda asaldar.

)

Cebirsel alan

Dyg: 6 cift sayidir. 5 | Cig:2|6.77

|

Cift sayilar 2 ile baliiniir.

!

Cebirsel alan

Dl'}: Cl'l',rVE ClB H Clg‘: 2 bﬁ‘lmEZ 5” + 6. '??‘!

T+C=T

!

Cebirsel alan

Dap: Cqg - = Caq: €y, iddiasindakd 2 ile bélinemez ifadesi vanlistir.

|

5™ 4 6. 7"ifadesinin bir cift sayi1 oldugn iddias: vanhstir.

Sekil 123. OA3'iin birinci problemin ¢oziimii igin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)
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OA3 bu siire¢ ile sadece C;, iddiasmin bir kismmimn yanhshgmi gosterebilmistir.
Devaminda ifadenin 4 ile boliinemeyecegi iddiasinin da yanhighigimi gostermek i¢in ispat

yapmaya devam etmistir.

Simdi bir de bunun 4 ile boliindiiglinii gostermem lazim.
5"+ 6.7+ 1 # 4t

olacak sekilde t; € Z* vardir. Ben 4 ile boliindiigiinii nasil gostermeliyim. 5" tek bir
ifade 1 ile topladigimizda ¢ift olur. Bu ¢ift ise eger ben bu ifademin 4 ile boliindiigiini
art1 6.7™" ifadesinin de 4 ile boliindiiglinii géstermis olursam... Nasil gosterecegim? 4

ile boliinebilme kuralindan gitsem. Hayir. 4 ile boliinme durumunda ne yapabilirim?

Sekil 124. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat stireci (2)

[fadenin cift bir savt olmast 4 ile béliinebilmesi

icin veterli bir durum degil ve 4 ile bélinebilme
kuralini1 uygulayamama

Sekil 125. OA3'iin birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA3 attig1 ilk abdiiktif adimdaki iddianin yanlishgini ispat siirecinin ilk kisminda attig
dediiktif adimlar ile gosterebilmistir. OA3 ispatin burada tamamlanmadigim
diisiindiigiinden ispat1 tamamlayabilecek baska adimlar atmistir. Ancak OA3 ispat siirecini
tamamlayamamistir. Ciinkii attigi dediiktif adim1 tamamlayamamistir. OA3 burada cebirsel

problemlerin ¢6zlimiindeki dediiktif yapinin zorluguna takilmis olabilir.

OA3’iin argiimantasyonun icerik sistemi aritmetik alan {izerine temellendirilmisken ispat
siirecinde igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. OA3 yasadig1 yapisal
arglimantasyon siirecinde atti§i adimlarin  kontroliinii  cebirsel alan {izerine
temellendirdiginden argiimantasyon ve ispat siireci arasindaki bilissel mesafe azalmamuistir.

Cebirsel problemlerin ¢oziimiinde yapisal mesafe ispatin tamamlanmasinda engel
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olusturmamaktadir. Bu nedenle iki siire¢ arasindaki bilisgsel mesafe OA3’iin ispati
tamamlayamamasinin sebeplerinden olabilir. Ayrica OA3’{in ispat siirecinde attig1 dediiktif
adim1 tamamlayacak ise yarar elemanlar bulamamasi da ispati tamamlamasini1 engellemis

olabilir.

OA3’iin Problem 2’e Yonelik Bulgularimin Analizi

OA3’iin Problem 2 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimmin Analizi

Problem 2: Her n>2 tamsayisi igin n*+4 sayisinin asal say1 olup olmadig hakkinda ne

sOyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiniz.

Sekil 126. Tkinci matematiksel problem

OA3 hipotezini olustururken sayisal hesaplamalar yapmis ve bunun {izerine n*+4 sayisinin
asal say1 olmadig1 hipotezini olugturmustur. Hipotezini sayisal hesaplamalarin genellemesi
olarak yapilandirdigindan argiimantasyonun igerik sistemi aritmetik alan {izerine
temellendirilmistir. OA3’{in argiimantasyonunun yapisi yapilandirici argiimantasyon olup

bu siirecte sonug genelleme temelli indiiktif arglimantasyon goézlemlenmistir.

n, 2 ve 2 den biiyilk ¢ift tam sayilar icin n*+4 sayis1 asal say1 degildir. n=3 igin

baktigimizda 3* + 4 = 85 olup 5|85 oldugundan say1 asal say1 degildir. n= 4 igin de

4* + 4 = 4(43 + 4) oldugundan n*+4 sayis1 asal say1 degildir.

Sekil 127. OA3'iin ikinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig argiimantasyon

OA3’iin argiimantasyonunun Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

sOyledir:
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D:Problem metni 5 C1:0=3 icin n*+4 sayisi asal say1 degildir.

T

Sayisal hesaplama kurallan

I

Aritmetik alan

OA3 buna benzer baska argiimanlarda yapilandirmis olup sonunda hipotezini sayisal

orneklerin genellemesi olarak sdyle yapilandirmistir:

D,: Onceki argumanlar - = C,: n*+4 sayisi asal say1 degildir.

T

Omekler fizerine kurulu genelleme

Sekil 128. OA3'iin ikinci problemin ¢6ziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA3 hipotezini dogrulamak igin ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini ¢eliskiyle ispat
olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist abdiiktiftir. Buradan anlagiimaktadir ki
arglimantasyonun yapisi indiiktif iken ispat siirecinin yapis1 abdiiktif oldugundan iki siireg

arasinda yapisal mesafe vardir.
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VYn > 2 tam sayist1 i¢in n*+4 sayist asal say1 oldugunu kabul edelim. Bir ¢ift sayilar bir
de tek sayilar i¢in incelesem. n € 27Z olacak sekilde n=2k, k € Z* — {0} olsun. N vyi
yerine koydugumda (2k)* + 4 = 16k* + 4 olur. 4(4k* + 1) icin 4|4(4k* + 1) olur.
Bu durumda bu ifade kendisi ve 1 den farkli bir say1 olan 4 ile boliindiigiinden asal

say1 degildir. o halde ¢eliski olusur.

Simdi n tek olsun. n=2k+1 olacak sekilde k € Z* — {0} olsun.
Rk+D*+4=0U4k*+4k+1D)(4k*+4k+1) + 4

= 16k* + 16k>® + 4k* + 16k> + 16k* + 4k + 4k* + 4k + 1 + 4

=16k* + 32k> + 24k* + 8k + 5

Bu ifadelerin hepsinin tek bir seye boliindiigiinii gérmiiyorum. k ya bir deger versem
ve bu asal olmazsa bu ifadenin asal olmadigina ulasmis olurum. k=1 icin ifade 85 olur
ve asal degildir. Ama sezgisel oldu. Herhangi bir say1 ile bdliinmesi... Her k i¢in
sagladigin1 kabul edip k+1 i¢in incelesem mi acaba? Ama kestiremiyorum. Baska bir

sey diisiinmem gerekiyor. 4 parantezine almis olsam
=4(4k* +8k3 +6k?+2k+1) +1
=4x +1

Simdi bu ifade surada degisen her k degeri i¢in 4x + 1 ve katlar1 seklinde devam

edecek. Bu ifade acaba asal m1? x, k ya verdigim degerler i¢in bir seye boliinebilir mi?

Sekil 129. OA3'iin ikinci problemin ¢oziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siireci

OA3 burada ispat1 iki asamada yapmustir. ifadenin asal oldugundan yola ¢ikip celiskiye
ulagsmak icin n degerlerini tek sayilar ve cift sayilar olmak iizere iki asamada incelemistir.
OA3’iin genel olarak ispatinin analizi Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline

gore soyledir:
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Dy:7 — Ca:n*+4 sayis: asal savi olsun

I

Celiskavle ispat tekmigi

D,: n cift tam Tr Cs:k € Tigin n=2k

Sembolik gdsterim

)

Cebirsel alan

OA3’iin burada kullanmis oldugu sembolik gdsterim “cift tam sayilarm 2 nin kat: olan

sayilar biciminde yazabilmesi” dir.

Dg: Cy T. Cs:(2k)* +4=16k*+4

Cebirsel islem basamaklan

i

Cebirsel alan

De: Cs — Ce:n*+4 sayist asal savi degildir

|

Savi kendisi ve 1 disinda baska bir
sayiya boliiniip 4|4(4k* + 1) dir.

I

Cebirsel alan

Sekil 130. OA3'in ikinci problemin ¢oziimii i¢in tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig1
ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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OA3 burada iddiasin1 olustururken asal say1 tanimindan yararlanmistir. Olusturdugu iddia
ile de C; iddiasmin yanlis oldugu sonucuna ulasmistir. Ancak bunun ispati tamamlamak
icin yeterli olmadigini sdylemis ve n tam sayisinin tek tamsay1 degerleri i¢in ifadenin asal
say1l olup olmadigini incelemeye baslamistir. Bu siirecin Toulmin modeline gore analizi

sOyledir:

D-:n tek tamsayi _— Co:k € Ticin n=2k+1

Sembolik gdsterim

!

Cebirsel alan

OA3’iin burada kullanmis oldugu sembolik gdsterim “tek tam sayilarin 2n+1 bigiminde

yazabilmesi” dir.

Dg: C7 — Co:(2k+1)*+4=4(4k* +8k*+6k*+2k+1)+1

I

Cebirsel islem basamaklan

!

Cebirsel alan

Dg:Cy - s Co:n*+4 sayisi asal say1 degildir

!

k=1 icin ifade 85 olur ve 85 asal sayt degil | «— | R: Iddiay1 olusturmak icin veterli
T bir gerekce degil. Ancak ifadenin

1 wve kendisi distnda baska bir
sayiya bélinebildigini nasil

Aritmetik alan

gasterebilirim bilmivorum.

Sekil 131. OA3'iin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat slirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)
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OA3 ispat siirecini burada sonlandirmistir. Son adimda iddiasin1 6zel bir degerle ortaya
koymus ancak sonrasinda bunun ispati tamamlamak i¢in yeterli olmadigin1 soyleyip ise
yarar bagka elemanlar aramistir. Fakat ispati tamamlayabilmek i¢cin dogru bir gerekce

bulamamistir. Bu nedenle ispat tamamlanamamustir.

Oncesinde soz edildigi iizere OA3’iin argiimantasyon ve ispat siirecleri arasinda yapisal
mesafe mevcuttur. Ayrica OA3’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan
iizerine temellendirilmisken ispat silirecinin igerik sistemi cebirsel alan iizerine
temellendirilmistir. Bu nedenle iki siire¢ arasinda bilissel mesafe vardir. Ancak son adimda
gerekgenin kontrold aritmetik alan ile saglanmistir. Bu durum iki siire¢ arasindaki bilissel
mesafeyi azaltmis olabilir. Buna ragmen OA3 ispati tamamlayamamistir. Bu durumun
sebebi adayin ispat silirecinde dediiktif adimlardan olusan zinciri tamamlayamamis olmasi
olabilir. Ispatin tamamlanamamasinin bir diger nedeni de adaym tercih ettigi ispat

tekniginin bu problemin ¢éziimii i¢in dogru teknik olmamasi olabilir.

OA3’iin Problem 2 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularmmin Analizi

OA3’den hipotezini dogrulamasi igin farkli bir ispat teknigi se¢mesi istendiginde
timevarimla ispat teknigini se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi indiiktiftir. Buradan
anlasilmaktadir ki argiimantasyon ve ispat siireCinin yapist ayni oldugundan iki siire¢

arasinda yapisal siireklilik vardir.

n=2 icin 22 + 4 = 8 ve 4|8 olmak iizere 8 asal say1 degildir. n i¢in kabul edelim ki
n* + 4 sayis1 asal say1 olmasim. kjn* + 4 olmak iizere k € Z* \ {0,1} vardir. n+1 igin

(n + 1)* + 4 olmak iizere;
m+D*+4=mn*+2n+1)*+2n+1)+4
=nt+2n¥+n?+2n3+4n*+2n+n*+2n+1+4
=n*+4nd +6n® +4n+5
=m*+4)+4n* +6n* +4n+1

Buradan yine bir sey ¢ikmaz. Bulamam.

Sekil 132. OA3'iin ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siireci
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u =F.|‘ HSH 4 r e
Dyg:n :Iig{n ﬂl —|— 4 533,;51 asal Cpo: ntl igin nt+ 4
sayi degil ven icin den® + 4 _—

sayist asal sayt olur mu?
savisi asal sayi olmasin

Tamevarim voluyla ispat teknigi

Dyy:n + 1 sayist — Cip:(n® +4)+4n® +6n* +4n + 1

I

Cebirsel islem basamalkdan

!

Cebirsel alan

Dip:(n*+4)+4nP+6n +4n+1 | —> | Cpo:(n*+4),4n° + 6n® +4nve 1
asal say1 degildir.

D,, ve tek gift asal say1 2 dir.

!

Cebirsel alan

Dlﬂ H Cl: —_— Clﬂ :?

I

Asal olmayan sayilann toplami asal say1 olur mu?

!

Cebirsel alan

Sekil 133. OA3'iin ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig: ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA3 ispat siirecini burada sonlandirmistir. Son attign adimda gerekgesinin varligindan
emin olamadigi i¢in bir iddia olusturamamistir. Dolayisiyla ispati tamamlayamamustir.
OA3’iin burada cebirsel problemlerin ¢dziimiiniin giiclii dediiktif yapisina takildig

diistiniilebilir.

OA3’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken ispat
stirecinin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle iki siireg
arasinda bilissel mesafe vardir. Oncesinde bahsedildigi iizere iki siire¢ arasinda yapisal
siireklilik mevcuttur. OA3 iki siire¢ arasindaki yapisal siireklilife ragmen ispati
tamamlayamamistir. Bu durumun nedeni iki siire¢ arasindaki bilissel mesafe olabilir. OA3
ispat sirasinda gozlemlenen yapisal argiimantasyon siirecinde abdiiktif adim atabilseydi bu

adim biligsel mesafeyi azaltarak OA3’{in ispat: tamamlamasini saglayabilirdi.

OA3’iin ispati tamamlayamamasinin bir nedeni de sectigi ispat teknigi olabilir. Secilen

ispat teknigi bu problemin ¢éziimii i¢in dogru bir teknik olmayabilir.

OA3’iin Problem 3’e Yénelik Bulgularinin Analizi

OA3’iin Problem 3 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularmmin Analizi

Problem 3: Ardisik ve sifirdan farkli her iki dogal saymin ¢arpiminin bir tam kare olup

olmadig1 hakkinda ne sdyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiniz.

Sekil 134. Ugiincii matematiksel problem

Ardisik iki tamsayidan biri ¢ift iken digeri tek olmasi gerekir ki bu da n=2k-1 olacak
sekilde n+1=2k olma iizere k € N — {0} vardir. n=1 iken n+1=2 i¢in n(n+1)=1.2=b?
olacak sekilde b€ Z yoktur. n=5 iken n+1=6 i¢in n(n+1)= 30=a? olacak sekilde a€ Z
yoktur. O halde varsayimim ardisik ve sifirdan farkl iki dogal sayinin ¢arpimi bir tam

kare degildir.

Sekil 135. OA3'iin {i¢iincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon

OA3 hipotezini olustururken n=1 ve n=5 degerleri icin sayisal hesaplamalar yapmis ve
bunun iizerine hipotezini olusturmustur. OA3 hipotezini sayisal hesaplamalarin

genellemesi olarak yapilandirdigindan argiimantasyonun igerik sistemi aritmetik alan
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iizerine temellendirilmistir. Ayrica OA3’iin argiimantasyonunun yapisi yapilandirici
argiimantasyon olup bu siiregte sonug¢ genelleme temelli indiktif argiimantasyon

gbzlenmistir.

D ;:Problem metni - Cr:n=licin 1.2 sayis1 tam kare degildir.

!

Sayisal hesaplama kurallan

!

Aritmetilc alan

OA3 buna benzer baska argiimanlarda yapilandirmis olup sonunda hipotezini sayisal
orneklerin genellemesi olarak sdyle yapilandirmistir:

D,: Onceki argiiman lar _— C,: Ardisik ve sifirdan farkdh iki dogal
T sayinin carpimi tam kare degildir.

Ormnekler fizerine kurulu genelleme

Sekil 136. OA3'iin {igiincii problemin ¢oziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun
Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA3 hipotezini dogrulamak igin ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini dogrudan ispat
teknigi olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi dediiktiftir. Buradan anlasilmaktadir ki
argiimantasyonun Yapisi indiiktif iken ispat slirecinin yapist dediiktif oldugundan iki siire¢

arasinda yapisal mesafe vardir.
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n € N olmak iizere n ve n+1 sayilarini alsam. n(n + 1) = n? + n dir. Ardisik sayilar
aralarinda asal oldugundan ortak carpanlari yalnizca 1 dir. Ama bu durumda
carpanlarinin a? seklinde ifade edilebilecegini sozlii ifade etsem. Ispat etmis olur
muyum? Benim bir ifademin tam kare olmasi i¢in bu ifadenin igindeki her sayinin
kendisinden bir say1 ile ¢arpilmasi gerekir. Bdyle bir durumda bu ifadeler aralarinda
asal oldugundan higbir ¢arpan kendisiyle ¢arpilmaz. Dolayisiyla tam kare degildir. n
nin ¢arpanlari a, b; n+1 in ¢arpanlari ¢, d olacak sekilde a, b, ¢, d€ N vardir. Demis

olsam. Bu ifadelerden ... ayn1 zamanda a, b, ¢, d her biri asal say1.

n = a. b olacak sekilde a ve b, n nin ¢arpanlar1 olsun. n+1=c.d olacak sekilde c ve d,
(n+1) in ¢arpanlari olur. Bu durumda a, b, c, d birbirine esit degildir demis olsam. a, b,
¢, d nin bir tam kare olusturmasi i¢in her bir ¢arpanin kendisini en az iki kere tekrar
etmesi gerekir. O zaman a, b, ¢, d sayilarinin ... degil yani bunu seziyorum ama

matematiksel olarak?

a.b.c.d = x? olacak sekilde bir x sayis1 bulamam. Mesela, 16 ve 17 sayilarmmn
carpanlar1 1, 2 ve 17 dir. 17 kendini tekrar etmiyor. 24 ve 25 sayilarinin ¢arpanlarindan
2 ve 5 kendini tekrar ediyor ama 3 etmiyor. 8 ve 9 desem 2 de 3 de kendini tekrar
ediyor. Tekrar etmeyen yok ama? 2 kendini 2 nin kati1 seklinde aslinda en az 2 defa
demek yanlis olur. 2 nin ¢ift iisleri? 2 ve katlari. Ardigik iki tamsaymnin carpanlari

kendini 2 nin katlar1 seklinde tekrar etmez.

Sekil 137. OA3'iin iigiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig ispat siireci

OA3’iin genel olarak ispatinin analizi Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline

gore sOyledir;

Dy nve nt+l ardistk dogal sayilardir. | ——= | Canin+1)=n?+n

I

Sembolik gdsterim

)

Cebirsel alan

Sekil 138.0A3'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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OA3’iin burada kullanmis oldugu sembolik gosterim bir dogal sayiy1 n ile temsil edip

bir fazlasini da n+1 ile temsil etmesi ve bu temsillerle carpma islemi yapmasidir.

Dy:? -5 C,:n* +n tam kare degil

!

Ardisik ve sifirdan farkli iki dogal sayi aralannda asaldir.

!

Cebirsel alan

OAZ3 ispat sirasinda yasadig1 yapisal argiimantasyon siirecinde abdiiktif adim atmustir.
Ancak attig1 bu adimin ispati tamamlamak i¢in yeterli olmadigimi diislindiiglinden bu
adimi dediiktif adimlara doniistiirerek ispati tamamlayabilmesini saglayan ise yarar

elemanlar aramistir.

D.: n=ab wve (n+l)=cd olmak — 5 | C.ra b.c.d tam kare degil
izere a, b, c_ d carpanlar T

Her bir carpanin kendisini en az ikdi kez
tekrar etmesi gerek. Mesela 16.17 =
42,117 wve 24.25=2%.3.5% olup
kendisini en az iki kez telkrar etmeyen

Her bir carpamin kendisini 2
<—— | ve katlan bigiminde tekrar
etmesi gerel.

carpanlar var.
T 8.9 = 2% 3° isleminde
carpanlar kendisini en az iki kez
Aritmetik alan tekrar etmesine ragmen carpim
tam kare degil

)

Aritmetik alan

Sekil 139. OA3'iin {i¢lincii problemin ¢dziimii icin tercih ettii dogrudan ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OAZ3 ispat1 bu adimlarla tamamlayamayacagi diisiindiigiinden burada sonlandirmistr.
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OA3’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken ispat
stirecinin igerik sistemi hem aritmetik hem de cebirsel alan iizerine temellendirilmistir.
OA3’iin ispat siirecinde attig1 baz1 adimlarin kontrol alanmn aritmetik alan olmas1 iki
stire¢ arasindaki bilissel mesafeyi azaltmistir. Ayrica atilan abdiiktif adimdan sonra ispati
tamamlayabilmek i¢in bulunan elemanlar ispati tamamlamak icin yeterli olmamuistir.
OA3’iin ispati tamamlayamamasimin bir nedeni de secilen ispat tekniginin dogru teknik

olmamasi olabilir.

OA3’iin ispat sirasinda yasadig1 yapisal argiimantasyon siirecinde attig1 abdiiktif adimin iki
sire¢ arasindaki yapisal mesafeyi de azaltarak ispatin tamamlanmasini saglamasi

beklenirken boyle bir durum goézlemlenmemistir.

OA3’iin Problem 3 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

OA3’den hipotezini dogrulamasi igin farkli bir ispat teknigi se¢mesi istendiginde
timevarimla ispat teknigini se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist indiiktiftir. Buradan
anlasilmaktadir ki argiimantasyon ve ispat siireCinin yapist ayni oldugundan iki siire¢

arasinda yapisal siireklilik vardir.

Tiimevarimla gelir mi bilmiyorum ama bakalim.

n=1 ve n+1=2 igin 1.2=a? olacak sekilde a € Z yoktur. ¥n € N — {0} sayis1 i¢in
n(n + 1) # a? olacak sekilde a € Z oldugunu kabul edelim. O zaman n+1 sayis1 i¢in

(n+1)(n+2) tam kare midir?
m+1Dn+2)=n?4+3n+2=n2+n+2n+2)

n?+n tam kare degil. Peki tam kare olmayan bir say1 ile baska bir sayiy:
topladigimizda tam kare olur mu olmaz mi? Ben bunun hakkinda bir sey

sOyleyemeyecegim.

Sekil 140. OA3'iin iigiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi timevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siireci
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D n=1 ve n+1=2 igin 1.2=a? olacak sekilde ool i . >

a€Z vyoktur ve n(n+1)=a® olacak | ——> 6" nt 1"?11: (ﬂl'l' j(fz‘l' )
v

sekilde a € T oldugunu kabul edelim. T Say1s1 lam Xafe olur mu

Timevanm voluyla ispat teknigi

D n + 1 sayisi —> Coin+1)(n+2)=n"+3n+2=n"+n+(2n+2)

Cebirsel islem basamaklan

M

Cebirsel alan

Dg(n+1)(n+2)=n*+3n+2=n*+n+(2n+2) T Cg: 7

Tam kare olmavan bir ifade ile baska bir ifadeyi
topladigimizda tam kare olur mu olmaz mi?

Sekil 141. OA3'"iin {igiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi timevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA3 son adimda gerekgesinin varligindan emin olamadigi i¢in bir iddia olusturamamustir.

Dolayisiyla ispat tamamlanmamustir.

OA3’iin argiimantasyonunun igerik sitemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken ispat
stirecinde gozlemlenen yapisal argiimantasyon sirasinda atilan adimlarin kontrol alani
cebirsel oldugundan igerik sistemi cebirsel alan {izerine temellendirilmistir. Dolayistyla iki
siireg arasinda bilissel mesafe vardir. Oncesinde belirtildigi iizere OA3’iin argiimantasyon
ve ispat siireci arasinda yapisal siireklilik mevcuttur. OA3 iki siire¢ arasindaki yapisal
stireklilige ragmen ispati tamamlayamamasinin nedeni iki siire¢ arasindaki biligsel mesafe

olabilir.
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OA3’iin Problem 3 de Tercih Ettigi Uciincii Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi

OA3’den hipotezini dogrulamasi i¢in farkli bir ispat teknigi secmesi istendiginde geliskiyle
ispatt se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi abdiiktiftir. Buradan anlasilmaktadir ki
arglimantasyon ve ispat siireCinin yapist farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal

mesafe vardir.

Kabul edelim ki ardisik iki dogal sayinin ¢arpimi tam kare olsun. a € Z olmak iizere
a? € N icin;

a’? = a.a olur. Bdylece a = k;.k, ...k,, olacak sekilde ki, k,,...,k, EN asal

2 olur. a? = (ky.ky ...ky)? =n(n+ 1) olacak

carpanlar olsun. a2 = k,%k,” ...kp,
sekilde n € N — {0} var mi? n ile n+1 aralarinda asal oldugundan ortak g¢arpanlari

yalnizca 1 dir.

n=ky k. k? ven+1=kuin' ok

Eger buna esitse ortak carpanlari olmadigi i¢in n sayisinda k, carpani varsa (n+1)

sayisinda k, ¢arpani olmayacak....

Sekil 142. OA3'iin iiglincii problemin ¢6ziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siireci

Dg:? =~ | Cy: Ardisik ve sifirdan farkli iki dogal sayinin carpimi tam kare olsun.

I

Celiskivle ispat

Dyp: Cq s Cig:a = ky.k, ... k,, olacak sekilde
T a® =k,%k,* ..k, * = n(n+1) olur.

Sembolik gésterim

!

Cebirsel alan

Sekil 143. OA3'in iigiincii problemin ¢6ziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gére analizi (1)
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-

Y Cig:n = klzkgz k:z ven+ 1= k,::ﬂ}: ki,

Ardisik savilar aralannda asal olup ortak carpanlan 1 dir.

Dyy:Cyp

Sekil 144. OA3'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig:
ispat slirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OA2 ispat1 burada sonlandirmistir. Adaym ispat siirecinin igerik sistemi cebirsel alan
iizerine temellendirilmis oldugundan argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda biligsel
mesafe vardir. OA3 iki siirec arasindaki bilissel mesafeden kaynakli olarak ispati
tamamlanamamis olabilir. Ayrica OA3’{in ispat siirecinde attig1 dediiktif adimlarin
devamini getirebilecek ise yarar elemanlar bulamamasi da ispatin tamamlanmasi Oniindeki
engeldir. Yani ispatin tamamlanamamasinin sebebi cebirsel problemlerin gii¢lii dediiktif

yapist olabilir.

OA3’iin Problem 4’¢ Yonelik Bulgularinin Analizi

OA3’iin Problem 4 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

Problem 4: 0#xe R igin x +§< 2 ise 0 zaman X in negatifligi ya da pozitifligi

hakkinda ne sdyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiniz.

Sekil 145. Dordiincii matematiksel problem

OA3 hipotezini olustururken x sayisini 4 farkli aralikta incelemis, sayisal hesaplamalar
yapmis ve bunun iizerine xeR™ hipotezini olusturmustur. OA3 hipotezini olusturdugu
argiimantasyon sirasinda sayisal hesaplamalar yaptifindan bu siirecin igerik sistemi
aritmetik alan iizerine temellendirilmistir. Ayrica 6gretmen adayr arglimantasyon sirasinda
hipotezini sayisal Ornekleri genelleyerek elde ettiginden siirecin yapist yapilandirict

arglimantasyon olup bu siirecte indiiktif arglimantasyon gézlemlenmistir.
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x > 2 degerleri icin soruda verilen esitsizlik saglanmiyor.

1 < x < 2 degerleri i¢in soruda verilen esitsizlik saglanmiyor. Mesela; x = %Olsun;

;+ g == % > 2 olur ki bu yanlistir.

0 < x < 1 degerleri i¢in; x = %Olsun. % +2= ; > 2 olur ki bu da yanlis.

x < O0olsun. x = —1i¢in —1 — 1 < 2 olur. O halde x € R™ olmal.

Sekil 146. OA3'iin dordiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon

D:Problem metni — = | Cpl<=x<2ignx= % iken %+§=%} 2

Sayisal hesaplama lurallan

|

Aritmetilc Alan

D:: Onceki argiimanlar

_ = CarxeR™

|

Ornekler iizerine kurulu genelleme

Sekil 147. OA3'iin dordiincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun
Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA3 hipotezini dogrulamak icin ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini dogrudan ispat
olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi1 dediiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki

arglimantasyonun ve ispat siirecinin yapist farklt oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal

mesafe vardir.

118




1 1 2x —1
x+-<2 =>x<2-—=>x<
X X X
=x-22<o
X
x%+1-2x <0
X
—_1)2
X
—_1)2
(x — 1)? > 0 olacagindan % < 0 olmasi i¢in XeR™olmalidir.

Sekil 148. OA3'iin dordiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat stireci

1 _ 912
Dyix +-<2 — s ca:(x 2

X T x
Cebirsel islem adimlan ve cebirsel dénfisim kurallan

!

Cebirsel Alan

=0

OA3’iin burada kullanmis oldugu kurallar; “esitsizlikte islem 6zellikleri” ve “verilen
bir ifadeyi baska bir ifadenin tam karesi bigiminde yazabilme”dir.

D,:Cy ——> | Cax <0, xeR™
(x—1)* =0

ik

Cebirsel Alan

Sekil 149. OA3'iin dordiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA3 ispat siirecinde attig1 dediiktif adimlar sonucu ispat1 basariyla tamamlamstir.
OA3’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken

ispatin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle iki siireg
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arasinda bilissel mesafe vardir. OA3 iki siire¢ arasindaki bilissel ve yapisal mesafeye
ragmen ispati basariyla tamamlayabilmistir. Bu durum cebirsel problemlerin ¢éziimiiniin

giiclii dediiktif yapisindan kaynaklanabilir.

OA3’iin Problem 4 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi
OA3’den hipotezini dogrulamasi igin farkli bir ispat teknigi segmesi istendiginde celiskiyle
ispat1 se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist abdiiktiftir. Buradan da goriilmektedir ki

arglimantasyon ve ispatin yapisi farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal mesafe vardir.

Kabul edelim ki x € R~ olsun. Bu durumda x € R* olur. x > 0 olmak iizere

1
x.x+x.;<2.xﬁx2+1<2xﬁx2—2x+1<0ﬁ(x—1)2<0

Her reel saymin karesi sifirdan biiyiik olacagi i¢in bu durum ¢eligkidir. Yani x € R~
dir.

Sekil 150. OA3'iin dordiincii problemin ¢oziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat:
kullandig1 ispat siireci

Dg:? — CoxeR*

Celiskivle ispat teknigi

DE_:C'Evex—FE:‘:E - CE_:(x—lj::::l]
&=

T

Cebirsel islem adimlan ve cebirsel déniisiim kurallan

!

Cebirsel Alan

Sekil 151. OA3'iin dordiincii problemin ¢oziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati
kullandig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline goére analizi

)
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OA3’iin burada kullanmis oldugu kurallar; “X pozitif reel say ise esitsizlik islemlerinde
esitsizlik yon degistirmez” ve “verilen bir ifadeyi baska bir ifadenin tam karesi

bi¢iminde yazabilme”dir.

D-;:(x — 1]2 < ﬂ _— C?:XEH_

I

Bir reel sayvinin karesi sifirdan kdiciik olamaz.

i

Cebirsel Alan

Sekil 152. OA3'iin dordiincii problemin ¢oziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat:
kullandig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OA3 ispat siirecinin baslangicinda segtigi ispat teknigi geregi abdiiktif adim atmustir.
Sonrasinda ise bu abdiiktif adimdaki iddianin yanlighgini gostermek i¢in dediiktif adimlar
atmistir. OA3 bu dediiktif adimlar sonucunda abdiiktif adimdaki iddianmn yanls oldugunu

gostermis ve ispat1 tamamlamistir.

OA3’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan {izerine temellendirilmisken
ispatin igerik sistemi cebirsel alan {izerine temellendirilmistir. Bu nedenle iki siireg
arasinda biligsel mesafe vardir. OA3 iki siire¢ arasindaki bilissel ve yapisal mesafeye
ragmen ispatt basariyla tamamlayabilmistir. Bunun sebebi cebirsel problemlerin
¢cOziimiiniin giiclii dediiktif yapist ve ispat siirecinin baglangicinda atilan abdiiktif adimin

dediiktif adima doniistiiriilebilmesi olabilir.

OA4’iin Problem 1’e¢ Yénelik Bulgularinin Analizi

OA4’iin Problem 1 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

Problem 1: Tiim negatif olmayan n tamsayilari igin 5"+6.7"+1 ifadesinin 8 ile boliiniip

boliinmedigi hakkinda ne s6yleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayimiz.

Sekil 153. Birinci matematiksel problem
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OA4 hipotezini olustururken sayisal hesaplamalar yapmistir. Bunun {izerine

5"+6.7"+1

ifadesinin 8 ile boliinebildigi hipotezini olusturmustur. OA4, hipotezini sayisal drneklerin
genellemesi olarak yapilandirdigindan argiimantasyonun igerik sistemi aritmetik alan
iizerine kuruludur. Cebirde sayisal drnekler iizerine yapilan bir genelleme yapilandirici
argiimantasyon  oldugundan OA4’iin  argiimantasyonunun  yapist  yapilandirict

argiimantasyondur. OA4’iin yapilandirici argiimantasyonu indiiktif yapidadir.

n=0 i¢in 5° + 6. 7% + 1=8 sayis1 8 ile boliiniir.
n=1 i¢in 51 + 6.7 + 1=48 sayis1 8 ile béliiniir.
n=2 i¢in 52 + 6.7% + 1 = 320 sayis1 8 ile boliiniir.

O zaman 5™ + 6. 7™ + 1 ifadesi 8 ile boliinebilir.

Sekil 154. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon

D;:Problem metni 5 C1:n=01¢in 8, § ile béliniir.

|

Sayisal hesaplama kurallan

|

Aritmetik alan

OA4 buna benzer baska argiimanlarda yapilandirmis olup sonunda hipotezini sayisal
orneklerin genellemesi olarak soyle yapilandirmistir:

D,: Onceki argiimanlar — C,: 5™ + 6. 7" + 1 ifadesi 8 ile béldnebilir.

|

Omelkler fizerine kurulu genelleme

Sekil 155. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA4 simdi hipotezini dogrulamak igin ispat yapmak zorundadir ve bunun igin ispat
yontemini tiimevarimla ispat olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist indiiktiftir.
Buradan anlasilmaktadir ki hem arglimantasyonun hem de ispatin yapisi indiiktif

oldugundan argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal siireklilik vardir.

OA4 yapilandiric1 argiimantasyonun ardindan ispat siirecine basladiginda yapisal

argimantasyon yasamistir.

n=0 i¢in 5"+ 6.7"+ 1 ifadesi 8 ile bolinir. n i¢in dogru oldugunu (8 ile

boliinebildigi) kabul edelim. (n+1) i¢in de dogru mudur?

571 4+ 6.7 +1=55"+67.7"+1
=45"4+36.7"+5"+6.7"+1
=35"+30.7"+5"+6.7"+1+5"+6.7"+1-1
=2.5" +24.7" + 30"+ 6.7 + 1) — 2
=5"+18.7"+4(5"+6.7"+1) -3
=12.7" — 4+ 5(5" + 6.7 + 1)
=4(3.7"=-1)+5(B"+6.7"+ 1)

5"+ 6.7"+ 1 =8k olsun. 4(3.7" — 1) n=0 igin -4 (islem hatasi) ve n=1 igin 20

oluyor. O zaman bdliiniiyor.

_4(.7"-1)+40k _3.7"-1
— —" T
8 2

5k

Burada (3.7™ — 1) in 2 ile boliinmesi gerek.

Sekil 156. OA4'iin birinci problemin ¢6ziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandigr ispat siireci (1)
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Dg: 5" + 6.7™ + 1 ifadesi 8 ile bolanebilir. - s Cy: (n+1) igin 4(3.7" —1) + 5.8k

|

Sayisal hesaplamalar

OA4 cebirsel islemler yaparak (n+1) sayis1 icin ifadenin degerini bulup bu degeri
(5™ 4+ 6.7" + 1) ifadesine benzetmeye ¢alismistir. Bu sirada yapilan islemlerin kontrol

alan1 cebirsel olabilecegi gibi aritmetik de olabilir.

D,: 5" +6.7" + 1 ifadesi § ile bélinebilir. Ca: 5" +6.7" +1 =8k

——

!

Sembolik gésterim

OA4 burada diisiincesini sdyle doniistiirmiistiir: 8 ile bdliinebilen bir say1 8 in katlarmna
esit olur ve 8 in katlarina esit olan bir say1 8k bi¢iminde yazilabilir. Dolayisiyla bu

adimda OA4’iin kontrol alani cebirseldir.

Ds:n=0ven=1 - s Cs: 4(3.7™ — 1) 8 ile béltnebilir.

I

Sayisal hesaplama kurallan

OA4 burada yapilandiric1 argiimantasyondaki gibi sayisal drnekler iizerine diisiinerek
hipotezini dogrulamaya g¢alismistir. Dolayisiyla bu adimda kontrol alani aritmetiktir.
Ancak OA4 hipotezini dogrulamak i¢in Cs iddiasiin yeterli olmadigmi fark eder ve
bunun iizerine bagka seyler arar. Bunun iizerine yapisal arglimantasyon sirasinda

abduktif bir adim atar.

Dg? — Cor (3.7 — 1) in 2 ile bélinmesi gerek

|

4(3.7" — 1) 8 ile bolunebilivor. (Cs iddiast)

Sekil 157. OA4'in birinci problemin ¢oziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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(3.7 = 1) in 2 ile boliinmesi igin sonlu ¢ift say1 olmasi gerekir. Zaten 3 ile 7 nin

kuvvetlerini ¢arptigimizda tek olur. 1 ¢ikarinca ifade cift olur. O zaman ifade 2 ye

boliiniiyor.

Sekil 158. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siireci (2)

D4 7™ tek say C-:3.7™" tek say

S

|

Tek=xTek=Tek

Dg:3.7" ve 1tek say —_—> Q: Daima —> Cq: (3.7 — 1) cift sap

!

Tek-Tek= Cift

Dg:(3.7" — 1) cift sap Cy: (3.7" — 1) 2 ile béllnebilir

——

T

Cift sayilar 2 ye tam bolindr

OA4’iin ispat yapim siirecinde atti§1 adimlarin kontrol alani cebirseldir. Yapisal
argiimantasyon sirasinda atti81 abdiiktif adimin ardindan OA4 ise yarar elemanlar bulup
ispat siirecini tamamlayabilmistir. Ayrica bu ispat slirecinde abdiiktif adimi1 dediiktif

adimlara doniistiirebilmistir.

Sekil 159. OA4'iin birinci problemin ¢6ziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4’iin argiimantasyon ve ispat siirecinin her ikisinin de yapisi indiiktif oldugundan iki
stire¢ arasinda yapisal siireklilik vardir. Ancak arglimantasyonun igerik sistemi aritmetik
alan {izerine temellendirilmigken ispatin icerik sistemi cebirsel alan {izerine
temellendirildiginden iki siire¢ arasinda bilissel mesafe vardir. OA4 iki siire¢ arasindaki

biligsel mesafeye ragmen ispati basariyla tamamlayabilmistir. Ciinkii ispat sirasinda
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gozlemlenen yapisal argiimantasyon siirecinde atilan abdiiktif adim ve yine yapisal
arglimantasyon siirecinde atilan adimlarin kontrol alaninin hem aritmetik hem de cebirsel

olmasi iki siire¢ arasindaki bilissel mesafeyi azaltmistir.

OA4’iin Problem 1 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularinin Analizi
OA4’den hipotezini dogrulamasi igin farkl1 bir ispat teknigi segmesi istendiginde geliskiyle
ispat1 se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist abdiiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki

arglimantasyon ve ispatin yapisi farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal mesafe vardir.

OA4 ispat yapmaya basladiginda ii¢ kez yapisal argiimantasyon siireci yasadig

gozlemlenmistir.

Kabul edelim ki ifade 8 ile boliinmesin. O zaman 5™ 4+ 6.7™" + 1 = 8k + a gibi bir

saylya esit olur. a # 8k olsun. 5" + 6.7" + 1 = 8k + 1 olsun. Ama o zaman 6zel mi

olur? Ama simdi oraya ekleyecegim sayinin 8 in kat1 olup olmadig belli degil.

Sekil 160. OA4'in birinci problemin ¢oziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig1 birinci yapisal argiimantasyon siireci

D7 - Cyp: 5™ +6.7" + 1 ifadesi § ile bélinmesin
Celiskive ulasma
Dy1:Cy _ 5 | Cy:5"+6.7"+1=8k+a a8k

T

Bir ifade & ile bélinmiiyvorsa & in katina esit | «

|

Cebirsel Alan ve Sembolik gésterim

R:0zel oldu. Ekleyecegim
sayimin & in kati olup
olmadig belli degil.

olamaz.

Sekil 161. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi birinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA4 buradaki yapisal argiimantasyon siirecinde sembolik gosterimler kullanmistir. Bu
gosterimler; 8 e boliinebilen bir saymin 8 in bir kat1 olacagi, 8 in kat1 olan bir saymnin 8k
biciminde yazilabilecegi ve 8 in kati olmayan bir saymin da a # 8k bi¢iminde

yazilabilecegidir.

OA4 bu yapisal argiimantasyon siirecinin ardindan ispat siirecine gecemeyecegini anlayip
baska seyler aramaya karar vermistir. Bu sirada ikinci yapisal arglimantasyon siireci ortaya

cikmaktadir.

8 ile boliinmiiyorsa 2 veya 4 ile de bdliinmiiyordur. Diyelim ki 2 ye bdliinmesin ama 4

ile boliinstin.

Sekil 162. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig1 ikinci yapisal argiimantasyon stireci

D,,: Ifade 8 ile bolinmez - = C,,: Ifade 2 veya 4 ile bolinmez.

|

8 ile bélinebilme kuralina gére § ile

bélinemeven sayvi 2 veva 4 ile de béliinemez.

!

Cebirsel Alan

Dg:? - s C,5- Ifade 2 ile bélinemesin ama 4 ile bolinebil sin.

I

ifade 8 ile baliinemez

Sekil 163. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi ikinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4 bu yapisal argiimantasyon siirecinde abdiiktif adim atmistir. Bu nedenle OA4 bu
abdiiktif adimi dediiktif adima doniistiirebilecek elemanlar aramakta ve bu sirada ispat

stirecinin ilk kism1 ortaya ¢ikmaktadir.
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5" + 6.7™ + 1 ifadesinde her n € N i¢in 5" tek tamsayidir. 7" de bir tek tamsayidir.
6. 7™ sayis1 daima ¢ift tamsayidir. Tek ve cift sayinin toplamu tektir. ki tek tamsayinin

toplam1 da cifttir. Dolayisiyla bu ifade bir ¢ift tamsayidir ve 2 ile boliiniir. Bu da

kabuliimiizle celisir.

Sekil 164. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siireci (1)

D,,;Herne N _s Cy4:5" ve 7" tek tamsay:

|

S wve 7 tek tamsayt oldugundan kuvvetleri de tek tamsayi

I

Cebirsel Alan

D,.: 7" tek tamsayi 5 | Daima 5 | Cy5: 6. 77 cift tamsay

f

Tek XCift=Cift

!

Cebirsel Alan

Dyg: Cqa, Cqg ve 1tek tamsay S Cye: 5™ +6.7™ + 1 gift
T tamsayidir ve 2 ile bélinebilir.
Tek+Tek= Cift,

Cift+Cift=Cift ve Cift

sayilar 2 ile bélinebilir.

f

Cebirsel Alan

Sekil 165. OA4'in birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA4 attig: ikinci abdiiktif adimdaki iddianin yanlighigimi ispat siirecinin ilk kisminda attig1
dediiktif adimlar ile gosterebilmisti. OA4 ispatin burada tamamlanmadigini
diisiindiiglinden ispat1 tamamlayabilecek bagka adimlar atar ve bu sirada {i¢iincli yapisal

argiimantasyon siireci gézlemlenir.

Diyelim ki ifade 4 ile boliinmesin ama 2 ile boliinebilsin. 4 ile boliinebilme kurali son
iki basamagin 4 ile boliinmesi seklindeydi. n ye degerler verirsem son iki basamagin 4

ile boliindiiglinti goriiyorum.

Sekil 166. OA4'iin birinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig ligiincii yapisal argiimantasyon siireci

Dy7:? — s C,,: ifade 4 ile bélinmesin ama 2 ile bélanebil sin

I

[fade 8 ile boliinmesin

D,;:n=01igin 8§

n=1 icin 48 X
n=2 igin 320 T

€5 Son iki basamak 4 ile b&liniir

n=3 icin 2184

4 ile bélanebilme kurali wve
sayisal hesaplama kurallan

|

Cebirsel Alan ve Aritmetilc Alan

Sekil 167. OA4'{in birinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig1 liglincli yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4 ispat siirecini tamamlayamanugtir. Ciinkii iiciincii yapisal argiimantasyon siirecinin
basinda attig1 abdiiktif adimi sonrasinda dediiktif adima doniistiirebilecek adimlar
atamamistir. Abdiiktif adimdan sonra attig1 adim 6zel 6rneklerle sinirli kalmis olup dogal

sayilara genelleyebilecek ise yarar elemanlar bulamamustir.
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OA4’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken ispat
stirecinde igerik sistemi cebirsel alan {lizerine temellendirilmistir. Ancak ispat siirecinde
gbzlemlenen {icilincili yapisal argiimantasyon silirecinde attig1 son adimin kontrol alan1 hem
aritmetik hem cebirsel alan {izerine oldugundan bu adimin argiimantasyon ve ispat siireci
arasindaki bilissel mesafeyi azaltmigtir. Ancak iki silire¢ arasindaki hem yapisal mesafeden
ve son atilan abdiiktif adimin dediiktif adima doniistiiriilememesinden kaynakli olarak OA4

ispat1 tamamlayamamustir.

OA4’iin Problem 2’e Yénelik Bulgularinin Analizi

OA4’iin Problem 2 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

Problem 2: Her n>2 tamsayzs1 i¢in n*+4 sayisinin asal say1 olup olmadigi hakkinda ne

sOyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiniz.

Sekil 168. ikinci matematiksel problem

OA4 hipotezini olustururken sayisal hesaplamalar yapnustir. Bunun {izerine n* +
4 say1smin asal say1 olmadig: hipotezini olusturmustur. OA4, hipotezini sayisal érneklerin
genellemesi olarak yapilandirdigindan argiimantasyonun icerik sistemi aritmetik alan
tizerine kuruludur. Ayrica OA4’{in argiimantasyonunun yapis1 yapilandirici argiimantasyon

olup bu siirecte indiiktif argiimantasyon gézlemlenmistir.

n=2 igin 2* + 4=20 say1s1 asal degildir.
n=3 i¢in 3* + 4=85 say1s1 asal degildir.
n=4 igin 4* + 4=260 sayis1 asal degildir.
n=>5 igin 5% + 4=629 sayis1 asal degildir.
n=6 igin 6* + 4=1300 sayis1 asal degildir.
O halde n* + 4 says1 asal degildir.

Sekil 169. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon
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D,:Problem metni 5 C,: n=2icin 20 sayis1 asal degildir.

I

Sayisal hesaplama lurallan

I

Aritmetik Alan

OA4 buna benzer baska argiimanlarda yapilandirmis olup sonunda hipotezini sayisal

orneklerin genellemesi olarak soyle yapilandirmistir:

D,: Onceki argiimanlar 5 Cy:n* + 4 sayist asal degildir.

f

Omekler fizerine kurulu genelleme

Sekil 170. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4 simdi hipotezini dogrulamak icin ispat yapmak zorundadir ve bunun icin ispat
teknigini dogrudan ispat olarak se¢cmistir. Dolayisiyla ispatin yapisi dediiktiftir. Buradan
anlasilmaktadir ki arglimantasyonun ve ispatin yapisi farkli oldugundan argiimantasyon ve

ispat siiregleri arasinda yapisal mesafe vardir.

OA4 argiimantasyon siirecinden sonra ispat yapabilmek icin n dogal sayilarim tek tam
sayilar ve cift tamsayilar seklinde ikiye ayirarak incelemistir. Bu nedenle OA4’iin ispata

tesebbiisiiniin analizi iki kisimda yapilabilir.

n ¢ift tamsay1 ise n* + 4 sayis1 ¢ift tamsayidir ve daima 2 ile boliiniir. Dolayisiyla asal

olmaz.

Sekil 171. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig1 ispat siireci (1)
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D,:n gift tamsayr | —— | Cy: n* + 4 cift tamsayidir.

|

C2=CreC+C =

!

Cebirsel alan

D,:n* + 4cift tamsayrdir. | 5 Cy:m* + 4 asal degil

!

(ift tamsavilar daima 2 ile bélanir

!

Cebirsel alan

Sekil 172. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

n tek tamsay1 iken n* + 4 sayisinin asal olup olmadig1 hakkinda bir sey sdyleyemedim.
n=5 i¢in baksak n* + 4=629 olur. 629=17.37 olur. Dolayisiyla asal degil. Ama hala

genel olarak tek tamsayilar hakkinda bir sey sdyleyemedim.

Sekil 173. OA4'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat stireci (2)
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D.:n tek tamsay1 | —= C.:?

D.: n=5 SN C:n* + 4 asal degil

Savisal Hesaplama Kurallan

A

Aritmetik alan

OA4 ispat siirecinin ikinci kisminda dediiktif bir adim atmis ancak devaminda siireci
tamamlayabilecek adimlar atamadigindan bu girisimi bagarisiz kalmistir. Bu yapisal

argiimantasyon siirecinde attig1 ikinci adimi 6gretmen adayi, ispati tamamlamak ig¢in

yeterli bulmamaistir.

Sekil 174. OA4'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettifi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OAA4 ispati tamamlayamamustir. Ispat siirecinde atilan dediiktif adimlarin kontrol alan1 hem
aritmetik alan hem de cebirsel alan oldugundan iki siire¢ arasindaki biligsel mesafe
azalmistir. Ancak OA4 cebirsel problemlerin ¢dziimiindeki dediiktif adimlarin olusturdugu
zincirin zorlugunu asamamistir. Ayrica ispatin tamamlanamasinin bir diger nedeni de
OA4’iin ispat siirecinde argiimantasyondaki diisiincesinden farkli bir diisiince ile devam

etmesi olabilir.

OA4’iin Problem 2 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimmin Analizi

OA4’den hipotezini dogrulamak igin farkli bir ispat yontemi se¢mesi istendiginde
timevarimla ispat yOntemini se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi indiiktiftir. Buradan
anlasilmaktadir ki arglimantasyon ve ispatin yapisi ayni oldugunda iki siire¢ arasinda

yapisal siireklilik vardir.
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OA4 matematiksel indiiksiyon yapmaya basladiginda yapisal argiimantasyon siireci

yasadig1 gdzlemlenmistir.

n=2 igin n* + 4 = 20 oldugundan asal degil. n i¢in n* + 4 ifadesinin asal olmadigin

kabul edelim ve (n+1) i¢in asal olup olmadigina bakalim.
m+D*+4=n*+4n>+6n>+4n+1+4
=n*+4+4n3+6n*+4n+1

Kabulden dolay1 n* + 4 asal degil. 4n® + 6n? + 4n ifadesi cift say1 oldugundan asal
degil. 1 zaten asal sayr degil. Bu asal olmayan sayilar1 topladigimizda asal olur mu

acaba? Asal olmayan sayilar 6+8+1=15 asal olmadi. Ama bu 6zel 6rnek garantilemez.

Sekil 175. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii icin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig: ispat stireci (1)
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D.:n icin n* + 4 asal degil 5 Coofn+1)*+4=n*+4+4n*+6n’+4n+1

!

Sayisal hesaplama kurallan

i

Cebirsel alan

Dg:(n+1)*+4=n*+4+4n+6n°+4n+1 | — > Cg:4n? + 6n? + 4n sayist
T asal say: degildir

4n® + én? + 4nifadesi ¢ift sayadir

1

Cebirsel alan

Dg:n* +4, 4n® +6n? +4n 5 Copn+1)3+4=n*+4+m¥P+6n?+4n+1
ve 1 asal savi degil T

Asal olmayan 6, §, 1 in toplam 6+8+1=15 asal degil

i

Aritmetik Alan

Sekil 176. OA4'iin ikinci problemin ¢oziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin (1) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4 Cy iddiasiin dogrulugundan emin olamaz. Ciinkii gerekcesinin 6zel bir 6rnek
oldugunu ve bunun da iddiay1 garantileyemeyecegini diistinmektedir. Bunun iizerine bagka

seyler arar ve yeniden yapisal argiimantasyon siireci yasar.

Acaba tekligine ciftligine mi baksak? N ¢ift tamsay1 olursa C+C+T=T ve n tek tamsay1
olursa T+C+T=C olur. n tek ise ifade ¢ift oldugundan asal degildir. Ancak n cift ise

ifade tek olur o zaman da asal m1 degil mi bilemeyiz.

Sekil 177. OA4'tin ikinci problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siireci (2)
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Dyp:ntektamsay | ——= Cig:(n + 1)* + 4 say1s1 asal degil

!

T+C+T=C olur ve cift tamsayilar 2 ile bolinir

f

Cebirsel alan

D,,:n cift tamsayi 5 | Diai?

I

CATHC=T wve tek savilar asal mu degil mi?

Sekil 178. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig: ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4 bu yapisal argiimantasyon siirecinde iki dediiktif adim atmstir. ilkinde adimim
sonucunda bir iddia ortaya koyabilirken ikincisinde bir iddia ortaya koyamamaistir. Bunun
nedeni iddiay1 olusturmak ig¢in ihtiyaci olan elemanlar1 bulamamasi olabilir. Bu durum

OA#4’iin ispat1 tamamlayamamasina neden olmus olabilir.

OA#4’iin argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal siireklilik vardir. Yapilandirict
argiimantasyondan sonra ortaya c¢ikan ilk yapisal arglimantasyon siirecinde kontrol alani
hem aritmetik hem de cebirsel olan atilmistir. Dolayisiyla iki siire¢ arasinda biligsel
siireklilik kurulmustur. Ancak OA4 buna ragmen ispati basariyla tamamlayamamistir. Bu
durum cebirsel problemlerin ¢dziimiiniin giiglii dediiktif yapisindan kaynakli olabilir. Ikinci
yapisal argiimantasyon siirecinde atilan dediiktif adimlarin kontrol alani cebirsel
oldugundan burada iki siire¢ arasinda bilissel mesafe gozlemlenmektedir. OA4 yapisal
streklilige ragmen bu bilissel mesafeden kaynakli olarak ispati tamamlayamamis
olabilecegi gibi yine cebirsel problemlerin giiclii dediiktif yapisindan kaynakli olarak da
ispat1 tamamlayamamis olabilir. OA4 her iki durumda da ¢oziimdeki dediiktif zincirin

zorlugunu asamamuis olabilir.
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OA4’iin Problem 2 de Tercih Ettigi Uciincii Ispat Teknigine Yonelik
Bulgularinin Analizi
OA4’den hipotezini dogrulamak icin farkli bir ispat teknigi secmesi istendiginde celiskiyle
ispat1 se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist abdiiktiftir. Buradan anlasilmaktadir ki

argiimantasyon ve ispatin yapisi ayni oldugunda iki siire¢ arasinda yapisal mesafe vardir.

Kabul edelim ki n* + 4 asal olsun. O zaman bélenleri +1,—1,n* + 4ve — (n* +4)
olur. Onlardan bagka boleni oldugunu bulmam lazim. n ¢ift tamsayi ise n=2k tipindedir.

k € N dir.
n*+4=0Q2k*+4=4%%*+4

olur. Bu say1 da daima 4 ile béliiniir. Yani n ¢ift ise 4, n* + 4 {in bir bolenidir. Fakat
n* + 4 asal sayrydi. Dolayisiyla geliski olur. n tek tamsay1 ise n=2k+1tipindedir. k € N
dir.

2k + D)* = Qk)* + 4(2k)3 + 6(2k)* + 4(2k) + 1 + 4

Sekil 179. OA4'in ikinci problemin ¢oziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siireci

Dyq:? _— Cy,: n* + 4 asal say1 olsun

|

Celiskive ulasma

OA4’iin ispat siirecinin yapisi abdiiktif oldugundan siirece abdiiktif adimla baslamistir.

Burada amac1 C;, iddiasinin dogrulugunu veya yanliglhigini géstermektir.

Dy5:n cift savi olsun _ Ciz:n=2k,k €N

T

Sembolik gésterim

Sekil 180. OA4'iin ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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OA4’iin bu adimda kullandig1 sembolik gdsterim ¢ift tamsayilarin 2k biciminde

yazilabilmesidir.

qu_: !:-13 = C14: Tl4 +4 = 4‘2k4 + 4

|

Cehirsel islemler

!

Cebirsel ve anitmetik alan

Dyc:Cya Cig: n* + 4 asal dﬂgﬂ

4]4%K4 + 4

Dye: Cys - 5 Cig: €4, iddias: vanlistir

OA4 ilk durum icin C;, iddiasinin yanhshgini gosterebilmistir. Simdi ikinci durumu
inceleyerek yanlishigini géstermeye ¢alismaktadir.

D;:ntektamsayt | — = Cin=2k+1,kEcEHN

I

Sembolik gésterim

Sekil 181. OA4'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)
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Dyg: Cy7 Cya: (R4 + 4(2K) 3 + 6(2K) 2 + 4(2k) +1 + 4

—_—

I

Cebirsel islemler

|

Cebirsel ve aritmetik alan

'Dl'}: CIB —_ = Cl'}: ?

OA4 burada C;g iddiasmndan sonra devam edememistir ve dolayisiyla ispati
tamamlayamamigtir. Buradaki dediiktif adimlari devam ettirebilecek 1se yarar

elemanlar1 bulamamustir.

Sekil 182. OA4'in ikinci problemin ¢dziimii igin tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (3)

OA4’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken ispat
slirecinin igerik sisteminin kontrol alanit hem aritmetik hem cebirseldir. Dolayisiyla ispat
stirecinde atilan adimlardan bazilarinin kontrol alaninin hem aritmetik hem de cebirsel
olmasi iki siire¢ arasinda bilissel siireklilik saglamistir. OA4 bilissel siireklilik olmasina
ragmen ispatt tamamlayamamistir. Bu durumun sebebi secilen ispat tekniginin bu
problemin ¢6ziimii i¢in dogru teknik olmamasi olabilir. Ayrica cebirsel problemlerin giiclii

dediiktif yapisindan kaynakli OA4 dediiktif zincirin zorlugunu asamamis olabilir.
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OA#4’iin Problem 3’e Yonelik Bulgularimin Analizi

OA4’iin Problem 3 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

Problem 3: Ardisik ve sifirdan farkli her iki dogal sayinin ¢arpiminin bir tam kare olup

olmadigi hakkinda ne s6yleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlaymiz.

Sekil 183. Ugiincii matematiksel problem

OA4 hipotezini olustururken 1, 2, 3, 4, 5, 6 ardisik sayilarmi sirasiyla ikili olarak
carpmistir ve bunun {izerine ardisik iki tamsayinin ¢arpiminin tam kare olmadigi hipotezini
olusturmustur. Hipotez sayisal hesaplamalarin genellemesi olarak yapilandirildiginda
argiimantasyonun igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmistir. OA4’{in
arglimantasyonunun yapist yapilandirict argiimantasyon olup bu siiregte indiiktif

arglimantasyon gozlemlenmistir.

Tam kare olup olmadigini sdylemek i¢in denesem. a sifirdan farkli bir dogal say1 olsun.
a=1 ig¢in 1.2=2

a=2 i¢in 2.3=6

a=3 i¢in 3.4=12

a=4 i¢in 4.5=20

a=5 i¢in 5.6=30

O zaman ardigik iki tamsaymin ¢arpimi tam kare degildir.

Sekil 184. OA4'iin {iciincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon
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D,: Problem metni | — = €y a=ligin 1.2=1

T a=2 icin 2.3=6

Sayisal hesaplama lurallan

!

Aritmetik Alan

OA4 buna benzer bagka argiimanlarda yapilandirmis olup sonunda hipotezini sayisal

orneklerin genellemesi olarak soyle yapilandirmistir:

D,: Onceki argiimanlar — C,: Sifirdan farkli ardisik iki dogal sayinin
T carpimi (a(at1)) tam kare degildir.

Ornekler iizerine kurulu genelleme

Sekil 185. OA4'in fiiciincii problemin ¢dziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun
Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4 simdi hipotezini dogrulamak icin ispat yapmak zorundadir ve bunun icin ispat
teknigini celiskiyle ispat olarak seg¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisi abdiiktiftir. Buradan
anlasilmaktadir ki arglimantasyonun ve ispatin yapisi farkli oldugundan argiimantasyon ve

ispat siiregleri arasinda yapisal mesafe vardir.

OA4 ispat yapmaya basladiginda diisiindiigii ilk ¢oziim yolunda {ii¢ farkli yapisal

argiimantasyon siireci yasadig1 gozlemlenmistir.

Bir say1 a olsun. Ardigig1 yani 1 fazlasi a+1 olur.
ala+1)=x?=a’+a=x*
Sa=x*-a’=x-a)(x+a)=a

Buradan bir sey gelmeyecek gibi duruyor.

Sekil 186. OA4'in iigiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig1 birinci yapisal argiimantasyon siireci
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D5:? 5 Cyala+ 1) =x?

I

Celiskive ulasma

Dyala+1) =x? _— Cuolx—a)x+a)=a

T

Cebirsel islemler

I

CebirselAlan

OA4 C, iddiasin1 olustururken cebirsel islem kurallarindan iki kare farkim yazabilmeyi

kullanmustir.

Sekil 187. OA4'iin iiciincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi birinci yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4 bu siiregte iddiasmin dogrulugunu ya da yanhshgim gosterebilecek baska adimlar
atamamistir. Argiimantasyonun igerik sistemi aritmetik iizerine temellendirilmisken bu
yapisal argiimantasyon siirecinin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirildiginden
iki siire¢ arasinda bilissel mesafe vardir. iki siire¢ arasindaki bilissel mesafenin olmasi
durumu OA4’iin ispati tamamlayamamasindaki sebeptir. Ayrica OA4 bu yapisal
argiimantasyon siirecinde yapisal ve bilissel mesafeyi azaltabilecek abdiiktif adim

atamamustir. Bu nedenle OA4 yeniden yapisal argiimantasyon siireci iiretmistir.
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a? + a bir seyler ekleyip ¢ikarsam tam kare yapabilir miyim diye diisiindiim ama zaten

tam kare olmadigini biliyorum.
a*+a+a—a+1—1=x?
a’?+2a+1—-(a+1)=x?
(a+1?*—(a+1)=x2

Bu benim ne isime yarayacak. Bir saymin karesinden kendisini ¢ikardigimda tam kare

elde edemem ki zaten. a=1 desem 4-2=2, a=3 desem 16-4=12 oluyor. Bunlar da tam

kare olmuyor.

Sekil 188. OA4'iin iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat slirecinde yasadig ikinci yapisal argiimantasyon siireci

D::a?+a = x? N Ce:al+a+a—a+1—1=x°

T (a+1)2—(a+1)=x°

Cebirsel islemler | «——— E: Tam kare degil

T

B:a=ligin x* =2

Cebirsel alan

a=3igin x* = 12

T

Aritmetilk alan

Sekil 189. OA4'in iigiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadig: ikinci yapisal arglimantasyon siirecinin Toulmin modeline entegre
edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4 yine bu siirecte de iddiasinin dogrulugunu ya da yanhshgimi gosterebilecek baska
adimlar atamamistir.  Arglimantasyonun icerik sistemi aritmetik alan iizerine
temellendirilmisken yapisal argiimantasyon siirecinin igerik sisteminin hem aritmetik hem
de cebirsel alan iizerine temellendirilmis olmasi iki siire¢ arasinda bilissel siireklilik
saglamistir. Ancak atilan dediiktif adimlar1 devam ettirebilecek ise yarar elemanlarin
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bulunamamis olmasi nedeniyle OA4 ispati tamamlayamanustir. Bu nedenle yeniden

yapisal argiimantasyon siireci tiretmistir.

Peki x e asal say1 desem. Bunun kendisinden ve 1 den baska boleni yok ya.. a(a+1)=x.X
yazsam. Buradan a=x veya a+1=x olur. Bu durumda celigki olur. Peki x ya asal say1
degilse...

Sekil 190. OA4'iin iigiincii problemin ¢6ziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi li¢iincii yapisal arglimantasyon siireci

Dg:? — C.: x asal say1 olsun

I

Asal savilann kendisinden ve 1 de baska béleni voktur

OA4 bu siiregte yalnizca abdiiktif adim atar ve sonrasinda da ispatlama siirecine baslar.

Atilan bu abdiiktif adimin kontrol alanm cebirseldir.

Ds: Cy - s Cr:alatlx xise a=x ve atl=x

!

Cebirsel islemler

[

Cebirsel alan

Ds: Cg S Cr:alatlxxisea=x veatl=x

Cebirsel islemler

M

Cebirsel alan

Sekil 191. OA4'in {igiincii problemin ¢6ziimii igin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinde yasadigi lcilincli yapisal argliimantasyon siirecinin Toulmin modeline
entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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DB: C? E— CB: 0=1

a=a+l

i

Cebirsel Alan

Dg: Cg _ Cq: x asal say1 olsun kabuli yanlistir

OA4 bu siirecte attig1 abdiiktiif adimin yanhshgni gdsterebilmistir. Ancak ispat
tamamlanmamistir ve OA4 {igiincii yapisal argiimantasyonun {iiincii kisminda attig

abdiiktif adimla devam etmek istemistir.

Dyp:? - 5 C,y: x asal say1 olmasin

I

Asal sayi kabuli yanhs oldugundan
diger olasihiklar incelenmeli

Sekil 192. OA4%in f{igiincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi celiskiyle ispati
kullandig1 ispat siirecinde yasadigi {igiincii yapisal argiimantasyon siirecinin Toulmin
modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)

OA4’iin iigiincii yapisal argiimantasyonunda iki abdiiktif adim gdzlemlenmistir. Ancak
ikinci abdiiktif adimdaki iddiasinin dogrulugunu veya yanhishigini gosterebilecek dediiktif
adimlar ~ atamamistir.  Argiimantasyonun  icerik  sistemi  aritmetik  {izerine
temellendirilmisken  ispat  siirecinin  igerik  sistemi  cebirsel alan  {izerine
temellendirildiginden iki siire¢ arasinda bilissel mesafe vardir. OA4’iin bu siiregte attig
abdiiktif adimlar iki siire¢ arasindaki yapisal ve biligsel mesafeyi azaltamadigindan ve
Oogretmen adayr son abdiiktif adimdaki iddiasinin dogrulugunu ya da yanhishgini

gosterebilecek dediiktif adimi atamadigindan ispati tamamlayamamaistir.
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OA4 ispat yontemini degistirmeyip ¢oziim yolunu degistirerek siirece devam etmistir. Bu

sirada OA4 direkt olarak ispata tesebbiis etmistir.

Kabul edelim ki x* = a? + a olsun.
x*—a’=a=>x—-a)(x+a)=a
olur. a nin ¢arpanlart a ve 1 olsun. O zaman
x—a)(x+a)=a.1l

olur. Buradan (x —a) = 1ve (x + a) = a olsun. O zaman x = a + 1 ve x = 0 olur ki
bu yanlistir. Ciinkii x = 0 olmasi i¢in a ve a + 1 den birinin 0 olmas1 gerek ancak
sifirdan farkli ardisik sayilarla ilgileniyorduk. Diger bir duruma bakarsak
(x—a)=ave(x+a)=1buradan da x =1 — a ve x = 2a olur ki bu da yanlistir.
Ciinkii a > 1 dir. Yani a = 1 olursa yine x = 0 olur ki bu durumun yanlighig1 6nceki
durumda gorilmiistii. a > 1 olursa (x + a) nin a ve 1 ¢arpanlarinda biiyiik olan a ya

esit olmasi gerekir ki (x + a) = 1 dir.
a nin ¢arpanlar1 p ve q olsun. Yani

(x—a)(x+a)=p.q

Buradan x —a=pvex+a=q olur ki x=a+pvex =q—a dir. (g >p) Ama
buradan ne gelir. x =a+pyadax = q — a ya esit.

x?=(a+p)?>= a’+a=a?+2ap+p?
= a(l-2p) =p?...(1)
x’=(@q—-a)>= a’+a=q*—-2qa+a?
=a(l+2q9)=q¢%...(Q2)

(OA4 (1) ve (2) denklemlerini oranlayarak isleme devam etmistir.)

Sekil 193. OA4'iin iigiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi geliskiyle ispati kullandig
ispat stireci (2)
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1-2p
1+ 2q

P
= (5)2
q* — 2pq* = p* + 2qp* = q* —p® = 2pq® + 2qp°
q> —p® =2pq(q +p)
(@ —p)(q+p) =2pq(q +p)
q-p

(q—p)=2pq=>pq=T=a

Donitip dolasip ayni1 seyleri yaziyorum sanki.

Sekil 194. OA4'iin {i¢iincii problemin ¢dziimii icin tercih ettigi ¢eliskiyle ispat1 kullandig1
ispat stireci (2)

Dll:? } C:Ll:xz = ﬂ.z +a

!

Celiskive ulasma

OA4 ispata abdiiktif adimla baslayrp bu adimdaki iddiasmin dogrulugunu ve ya

yanlishigini géstermek i¢in devam etmektedir.

Dys: Cyq _ Cizilx—alx+a)=a1l

Cebirsel hesaplama kurallan

A

Cebirsel alan

OA4 bu adimda cebirsel hesaplama kurallarindan iki kare farkin1 bulma ve carpanlara

ayirma kurallarini kullanmistir.

Sekil 195. OA4'iin iigiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi geliskiyle ispat1 kullandig1
ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (1)
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—_— |C13:x—a:1vex+a:a

Cebirsel iglemler

I

Cebirsel alan

Dy4:C43 _= Cigrx =10

Cebirsel islemler

f

Cebirsel alan

Dyg: Cya - = C,s: Cy5 iddiast yanlistir

I

sifirdan farkli ardisik sayilar istendiginden x = 0

OA4 C,5 iddiasinin yanlis oldugu sonucuna ulasmis ve bunun {izerine D;5 verisine geri

doniip yeni bir iddia ortaya atmuistir.

Dyc: Dyg - Cigix—a=avext+ta=1

!

Cebirsel islemler

!

Cebirsel alan

Sekil 196. OA4'iin {iglincii problemin ¢6ziimii igin tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (2)
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OA4 (4 iddiasinin yanls oldugu sonucuna ulasmis ve bunun iizerine C;, iddiasinin da
yanlis oldugu sonucuna ulasmistir. Buradan D;, verisine donerek ispat siirecine devam

etmeye ¢alismistir.

Dym: Cye T. C,y;: C, iddias1 yanligtir

a =1 oldugundan carpanlardan
bivik olan x + a # 1 dir

!

Cebirsel alan

Dyg:Dy5 - 5 Cig:lx—a)(x+a) =a=p.q,.pgEN

[

Cebirsel hesaplamalar

!

Cebirsel alan

Dyg: Cyg — = Cigx—a=prex+ta=q

|

Cebirsel islemler

!

Cebirsel alan

Dyp: Cys T Cop:g —p =2pg

Cebirsel iglemler

!

Cebirsel Alan

Sekil 197. OA4'in iigiincii problemin ¢dziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat stirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (3)
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D31:Cop —_— Ca1:7?

Sekil 198. OA4'in iigiincii problemin ¢6ziimii i¢in tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin (2) Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi (4)

OA#4’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmisken ispat
stirecinin igerik sistemi cebirsel alan lizerine temellendirildiginden iki siire¢ arasinda
biligsel mesafe vardir. Katilimei iki siire¢ arasindaki yapisal ve biligsel mesafeden kaynakli
ispat1 tamamlayamamistir. Eger OA4 ispat sirasinda yasadigi yapisal argiimantasyon
strecinde attig1 abdiiktif adimlar1 dediiktif adima déniistiirebilseydi ve bu yapisal
arglimantasyon siirecinde attig1 bazi adimlarin kontroliinii aritmetik alan ile yapsaydi
biligsel mesafeyr azaltarak ispati tamamlayabilirdi. Ancak bu olasiliklar siiregte

gbézlemlenememistir.

OA4’iin Problem 3 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularmmin Analizi

OA4’den hipotezini dogrulamak igin farkli bir ispat yontemi se¢mesi istendiginde
tiimevarimla ispat teknigini segmistir. Dolayisiyla OA4 burada matematiksel indiiksiyon
gerceklestirdiginden ispatin yapist indiiktiftir. Buradan anlagilmaktadir ki arglimantasyon

ve ispat siireCinin yapisi ayni oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal stireklilik vardir.

a=1 i¢in 1.2=2 tam kare degildir.

a icin hipotez dogru olsun. Yani a(a + 1) = a? + a tam kare degildir. a+1 i¢in dogru

mudur?
(a+D(@+2)=a*+2a+a+2=a*+a+2(a+1)

a’? + a tam kare degil tamam ama 2(a+1) ekleyince ne olur? Onu bilemedim. Aslinda

tam kare degil. Clinkii deger verdigimde tam kare olmuyor. Ne sdyleyebiliriz acaba?

Sekil 199. OA4'iin iiglincii problemin ¢6ziimii igin tercih ettigi tiimevarimla ispat teknigini
kullandig ispat siireci
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Dyy:ala+1)=a’*+a Cop:la+1Ma+2) =a?’+a+2(a+1)
tam kare degil T

Cebirsel islemler

!

Cebirsel ve aritmetilc alan

D,q: sayisal degerler | C,-a” +a+ 2(a+ 1) tam kare degil

T

Savisal hesaplama kurallan

|

Aritmetilc alan

Sekil 200. OA4'in {igiincii problemin ¢dziimii igin tercih ettigi timevarimla ispat teknigini
kullandig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan {izerine temellendirilmisken
yapisal arglimantasyonunun igerik sistemi hem aritmetik hem de cebirsel alan iizerine
temellendirilmistir. Dolayisiyla yapilandirict arglimantasyon ile yapisal argiimantasyon
arasinda bilissel siireklilik vardir. iki siireg arasinda yapisal ve bilissel siireklilige ragmen
OA4 ispati tamamlayamamistir. Bunun sebebi OA4’iin yapisal argiimantasyon siirecinde
en son attigr dediiktif adim ile ispatin tamamlanmadigini diisiinmesi ve ispati
tamamlayabilecek ise yarar elemanlar bulamamasi olabilir. Ise yarar elemanlar bulamayp
yeni bir dediiktif ya da abdiiktif adim atamamas1 da cebirsel problemlerin giiclii dediiktif

yapisindan kaynaklanabilir.

OA4 ispat yontemini degistirmeden “sifirdan farkli ardisik iki dogal sayinin ¢arpimi tam
kare degildir.” hipotezini ispatlamak i¢in yeniden yapisal argiimantasyon siireci yasamistir.

Bu yapisal arglimantasyon siire¢ genelleme temelli indiiktif bir argimantasyondur.
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1.2=2

2.3=6 ve sonucun bir 6nceki sonuca gore artis miktar1 4
3.4=12 ve sonucun bir 6nceki sonuca gore artis miktar1 6
4.5=20 ve sonucun bir dnceki sonuca gore artis miktar: 8
5.6=30 ve sonucun bir dnceki sonuca gore artis miktar1 10
6.7=42 ve sonucun bir 6nceki sonuca gore artig miktart 12

7.8=56 ve sonucun bir 6nceki sonuca gore artig miktar1 14

(n-1)n=a ve sonucun bir dnceki sonuca gore artis miktari 2(n-1)
n(n+1l)=a+2n
(n+1)(n+2)=?

Sekil 201. OA4'iin iigiincii problemin ¢oziimii igin tekrar yasadig1 argiimantasyon siireci

1= T I=24+2 72
D, 12=2 | — 5 |, 23=2+22

f

Sayisal hesaplama kurallan

i

Aritmetik alan

Dog: Cay e C,s : 3.4=6+2.3

[

Sayisal hesaplama kurallan

I

Aritmetik Alan
D3y = Cyy . h—1n=a
€24 2 Cpg T nin+1)=a+2n

Siirec genelleme

Sekil 202. OA4'in iiciincii problemin ¢dziimii i¢in tekrar yasadig1 argiimantasyon siirecinin
Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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Bu durumda OA4 matematiksel tiimevarim yapmak igin ihtiyaci olan tiim elemanlara
sahiptir. Siire¢ genelleme ile 6gretmen aday1 iki ardisik sayinin ¢arpiminin sonucunun bir
onceki ardisik saymin carpiminin sonucu ile ilk terimin iki katinin toplami oldugu
baglantisin1 elde etmistir. Bu baglantidan yola ¢ikarak n(n+1) ardisik sayilarmin

carpiminin sonucunu diigiintip (n+1)(n+2) i¢in sonucu uyarlamistir.

n=1 i¢in 1.2=2 tam kare degil. n i¢cin dogru olsun. Yani
nn+1)=n?4+n=2n+a
-n=a
tam kare degildir. n+1 i¢in dogru mudur?
n+1)(n+2)=a+2n+2(n+1)
n?+3n+2=a+4n+2

—n=a

oldugundan n+1 i¢inde ardisik iki dogal saymin ¢arpimi tam kare degildir.

Sekil 203. OA4'iin iigiincii problemin ¢dziimiinde tekrar tercih ettigi tiimevarimla ispat
teknigini kullandig: ispat siireci

D, :nvent] ardisik iki dogal sayt | ———= | Coin(n+1)=n?—-n=a

T

Cebirsel hesaplama kurallan

i

Cebirsel alan

Dyg:nn+1)=n*-n=a | — s | Ce:(n+1)(n+2)=a+2n+2(n+1)

T

Siireg genelleme

Sekil 204. OA4'iin {iciincii problemin ¢dziimiinde tekrar tercih ettigi tiimevarimla ispat
teknigini kullandig1 ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore

analizi (1)
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Dygiln+1)n+2)=a+2n+2(n +1) ——=| Oy :Stfirdan farkhh ardigk  ikd
dogal sayimn carpimu tam kare

Cebirsel islemler

A

Cebirsel alan

Sekil 205. OA4'in iigiincii problemin ¢oziimiinde tekrar tercih ettigi tiimevarimla ispat
teknigini kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore
analizi (2)

OA#4’iin argiimantasyonunun yapis1 indiiktiftir. Bu indiiksiyon sonug genelleme temellidir.
Argiimantasyonun ardinda OA4 tiimevarimla ispata baglamadan &nce yapisal
arglimantasyon siireci yasamistir. Bu yapisal argiimantasyon siire¢ genelleme temelli bir
indiiktif argiimantasyondur. Yasanan bu silire¢ tiimevarim yoluyla ispati yapmak igin
gerekli elemanlarin toplanmasini saglamistir. OA4’{in argiimantasyonunun igerik sistemi
aritmetik alan iizerine temellendirilmisken ispatin icerik sistemi cebirsel alan {iizerine
temellendirilmistir. Yani iki slire¢ arasinda bilissel mesafe vardir. Yasanan yapisal
argiimantasyon siirecinde atilan adimlarin kontrol alan1 hem aritmetik hem cebirsel olmas1
iki siire¢ arasindaki bilissel mesafenin azalmasin saglamistir. iki siire¢ arasindaki yapisal

ve bilissel siireklilik OA4’iin ispat1 basaryla tamamlamasini saglamstir.

OA4’iin Problem 4’¢ Yénelik Bulgularinin Analizi

OA4’iin Problem 4 de Tercih Ettigi Birinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

Problem 4: 0#x€ R i¢in x +§< 2 ise 0 zaman X in negatifligi ya da pozitifligi

hakkinda ne sdyleyebilirsiniz? Varsayiminizi ispatlayiniz.

Sekil 206. Dordiincli matematiksel problem

OA4 hipotezini olustururken sayisal hesaplamalar yapmus ve hipotezini xeR~ olarak
olusturmustur. OA4 hipotezini olusturdugu argiimantasyon sirasinda sayisal hesaplamalar
yaptigindan bu siirecin igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmistir. Ayrica

OA4 argiimantasyon sirasinda hipotezini sayisal 6rnekleri genelleyerek elde ettiginden
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stirecin yapist yapilandirict argiimantasyon olup bu siiregte indiiktif arglimantasyon

gozlemlenmistir.

x=1 i¢in x + i =1+ % < 2 olur ki 2=2 oldugundan bu yanlistir.
Xx=2 i¢in 2+% < 2 olur ki 2,5<2 oldugundan bu yanlistir.

x=0,9 i¢in 0,9 + Klg < 2 olur ki 2,1 <2 oldugundan bu da yanlistir.
x=-0,5 icin —0,5 + ﬁ < 2 olur ki -2,5<2 dogrudur.

x=-1 igin —1 + = < 2 olur ki -2<2 dogrudur.

Dolayisiyla xeR™ dir.

Sekil 207. OA4’iin dordiincii problemin ¢oziimii sirasinda yasadig1 argiimantasyon

D;-Problem metni - Cyx=09 iu;.in. 21 =2 oldugundan bu da yanlistir.
T x=-0.5igin -2.5<2 dogrudur.

Sayisal hesaplama kurallan

|

Aritmetik Alan

D:: Onceki argiimanlar — CoixelR™

|

Omekler fizerine kurulu genelleme

Sekil 208. OA4'in dordiincii problemin ¢oziimii sirasinda yasadigi argiimantasyonun
Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OAA4 hipotezini dogrulamak igin ispat yapmaya baslamis ve ispat teknigini celiskiyle ispat
olarak se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapist abdiiktiftir. Buradan anlasilmaktadir ki

arglimantasyonun ve ispat siirecinin yapis1 farkli oldugundan iki siire¢ arasinda yapisal

mesafe vardir.
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Kabul edelim ki xeR*olsun.

x> +1
<2

1
x+—-<2 =
X

=x?+1<2x
=x’+1-2x<0
= (x—-1)2<0

Fakat bir reel sayinin karesi sifirdan kiigiik olamayacagindan bu ¢eliskidir. Dolayisiyla

xeR~dir.

Sekil 209. OA4'in dordiincii problemin ¢dziimiinde tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siireci

OA4 ispata abdiiktif adim atarak baslamistir.

Dy: 7 BN Cy:xeR*
(eliskiyve ulasma
D4:Cavex+i~=‘:2 - Co(x—1)" <0
X

T

Cebirsel islem adimlan

!

Cebirsel Alan

De(x—1)° <0 — = Co:xelR™

Bir reel sayinin karesi sifirdan kdigitk olamaz.

M

Cebirsel Alan

Sekil 210. OA4'in dérdiincii problemin ¢dziimiinde tercih ettigi celiskiyle ispat1 kullandig
ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi
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OA4’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan {izerine temellendirilmisken
ispatin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle iki siireg
arasinda bilissel mesafe vardir. OA4 iki siirec arasindaki bilissel ve yapisal mesafeye
ragmen ispatt basartyla tamamlayabilmistir. Bunun sebebi cebirsel problemlerin
¢cOziimiinlin giiclii dediiktif yapist ve ispat siirecinin baglangicinda atilan abdiiktif adimin

dediiktif adima doniistiiriilebilmesi olabilir.

OA#4’iin Problem 4 de Tercih Ettigi ikinci Ispat Teknigine Yonelik

Bulgularimin Analizi

OA4’den hipotezini dogrulamas: icin farkli bir ispat ydntemi se¢mesi istendiginde
dogrudan ispat teknigini se¢mistir. Dolayisiyla ispatin yapisit dediiktiftir. Buradan da
goriilmektedir ki arglimantasyon ve ispatin yapisi farkli oldugundan iki siire¢ arasinda

yapisal mesafe vardir.

x> +1

1
X+;<2:> <2

x%+1

= —-2<0

2
x“+1-2x
<0

X

_1\2
X

(x-1)?
x

(x — 1)? > 0 olacagindan

< 0 olmasi i¢in x negatif reel say1 olmalidir.

Sekil 211. OA4'in dordiincii problemin ¢dziimiinde tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig: ispat stiireci
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1 x —1)°
Ds:x+;=‘:2 _— Cs:( ) =<0

T x

Cebirsel islem adimlan

|

Cebirsel Alan

D.:C, — | C:x < 0, xelR™

(x—1)* =0

I

Cebirsel Alan

Sekil 212. OA4'iin dérdiincii problemin ¢dziimiinde tercih ettigi dogrudan ispat teknigini
kullandig ispat siirecinin Toulmin modeline entegre edilmis ck¢ modeline gore analizi

OA4’iin argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan {izerine temellendirilmisken
ispatin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle iki siireg
arasinda bilissel mesafe vardir. OA4 iki siire¢ arasindaki bilissel ve yapisal mesafeye
ragmen ispati basariyla tamamlayabilmistir. Bu durum cebirsel problemlerin ¢éziimiiniin

giiclii dediiktif yapisindan kaynaklanabilir.
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BOLUM V

SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde arastirmanin bulgularina gére sonuglar ve oneriler verilecektir.

Sonugclar

Yapilan arastirmalar gostermektedir ki (Pedemonte 2008,2007) cebirsel problemlerin
coziimii giiclli dediiktif bir yapiya sahiptir. Bu nedenle bu problemlerin ¢ézliimii sirasinda
yaganan arglimantasyon ve ispat siireci arasindaki yapisal mesafe ispatin tamamlanmasinda
engel olusturmamaktadir. Ancak biligsel mesafe i¢in ayn1 durum gegerli degildir. Biligsel
mesafe ispatin olugmasinda engel teskil etmektedir. Goriilmiistiir ki ispat siirecinde
yasanan yapisal argiimantasyon siirecinde atilan adimlarin kontrol alani argiimantasyon ve
ispat siireci arasindaki biligsel mesafeyi azaltabilmektedir. Bu durumda ispat basariyla

tamamlanabilmektedir.

Ogretmen adaylar1 verilen matematiksel problemlerin ¢dziimii i¢in genellikle tiimevarimla,
celiskiyle ve dogrudan ispat tekniklerini kullanmiglardir. Sonuglar secilen ispat teknikleri

neticesinde olusan ¢oziimlere yonelik olarak olusturulmustur.

Birinci Matematiksel Probleme Ait Sonuclar
Birinci matematiksel probleme dair Ogretmen adaylarinin hipotez olusturduklar
argiimantasyonun yapist OAl de abdiiktif iken dier 6gretmen adaylarinda indiiktiftir.
OA1’in argiimantasyonunun igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmisken diger

ogretmen adaylarinin ki aritmetik alan tizerine temellendirilmistir.
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Tiimevarumla ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonucglar
Birinci matematiksel problemin ¢6ziimii i¢in dort 6gretmen adayr da tlimevarimla ispat
teknigini kullanmigtir. Tiimevarimla ispat tekniginin asamalart goz Oniine alindiginda
yapisinin indiiktif oldugu soylenebilir. Ciinkii bu ispat tekniginde amag bir genellemeye
ulasmak, genellemenin dogrulugunu gostermektir. Buradan yola ¢ikarak OA1’in
arglimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal mesafe, diger 6gretmen adaylarinin ise

arglimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal siireklilik oldugu sdylenebilir.

Ogretmen adaylarmin iKisi ispati basarryla tamamlarken ikisi yanlis tamamlamustir.
OA1’in iki siireci arasindaki yapisal mesafeye ve biligsel siireklilik vardir. Ogretmen
adayiin ispat silirecinde attig1 adimlar1 kontrol alan1 da arglimantasyon sirasinda oldugu
gibi cebirsel alan ile saglanmistir. iki siire¢ arasindaki bilissel siirekliligin OA1’in ispat1
basariyla tamamlamasi icin yeterli olmast beklenirdi. Ciinkii cebirsel problemlerin
¢cOziimiiniin giiglii dediiktif yapisindan kaynakli olarak iki siire¢ arasindaki yapisal mesafe
ispatin tamamlanmast icin engel olusturmamaktadir (Pedemonte, 2008). Ancak OA1 ispati
yanlis tamamlamistir. Bunun nedeni ise adayin ispat siirecinde ele aldigi matematiksel
kurali yanlis kullanmasidir. Diger 6gretmen adaylarindan OA2 ve OA4’iin ispat
stireclerinde attiklar1 bazi adimlarin kontrolii cebirsel alan ile saglanirken bazilarinin
kontrolii aritmetik alan ile saglanmaktadir. Bu nedenle bu adaylarin argiimantasyon ve
ispat siireci arasinda da bilissel siireklilik vardir. Dolayisiyla OA2 ve OA4 iki siireg
arasindaki bilissel siireklilik sayesinde ispati basariyla tamamlamislardir. OA3 ise iki siireg
arasindaki biligsel mesafeden kaynakli olarak ispati yanhs tamamlamistir. Ciinki
argiimantasyon stirecindeki diisiincesini ispat siirecinde cebirsel alana genelleyebilecek
dogru gerekgeler bulamamistir. Bulmus oldugu gerekce matematiksel olarak yanlig

oldugundan ispat1 yanlig tamamlamstir.

Genel olarak 6gretmen adaylar1 problemin ¢dziimiine yonelik en dogru ispat teknigine
argiimantasyon sirasinda karar vermisler ve ispat siirecinde arglimantasyon sirasindaki
diisiincelerinden kopmayip bu diisiincelerin iistiine dogru eklemeler yaparak basariya

ulasmisglardir.
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Dogrudan ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar
Birinci matematiksel problemin ¢6ziimii i¢in yalnizca iki 6gretmen adayr dogrudan ispat
teknigini segmistir. Dogrudan ispat tekniginin asamalar1 géz Oniine alinirsa; bu teknikte

verilerden iddialar olusturularak asil iddiaya ulasildigindan bu teknigin yapis1 dediiktiftir.

Dogrudan ispat teknigini secen OA1’in argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal
mesafe vardir. Adayin ispat siirecinde attigi adimlarin kontrolii hem aritmetik hem de
cebirsel alan ile saglandigindan iki siire¢ arasinda bilissel siireklilik de mevcuttur. Cebirsel
problemlerin ¢oziimiinde yapisal mesafe ispatin tamamlamasina engel olusturmadigindan
adayin ispat1 tamamlamasi beklenmektedir. Ancak OA1 ispati tamamlayamamistir. OA1’in
ispat1 tamamlayamamasinin nedeni, problemin ¢dzliimiindeki dediiktif adimlardan olusan
zinciri agamamis olmasi olabilir. Dediiktif zinciri asamamasinin nedeni de adimlar

tamamlamak i¢in gerekli olan ige yarar elemanlar1 bulamamasidir.

Dogrudan ispat teknigini segen OA2’nin argiimantasyon ve ispat siireCi arasimnda yapisal
mesafe vardir. Adayin ispat siirecinde attig1 adimlarin kontrolii hem aritmetik hem de
cebirsel alan ile saglandigindan iki silire¢ arasinda bilissel siireklilik de mevcuttur. Cebirsel
problemlerin ¢ézlimiinde yapisal mesafe ispatin tamamlamasina engel olusturmadigindan
adayin ispati basariyla tamamlamistir. Bu durum iizerinde bilissel siireklilik biiylik bir
etken oldugu gibi adayin problemin ¢oziimiindeki dediiktif adimlardan olusan zinciri

asabilecek ise yarar elemanlar1 bulmasi da bir etkendir.

Celiskiyle ispatin secildigi ¢oziimlere dair sonuclar
Birinci matematiksel problemin ¢oziimii i¢in li¢ 6gretmen aday1 geliskiyle ispati se¢mistir.
Celiskiyle ispatin asamalar1 goz Oniine alinirsa; elde bir veri olmadan ortaya bir iddia
konularak ispata baslandigindan bu teknigin yapisinin abdiiktif oldugu sdylenebilir. Bu

ispat tekniginde baslangigta ortaya konan iddianin yanlis oldugu gosterilmeye ¢alisilir.

Celiskiyle ispat1 segen OA1’in argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal siireklilik
vardir. Adayin ispat siirecinde attig1 adimlarin kontrolii hem aritmetik hem de cebirsel alan
ile saglandigindan iki siire¢ arasinda bilissel siireklilik de mevcuttur. OA1’in iki siireg
arasindaki yapisal ve bilissel siireklilik {izerine ispati tamamlamas1 beklenmektedir. Ancak
Ogretmen adayi ispati tamamlayamamistir. Bu durumun sebebi, baslangicta atilan abdiiktif
adimdaki iddianin yanhishgini gostermek i¢in atilan dediiktif adimlar1 devam ettirebilecek

ise yarar elemanlar bulunamamasidir.
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Celiskiyle ispat1 segen OA2’nin argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal mesafe
vardir. Adayin ispat slirecinde attig1 adimlarin kontrolii cebirsel alan ile saglandigindan iki
siire¢ arasinda bilissel mesafe vardir. OA?2 ispata baslarken bir abdiiktif adim atmis, sonra
bu adimin yanhshgm gostermek igin yasadigi yapisal arglimantasyon siirecinde iki
abdiiktif adim daha atmigtir. Pedemonte (2008)’e gore yapisal argiimanatsyon siirecinde
atilan abdiiktif adimlarin iki silire¢ arasindaki biligsel mesafeyi azaltmasi beklenir. Ancak
aday bu adimlarda da kontrolii cebirsel alanda saglanabilen diisiinceler iirettiginden biligsel
mesafe azalmamistir. Dolayisiyla aday iki siire¢ arasindaki bilissel mesafe sebebiyle ispati
tamamlayamamistir. Ayrica yapisal argiimanatsyon siirecinde son attig1 abdiiktif adimdaki
iddiasinin yanlhishgim gosterebilecek dediiktif adimlari tamamlamasini saglayan ise yarar

elemanlar bulamamis olmasi da ispatin tamamlanmasinda engeldir.

Celiskiyle ispat1 secen OA4’iin argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal mesafe
vardir. Adayin ispat siirecinin igerik sistemi hem cebirsel hem de aritmetik alan iizerine
temellendirildiginden iki siire¢ arasinda biligsel siireklilik vardir. Aday iki siire¢ arasindaki
biligsel stireklilige ragmen ispati tamamlayamamistir. Bu durumun sebebi 6zel bir
gerekgeyle olusturdugu iddiasini cebirsel alana genelleyememesidir. Yani problemin
coziimiindeki dediiktif adimlardan olusan zinciri tamamlayabilecek ise yarar elemanlar

bulamamustir.

Celiskiyle ispatin kullanildigi ¢oziimleri genel olarak degerlendirirsek, Ogretmen
adaylarinin ispati tamamlayamamalarinin Oniindeki en Onemli etken belki de ispat

tekniginin problemin ¢ézlimii i¢in uygun bir teknik olmamas: olabilir.

Ikinci Matematiksel Probleme Ait Sonugclar
Ikinci matematiksel probleme dair &gretmen adaylarimin hipotez olusturduklar:
arglimantasyonun yapisi tim 6gretmen adaylarinda indiiktif olup igerik sistemi aritmetik

alan tizerine temellendirilmistir.

Tiimevarumla ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonucglar
Ogretmen adaylarmin tiimii tiimevarimla ispat teknigini seg¢mis olup hepsinin

arglimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal siireklilik vardir.
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Tiimevarimla ispat teknigini secen OAl ve OA3’lin 6gretmen adaylarmin ispat
stireclerinde attiklar1 adimlarin kontrolii cebirsel alan {iizerine oldugundan iki siire¢
arasinda biligsel mesafe vardir. Adaylarin her ikisi de ispat siirecinde son attiklar1 adimda
iddiay1 ozel bir gerekce ile olusturmuslardir. Bu iddiay1 genelleyerek cebirsel alanda
gecerli  olmasim1  saglayan ise yarar elemanlar bulamadiklarindan ispati
tamamlayamamigslardir. Pedemonte (2008)’e gore ispat sirasinda yapilandirilan yapisal
argiimantasyon siirecine atilan abdiiktif adimlar ve bu adimlarin kontroliiniin
arglimantasyon sirasinda atilan adimlarin kontrolii ile ayn1 olmasi iki siire¢ arasindaki
bilissel mesafeyi azaltmaktadir. Ogretmen adaylarinin ispat siirecinde abdiiktif adim
gozlemlenmemis ancak kontrolii aritmetik alan ile saglanan bir adim gézlemlenmistir. Bu
adim adaylarin argiimantasyon ve ispat silireCi arasindaki mesafeyi azaltmis olabilir. Ciinkii
adaylarin bu adimlardaki diislince sistemleri argiimantasyondaki ile ayni olup aym
elemanlar1 kullanmiglardir. Ama biligsel mesafe ne kadar azalsa da adaylar ispati

tamamlayamamuislardir.

OA2 ispat sirasinda abdiiktif adim atmis ve bu abdiiktif adimlari dediiktif adima
doniistlirebilecek ise yarar elemanlar bulmustur. Attig1 dediiktif adimlarda ortaya bir iddia
koymasin1 saglayan gerekceler hem aritmetik alan hem de cebirsel alan da
dogrulanabilmektedir. Dolayisiyla OA2’nin argiimantasyon ve ispat siireci arasinda azalan
bilissel mesafe mevcuttur. Buna ragmen aday ispati yanlis tamamlamistir. Adayin ispati
yanlis tamamlamasinin nedeni, sectigi ispat teknigini dogru uygulamayip sadece ispati
tamamlamaya yonelik adimlar atmasidir. Buradan anlagilmaktadir ki; arglimantasyon ve
ispat siireCi arasinda yapisal ve bilissel siireklilik olmasi ispatin her zaman basariyla

tamamlanmasin gerektirmez.

OA4 ispat sirasinda iki farkli yapisal argiimantsayon siireci yasamustir. Ilkinde attig
adimlarin bazilarmin kontrolii aritmetik alan ile saglandigindan iki siire¢ arasinda biligsel
stireklilik vardir. Ancak aday ispati tamamlayamamis ve bunun sebebi iddiasini 6zel bir
gerekceyle olusturmus olup cebirsel alana genelleyebilecek ise yarar elemanlar
bulamamasidir. Ikinci yapisal argiimantsyon siirecinde ilkinden farkli bir diisiinceyle
devam etmistir. Burada atilan adimlarin kontrolii cebirsel alan ile saglandigindan iki siire¢

arasinda bilissel mesafe vardir. Bu nedenle aday ispat1 yine tamamlayamamustir.
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Adaylarin tiimiiniin ispati tamamlayamamasinin ya da yanlis tamamlamasinin nedeni,
cebirsel problemlerin giiglii dediiktif yapisi veya segilen ispat tekniginin bu problemin

¢Ozlimii i¢in uygun teknik olmamasi olabilir.

Celiskiyle ispatin secildigi ¢oziimlere dair sonuclar
Ug 6gretmen adayr celiskiyle ispat1 segmis olup OA1’in argiimantasyon ve ispat siireCi
arasinda yapisal mesafe vardir. Ogretmen adayimnin ispat siirecinde att1§1 adimlarin kontrolii
cebirsel alan ile saglandigindan iki siire¢ arasinda bilissel mesafe vardir. Biligsel mesafe

adayin ispat1 tamamlamasina engel olmustur.

OA3’iin argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda bilissel mesafe vardir. Aday ispat sirasinda
yapisal argiimantasyon siireci yasamis olup bu siiregte sectigi ispat teknigi geregi abdiiktif
adim atmistir. Adayin ispat siirecinde attigi adimlarin kontrolii cebirsel alan ile
saglandigindan siirecin igerik sistemi cebirsel alan iizerine kuruludur. Ancak adayin son
att1g1 adimda iddiay1 olusturmasini saglayan gerekc¢enin kontrolii aritmetik alan tizerinedir.
Hatta bu adimdaki diislince argiimantasyonda ortaya konulan diisiince ile benzerlik
gostermektedir. Bu nedenle bu adim iki siire¢ arasindaki biligsel mesafeyi azaltmistir.
Azalan biligsel mesafe neticesinde adayin ispati tamamlamasi beklenirken aday son attig1
adimdaki gerekgesini cebirsel alana genelleyebilecek ise yarar elemanlar bulamadigindan
ispatt tamamlayamamistir. Yani problemin c¢oziimiindeki dediiktif zincirin zorluguna

takilmistir.

Celiskiyle ispati secen OA4’iin argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal mesafe
vardir. OA4’iin ispat siirecinde attig1 adimlarin kontrolii hem cebirsel hem de aritmetik
alan ile saglandiginda iki siire¢ arasinda biligsel stireklilik vardir. Adaym iki siire¢
arasindaki biligsel siireklilige ragmen ispati tamamlayamamasinin nedeni, problemin

cozlimiindeki dediiktif zincirin zorlugunu agamamasidir.

Celiskiyle ispatin se¢ildigi ¢oziimlere genel olarak bakilirsa iki siire¢ arasindaki biligsel
streklilige ragmen ispatin tamamlanamamasinin sebebi; cebirsel problemlerin giiclii
dediiktif yapis1 veya secilen ispat tekniginin problemin ¢oziimii i¢cin uygun teknik

olmamasidir.
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Dogrudan ispat tekniginin secildigi ¢coziimlere dair sonuclar
Ogretmen adaylarindan {i¢ tanesi argiimantasyon sirasinda ortaya koyduklar1 hipotezi

dogrulamak i¢in dogrudan ispat teknigini se¢mistir.

Dogrudan ispat teknigini secen OA1’in argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal
mesafe vardir. Aday bu ispat teknigini segerek attigr adimlarda kullandig: diisiince sistemi
argiimantasyondakinden oldukea farklidir. Ispat siirecinde atilan adimlarin kontrol alani
cebirsel alan {izerine temellendirilmis oldugundan iki siire¢ arasinda biligsel mesafe vardir.
Bu durum 6gretmen adayinin ispati tamamlamasina engel olmustur. Ciinkii aday iki siire¢
arasinda baglanti kurup ispati tamamlayabilmesini saglayan diisiinceden uzaklasmistir.
Ispat siirecinde ele aldig1 diisiincesini devam ettirebilecek ise yarar elemanlar
bulamadigindan da attig1 dediiktif adimlar1 tamamlayamamistir. Yani dgretmen adayi

dediiktif zincirin zorlugunu agamamastir.

Dogrudan ispat teknigini segen OA2’nin argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal
mesafe vardir. Aday bu ispat teknigini segerek attigr adimlarda argiimantasyon sirasinda
ortaya koydugu diisiincesini cebirsel alana genellemeye c¢alismistir. Bu sirada bazi
adimlardaki gerekc¢esinin kontrolii aritmetik alan ile saglanmistir. Baz1 adimlarda ortaya
koydugu gerekce de hem aritmetik hem de cebirsel alanda dogrulanabilmektedir. Bu
nedenle 6gretmen adaymin iki siireci arasinda biligsel siireklilik vardir. Ispat siirecindeki
dediiktif adimlardan olusan zinciri basariyla asmis ve dolayisiyla aday ispati basariyla

tamamlamistir.

OA#4’iin argiimantasyon ve ispat siiregleri arasinda yapisal mesafe vardir. Adaymn ispat
siirecinde attig1 adimlarda ortaya koydugu diislince argiimantasyon siirecindekinden
farklidir. Ispat siirecinde atilan adimlarin kontrolii cebirsel alan ile saglanmis olup bazi
adimlarin kontrolii ise aritmetik alan ile saglanmistir. Ancak adaym diisiince sistemi iki
stirecte farkli oldugundan bu adimlar iki siire¢ arasindaki bilissel mesafeyi azaltamamustir.
Dolayisiyla aday bilissel mesafeden kaynakli ispat1 tamamlayamamistir. Bir diger neden de

cebirsel problemlerin gii¢lii dediiktif yapisidir.

Uciincii Matematiksel Probleme Ait Sonuclar
Ucgiincii probleme yodnelik hipotezin olusturuldugu argiimantasyonun yapist OAl’de
abdiiktif iken OA2, OA3 ve OA4 de indiiktiftir. Tiim &gretmen adaylarinmn

argiimantasyonunun igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirilmistir.
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Dogrudan ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar

Ogretmen adaylaridan yalnizca OA2 ve OA3 dogrudan ispat teknigini tercih etmistir.

OA2’nin argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal mesafe vardir. Aday ispat
sirasinda ti¢ farkli yapisal argiimantasyon siireci yagamistir. Her birinde de attig1 adimlarin
kontrolii cebirsel alan ile saglanmistir. Aday argiimantasyondaki diisiincesini ispat
stirecinde cebirsel alana genelleyerek devam etmistir. Ancak iki siire¢ arasinda bilissel
mesafe oldugundan aday ispati tamamlayamamistir. Adaymin ispati tamamlayamamasinin
bir diger nedeni de cebirsel problemleri giiclii dediiktif yapisi ve adaymn problemin

¢oziimiindeki dediiktif zincirin zorlugunu asamamasidir.

OA3’iin argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal mesafe vardir. Aday hipotezini
dogrulamak igin ispat yapmaya basladiginda yapisal argiimantasyon siireci yasadigi
gozlemlenmigtir. Bu siirecte atilan adimlarin kontrolii cebirsel alan ile saglandigindan iki
stire¢ arasinda biligsel mesafe vardir. Ancak yapisal argiimantasyon siirecinde atilan
abdiiktif adim ve sonrasinda bu abdiiktif adimin dediiktif adima doniistiiriildiigii adimda
kontrol aritmetik alan ile saglandigindan iki siire¢ arasindaki bilissel mesafe azalmistir.
OA3’iin azalan bilissel mesafe neticesinde ispati tamamlamasi beklenebilir ancak ispat
tamamlanmamistir. Ciinkli abdiiktif adimi dediiktif adima doniistiirmesine saglayan “ige
yarar” elemanlar OA3’iin sandig1 gibi isine yaramamustir. Hatta gerekgesini ciiriitmiis
ardindan da devam etmesini saglayacak gercekten isine yarayacak elemanlar bulamamastir.
Yani aday cebirsel problemleri giiglii dediiktif yapisindan kaynakli ispati

tamamlayamamustir.

Celiskiyle ispatin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar

Ogretmen adaylarinin tiimii ii¢iincii problemin ¢dziimii i¢in geliskiyle ispat1 se¢mistir.

OA1’in argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal siireklilik vardir. Aday ispat
stirecinde {i¢ farkli yapisal argiimantasyon siireci yagamis olup sectigi ispat teknigi geregi
attig1 abdiiktif adimdan farkli bir abdiiktif adim daha atmistir. Ayrica siiregte atilan
adimlarin kontrolii hem aritmetik hem de cebirsel alan ile saglandigindan iki siire¢ arasinda
azalan biligsel mesafe vardir. Buna ragmen aday ispati tamamlayamamistir. BUu durumun
sebebi attig1 abdiiktif adimi dediiktif adima doniistiirebilecek ise yarar elemanlar
bulamamasidir. Ikinci yapisal argiimantasyon siirecinde igerik sistemi hem cebirsel hem de

aritmetik alan tizerine temellendirilmis oldugundan iki siire¢ arasinda biligsel siireklilik
166



vardir. Ancak aday yine ispati tamamlayamamis ve bu sefer sebebi adayin siire¢ boyunca
yanlig bir diisiince etrafinda hareket etmesidir. Aday sonradan yanlighg: fark etmis ve
bunun {izerine sonuncu yapisal argiimantasyon silirecini yasamistir. Bu siliregte de aday
baslangigta attig1 abdiiktif adimdaki iddiasinin yanlishgini 6zel 6rneklerle gdstermis, bu

diistincesini cebirsel alan genelleyemediginden ispat1 tamamlayamamugtir.

OA2’nin argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal mesafe vardir. Aday ispat
sirasinda {i¢ farkli yapisal argiimantasyon siireci yasamistir. Tiimiinde de igerik sistemi
cebirsel alan iizerine temellendirilmistir. Bu nedenle argiimantasyon ve ispat siirecCi
arasinda biligsel mesafe vardir. Aday hem biligsel mesafeden kaynakli hem de cebirsel

problemlerin gii¢lii dediiktif yapisindan kaynakli ispati tamamlayamamustir.

OA3’iin argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda hem yapisal mesafe hem de bilissel
mesafe vardir. Aday ispati tamamlayamamis ve tamamlayamamasinin sebebi OA2’nin

sebebi ile aynidir.

OA4’iin argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal mesafe vardir. Aday ispat sirasinda
dort farkli yapisal argiimantasyon siireci yasamis olup ilkinde icerik sistemi cebirsel alan
iizerine temellendirildiginden iki siire¢ arasinda biligsel mesafe vardir. Hem biligsel mesafe
hem de cebirsel problemlerin giicli dediiktif yapisindan dolayr aday ispati
tamamlayamamistir. Ikincisinde igerik sistemi hem aritmetik hem de cebirsel alan iizerine
temellendirilmis oldugundan iki siire¢ arasinda bilissel siireklilik vardir. Ancak aday
diistincesini cebirsel alana genelleyecek ise yarar elemanlar bulamadiginda ispati
tamamlayamamistir. Ugiincii yapisal argiimantasyon siirecinde ise aday abdiiktif adim
atarak baslamistir. Ardindan bu abdiiktif adimdaki iddiasinin yanlis oldugunu
gosterebilecek, kontrolii cebirsel alan ile saglanan dediiktif adimlar atabilmistir. Ancak
ispat tamamlanmamis ve aday bir abdiiktif adim daha atmistir. Bu sefer bu adimdaki
iddiasinin dogrulugunu ya da yanhshgm gosterebilecek dediiktif adimlar atamamis ve
ispati tamamlayamamstir. Ispatin tamamlanamamasmin bir diger nedeni de iki siireg
arasindaki biligsel mesafedir. Adayin son yasadigi yapisal arglimantasyon siirecindeki

durum ise ilkindekine benzer olup ispati tamamlayamamasinin nedeni de ilkiyle aynidir.

Tiimevarimla ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonuclar
Ogretmen adaylarinmn tiimii {igiincii problemin ¢dziimii i¢in tiimevarimla ispat teknigini
secmistir.
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OAl’in argiimantasyon ve ispat siireci arasinda yapisal mesafe vardir. Ispat siirecinin
icerik sitemi cebirsel alan tlizerine temellendirilmis olup iki siire¢ arasinda bilissel mesafe
vardir. Ancak aday ispat sirasinda yapisal argiimantasyon silireci yasayip bu siirecte
abdiiktif adim atmis ve bu adimin kontroliinii aritmetik alan ile saglamistir. Dolayisiyla bu
adim iki siire¢ arasindaki bilissel mesafeyi azaltir. OA1’in atti1 abdiiktif adimi dediiktif
adima doniistiirebilecek ise yarar elemanlar bulamamasi nedeniyle azalan biligsel mesafe

ispatin tamamlanabilmesi i¢in yeterli olmamustir.

OA2 ve OA3’iin argiimantasyon ve ispat siirecleri arasinda yapisal siireklilik vardir.
Adaylarin ispat siirecinin igerik sistemi cebirsel alan iizerine temellendirilmis oldugundan
iki siire¢ arasinda biligsel mesafe vardir. Biligsel mesafe adaylarin ispati tamamlamasina
engel olmustur. Ayrica adaylar attiklar1 dediiktif adimi devam ettirip sonuca ulagsmasini

saglayacak ige yarar elemanlar bulamadiklarinda da ispati tamamlayamamislardir.

OA4’iin argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal siireklilik vardir. Aday ispat
sirasinda iki farkli diisiince kullanmustir. flkinde dediiktif adimlar atmis ve bu adimlarin
kontroliinii hem cebirsel hem de aritmetik alan ile saglanmistir. Dolayisiyla iki siireg
arasinda biligsel stireklilik vardir. Ancak aday dediiktif adimin1 devam ettirebilecek ise
yarar elemanlar bulamadigindan ispati tamamlayamamistir. Bunun iizerine aday diisiince
sistemini degistirmis ve ispat slirecine Oyle devam etmistir. Bu siirecte yapisal
argiimantasyon gozlemlenip bu arglimantasyonun yapisi siire¢ genelleme temelli indiiktif
arglimantasyondur. Yasanan bu siire¢ adayin timevarim yoluyla ispat yapmak i¢in gerekli
elemanlar1 toplamasini saglamistir. Adayin ispat siirecinin igerik sistemi cebirsel alan
iizerine temellendirilmis olup bu siirecte yasanan siire¢ genelleme temelli indiiktif
argiimantasyon siirecinin igerik sistemi aritmetik alan iizerine temellendirildiginden iki
siire¢ arasinda biligsel siireklilik vardir. Iki siire¢ arasindaki yapisal ve bilissel siireklilik

adayin ispat1 bagariyla tamamlamasini saglamistir.

Dordiincii Matematiksel Probleme Ait Sonuclar
Dordiincii matematiksel probleme dair 6gretmen adaylarmin hipotez olusturduklar
arglimantasyonun yapisi tim O6gretmen adaylarinda indiiktif olup igerik sistemi aritmetik

alan tlizerine temellendirilmistir.

Ogretmen adaylar1 bu matematiksel problemin ¢dziimii igin sadece dogrudan ve geliskiyle
ispat1 tercih etmiglerdir.
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Dogrudan ispat tekniginin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar
Dogrudan ispat teknigini segen tiim 6gretmen adaylarinin argiimantasyon ve ispat siirecleri
arasinda yapisal mesafe vardir. Adaylarinin ispat siirecinde attiklar1 adimlarin kontrolii
cebirsel alan ile saglandigindan iki siire¢ arasinda bilissel mesafe de mevcuttur. Ancak
ogretmen adaylar1 iki siire¢ arasindaki yapisal ve bilissel mesafeye ragmen ispat1 basariyla
tamamlamiglardir. Cebirsel problemlerin ¢oziimii sirasinda iki siire¢ arasindaki yapisal
mesafenin ispatin tamamlanmasinda engel olusturmadigindan sz etmistik. Ancak bu
problemde goriilmektedir ki biligsel mesafe de ispatin tamamlanmasina engel
olusturmamistir. Bu durumun nedeni, cebirsel problemlerin ¢éziimiiniin giiclii dediiktif
yapisidir. Yani 6gretmen adaylar1 problemin ¢oziimiindeki dediiktif adimlarin olusturdugu
zinciri tamamlayacak ise yarar elemanlar bulabilmislerdir. Ayrica Ogretmen adaylari
arglimantasyon sirasinda problemin ¢6zlimiinde kendilerini basariya ulastiracak dogru ispat

teknigini se¢ebilmislerdir.

Celiskiyle ispatin secildigi ¢oziimlere dair sonuglar
Celiskiyle ispat1 segen tiim 0gretmen adaylarinin argiimantasyon ve ispat siiregleri arasinda
yapisal mesafe vardir. Adaylarinin ispat siirecinde attiklari adimlarin kontrolii cebirsel alan
ile saglandigindan iki siire¢ arasinda biligsel mesafe de mevcuttur. Ancak O6gretmen
adaylar1 iki siire¢ arasindaki yapisal ve bilissel mesafeye ragmen ispati basariyla
tamamlamislardir. Bu durumun nedeni bir onceki teknik olan dogrudan ispat teknigindeki

nedenle aynidir.

Tiim problemlere ait sonuglar tek bir cati altinda toplayarak incelendiginde asagidaki

bilgiler elde edilmektedir.

1. Argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal mesafe ve biligsel siireklilik ya da
yapisal ve biligsel siireklilik oldugu durumda aday ispati tamamlayabilmektedir.
Clinkii cebirsel problemlerin ¢dziimiinde iki siire¢ arasindaki yapisal mesafe ispatin
tamamlanmasinda engel olusturmamaktadir. Bu durumda adaylar bazen de ispati
tamamlayamamustir. Ciinkii cebirsel problemlerin giiclii dediiktif yapisinda
kaynakli dediiktif adimlardan olusan zinciri asabilecek ise yarar elemanlar
bulamamaiglardir.

2. Argiimantasyon ve ispat siireCi arasinda yapisal ve biligsel mesafe oldugu durumda

beklenilen sekilde adaylar ispati tamamlayamamistir. Ancak beklenilenin aksine
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ispatin basariyla tamamlandigr durumlarda gézlemlenmistir. Bu durumun nedeni
cebirsel problemlerin giiclii dediiktif yapisinda kaynaklanmaktadir. Yani adaylar
problemlerin  ¢éziimiinde dediiktif adimlardan olusan zinciri basariyla
asabilmislerdir.

. IIk iki maddedeki beklenilenin aksine yasanan durumlar secilen ispat
tekniklerinden kaynakli olabilir. Ciinkii arglimantasyon probleme dair hipotezin
olusturuldugu ve aymi zamanda bu hipotezi dogrulayabilecek en uygun ispat
tekniginin secildigi siirectir. Adaylar genellikle ilk segtikleri ispat tekniginde
sonuca basartyla ulasmislardir. Ulasamayanlarin ise sebebi ya yanlis ispat teknigini
secmeleri ya biligsel mesafe ya da cebirsel problemin dediiktif yapisini
asamamalaridir. Ancak arastirmacinin adaylardan baska bir teknik se¢melerini
istedigi durumda adaylar genelde sonuca ulasamamislardir. Ulasmislar ise
baslangicta sectikleri teknik yanlis olup bir sonrakinden dogruyu se¢mislerdir.
Secilen ispat tekniklerine yonelik baska bir énemli sonu¢ adaylarin her birinde
gozlemlenmistir. Adaylar siirekli olarak uygulayabildikleri, kendilerine en kolay
gelen teknigi segme egilimindedirler. Ozellikle tiimevarimla ispat teknigi adaylar
tarafinda en popiiler goriilen tekniktir. Celigkiyle ispat ise aksine Ornek verme
teknigi ile karistirilan bu nedenle de adaylar tarafindan oldukg¢a zorlanilan teknik
olmustur. Adaylar devamli olarak bu teknikleri kullandiklarini iddia edip baska bir
teknik se¢cmeye yonelmemislerdir.

. Dordiincii madde g6z oniine alindiginda adaylar bazi problemlerin ¢éziimiinde;
argiimantasyon sirasinda problemin ¢0zlimii i¢in uygun olan teknigin hangisi
oldugunu diisiinmeyip kendisinin hangi teknigi uygulayabilecegini goz Oniinde
bulundurmustur.

Son olarak secilen ispat tekniginin argiimantasyon ve ispat siireci arasindaki
iliskiye —cebirsel problemlerin ¢éziimiinde iki siire¢ arasindaki yapisal mesafenin
ispatin ~ tamamlanmasinda  engel  olusturmadigindan-  etkisi  olmadig
gozlemlenmistir. Ancak secilen ispat teknigi ispatin tamamlanabilmesinde etkilidir.
Clinkii arglimantasyon sirasinda problemin ¢6ziimii i¢in en dogru ispat tekniginin
secilmesi beklenmektedir. Yani 68renciler matematiksel problemlerin ¢éziimiinde
basariya ulasma sanslarini artirabilmek ig¢in tiim ispat tekniklerini uygulayabilip,

problemin ¢6ziimiinii diigiindiigii siirecte uygun ispat teknigini kestirebilmelidir.
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Oneriler

Bu boliimde, arastirmanin sonuglari ¢ergevesinde yararli olacagi diisiiniilen Onerilere yer
verilecektir.

Egitimci ve 6gretmenler igin;

Matematiksel problemlerin ¢oziimiinde ispat basli basma bir siire¢ olmayip Oncesinde
probleme dair hipotezin olusturuldugu ve ayni zamanda uygun ispat tekniginin secildigi
argiimantasyon da oOnemli bir siirectir. Bu iki siirecin uyumlu bir biitlin olmasi
matematiksel problemlerin ¢6ziimiinde dogru sonuca ulasilmasi i¢in olduk¢a 6nemlidir. Bu
nedenle egitimcilere ve 6gretmenlere; matematiksel problemlerin ¢6ziimiinde 6grencilere
iki stire¢ i¢in de ihtiya¢ duyulan zaman firsatin1 vermeleri, 6grencilerin problemin ¢oziimii
icin uygun olan ispat teknigini Kestirmeyi sezdirebilmeleri oOnerilir. Bunun yani sira
egitimciler ve 6gretmenlere problemlerin miimkiin olan tiim ¢6ziim yollarin1 6grencilere
gostermeleri Onerilir. Clinkii verilen bir problemin miimkiin olan tiim ¢odziim yollarin
bilinmesi 6grencilere esnek diisiinebilmeyi 6gretir. Bu da baska problemlerde 6grencilerin

basariyla ¢oziime ulagsma olasiliklarint artirir.

Ogretmenlere, verilen bir ifadeye yonelik ogrencilerin kendilerinin bir hipotez
olusturmalarina ve olusturduklar1 hipotezi dogrulamak i¢in ispat yapmaya c¢aba
gostermelerine firsat veren aktiviteler diizenlemeleri onerilebilir. Ciinkii bu tip aktiviteler
ogrencilerin hem matematiksel dlisinme hem de problem ¢6zme becerilerini

gelistirecektir.

Problemlerin basariyla ¢oziime ulasabilmesinde onemli olan bir diger etken, probleme
yonelik olarak hipotezin olusturuldugu argiimantasyon sirasinda hipotezi dogrulamak igin
gerekli olan ispat teknigine karar verilmesidir. Buradan hareketle, Ogretmenlere,
ogrencilere tiim ispat tekniklerini gostermeleri, ispat tekniklerinin tiimiiniin uygulamasinin
yapilabilecegi aktiviteler hazirlamalar1 ve 6grencilere belli ispat teknikleri ile her zaman

sonuca ulasamayacaklarinin farkina varmalarini saglamalar1 6nerilebilir.
Arastirmacilar i¢in;

Cebirsel problemlerin ¢oziimiinde iki silire¢ arasindaki yapisal mesafe ispatin
tamamlanmasina engel olusturmamaktadir. Bu nedenle farkli ispat tekniklerinin secilmesi
arastirmadaki  matematiksel problemlerin  ¢Oziimiinde yapisal anlamda engel
olusturmamistir. Ancak bu durumun geometri ve analiz problemlerinin ¢oziimiinde de ayni

olup olmadiginin incelenmesi aragtirmacilara onerilir.
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Arglimantasyon ve ispat siireCi arasindaki iligkiler igerik ve yapi agisindan analiz edilmis
olup biligsel ve yapisal siireklilik durumunda ispatin basariyla tamamlandig
gbzlemlenmistir. Ancak hem yapisal hem de bilissel siirekliligin oldugu bazi1 durumlarda
ispatin tamamlanamadig olabilir. Bu ¢alismada segilen ispat tekniginin yanlis olmasindan
veya cebirsel problemlerin giiclii dediiktif yapisindan kaynakli olarak bu durumun ortaya
ciktig1 gbzlemlenmistir. Ancak cebirsel olmayan problemlerde hem yapisal hem de bilissel
stirekliligin oldugu ama ispatin tamamlanamadigi durumlara neden olan sebepler

arastirilabilir.
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