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ÖZET

1940 y�l�nda Stanislaw Ulam, Wiskonsin Üniversitesinde fonksiyonel denklemlerin
kararl�l�§� ile ilgili bir problemi ortaya koymu³tur. Donald H. Hyers bir sonraki y�l,
Ulam'�n bu sorusuna Banach uzaylar� üzerinde toplamsal dönü³ümler için k�smi
olarak bir cevap vermi³tir. Fonksiyonel denklemlerin kararl�l�k problemi, Ulam'�n bu
sorusuna Hyers'in verdi§i teoremle ba³lam�³t�r. Yakla³�k otuz y�l önce Ulam'�n
problemi ve Hyers teoreminin çe³itli genellemeleri ile ba§lant�l� olarak birçok çal�³ma
yap�lm�³t�r. 1978'de Themistocles M. Rassias, Hyers'in teoremini Banach uzaylar�
üzerinde geni³letmeyi ba³arm�³t�r. Daha sonra Ulam problemi fonksiyonel denklemler
yerine baz� diferensiyel denklemler için tan�mlan�p ara³t�r�lm�³t�r. �lk olarak Alsina
Ger 1998 y�l�nda, birinci mertebeden y′(t) = y(t) lineer diferensiyel denkleminin
Hyers-Ulam kararl�l�§�n� ara³t�rm�³t�r. Göstermi³tir ki her t ∈ I için y : I −→ R
fonksiyonu |y′(t)− y(t)| < ε e³itsizli§ini sa§layan diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise
g′(t) = g(t) denklemini sa§layan bir g : I −→ R fonksiyonu vard�r öyle ki her t ∈ I
için |y(t) − g(t)| < 3ε sa§lan�r. Bu tez çal�³mas�nsa ilk olarak baz� fonksiyonel
denklemlerin, birinci basamaktan lineer veya lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
ve yüksek basamaktan sabit katsay�l� homogen lineer diferensiyel denklemlerin
kararl�l�§� incelenmi³tir. �kinci olarak baz� özel tipte birinci basamaktan lineer
diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararl�§� incelenmi³tir. Son olarak lineer
diferensiyel denkleme dönü³ebilen Bernoulli diferensiyel denkleminin Hyers-Ulam
kararl�l�§� ispatlanm�³t�r.
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ABSTRACT

In 1940, Stanislaw Ulam posed a problem with the stability of functional equations at
the University of Wisconsin. The next year Donald H. Hyers gave a partial answer to
the Ulam's question for additive transformations on Banach spaces. Stability problem
of functional equations started with the theorem of Hyers. During the last three
decades very important contributions to the stability problems of functional
equations were given by many mathematicians. In 1978, Themistocles M. Rassias was
able to expand Hyers' theorem on Banach spaces. More than thirty years ago, a
generalization of Ulam's problem for some diferential equations was proposed and
investigated by replacing functional equations with di�erential equations. In 1998,
Alsina Ger investigated the Hyers-Ulam stability of the �rst order y′(t) = y(t) linear
di�erential equation. They proved that if a di�erentiable function y : I −→ R satis�es
|f ′(t) − f(t)| < ε for all t ∈ I, then there exist a di�erentiable function g : I −→ R
satisfying g′(t) = g(t) for any t ∈ I such that |y(t) − g(t)| < 3ε for every t ∈ I . In
this thesis, we �rstly study the stability of some functional equations, linear or
non-linear di�erential equations of �rst order and higher order homogeneous constant
coe�cient linear di�erential equations. Secondly, we prove the Hyers-Ulam stability of
some special kind of linear di�erential equations of �rst order. Finally, we prove the
Hyers-Ulam stability of Bernoulli di�erential equations that can be converted into
linear equations.
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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

R Reel say�lar kümesi

R+ Negatif olmayan reel say�lar kümesi

C Kompleks say�lar kümesi

C1(I) I üzerinde sürekli türevlenebilen fonksiyonlar uzay�

(X,D) Metrik uzay

|.| Mutlak de§er

‖.‖ Norm

∈ Eleman�d�r

⊂ Alt küme∑
Toplam sembolü

inf �n�mum, Alt s�n�rlar�n en büyü§ü

sup Supremum, Üst s�n�rlar�n en küçü§ü

max Maksimum

min Minimum

exp (x) x say�s�n�n e taban�ndaki görüntüsü

Re(z) z say�s�n�n reel k�sm�
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1. G�R��

Tarihsel olarak bak�ld�§�nda, diferensiyel denklemler ile ilgili ilk çal�³malar�n

diferensiyel denklemlerin kurucusu olarak bilinen Newton taraf�ndan yap�ld�§�

görülmektedir. Daha sonra Leibnitz, Bernoulli, Euler ve Cauchy gibi birçok bilim

insan� diferensiyel denklemlerin geli³tirilmesine ve bu denklemlerin çözümleri ile ilgili

sistematik yap�lar�n kurulmas�na katk�da bulunmu³lard�r.

Günümüzde matematik, mühendislik, �zik, kimya, biyoloji, t�p, ekonomi ve sosyal

bilimler gibi birçok uygulama alan�na sahip olan diferensiyel denklemler ile ilgili

çal�³malar h�zl� bir ³ekilde ilerlemektedir. Bu çal�³malar denklemin analitik

çözümlerinin belirlenmesi, denklemin çözümünün davran�³�n�n incelenmesi ve

denklemin çözümünün yakla³�k de§erinin belirlenmesi ³eklinde grupland�r�labilirler.

Her denklemin elemanter çözümleri elde edilemedi§inden verilen denklemin çözümünü

elde etmeksizin çözümlerin özelliklerini incelemek mümkündür. Bu anlamda

çözümlerin s�n�rl�l�§�, s�f�rlar�n�n say�s� ve da§�l�m�, sal�n�ml�l�§� ve kararl�l�§� gibi

kalitatif incelemeler yap�labilmektedir.

Bu çal�³mada diferensiyel denklemlerin kararl�l�§� ve 1940 y�l�nda Ulam taraf�ndan

ortaya at�lan ve 1941 y�l�nda Hyers taraf�ndan cevapland�r�lan bir problem ile ortaya

ç�kan Hyers-Ulam kararl�l�§� incelenmi³tir. Bu incelemeyi yaparken önce fonksiyonel

denklemler ele al�nm�³t�r. Bu çal�³mada F (x+ y) = F (x) + F (y) ve

F (xy) = F (x) + F (y) gibi fonksiyonel denklemlerin birkaç tanesi detayl� olarak ele

al�nm�³t�r.

1993 y�l�nda fonksiyonel denklemler için Hyers-Ulam kararl�l�§� Obloza taraf�ndan

diferensiyel denklemlere uyarlanm�³t�r ve 1998 y�l�nda Alsina ve Ger taraf�ndan

geli³tirilmi³tir. Bu çal�³mada bunlardan y′ = y, y′ = ay ve y′ + g (t) y = 0 gibi bir kaç

denklemin Hyers-Ulam kararl�l�§�n� detayl� olarak ele al�nm�³t�r.

Son olarak homogen olmayan diferensiyel denklemin

y′ + p (t) y = G (t, y)

³eklindeki formu ele al�nm�³ ve ilk olarak G (t, y) = q (t) özel hali al�narak

y′ + p (t) y = q (t)
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birinci basamaktan lineer diferensiyel denkleminin daha sonra G (t, y) = q (t) yn

al�narak lineer diferensiyel denkleme dönü³ebilen

y′ + p (t) y = q (t) yn

Bernoulli diferensiyel denkleminin Hyers-Ulam, Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam-

Rassias-Gavruta anlam�nda kararl�l�§� incelenmi³tir.
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2. TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu bölümde, sonraki bölümlerde ihtiyaç duyulacak olan fonksiyonel analiz, soyut

matematik ve lineer cebirden bildi§imiz temel tan�mlara ve kavramlara yer verilmi³tir.

2.1. Temel Tan�m ve Gösterimler

2.1.1. Tan�m

L bo³ olmayan bir küme ve F, reel veya kompleks say�lar cismi olmak üzere

+ : L× L −→ L

(x, y) −→ x+ y

ve

· : F × L −→ L

(α, x) −→ αx

fonksiyonlar� a³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa L kümesine F cismi üzerinde lineer uzay

(veya vektör uzay) denir.

A) L + i³lemine göre de§i³meli gruptur. Yani,

G1) Her x, y ∈ L için x+ y ∈ L dir.

G2) Her x, y, z ∈ L için x+ (y + z) = (x+ y) + z dir.

G3) Her x ∈ L için x+ θ = θ + x = x olacak ³ekilde θ ∈ L vard�r.

G4) Her x ∈ L için x+ (−x) = (−x) + x olacak ³ekilde −x ∈ L vard�r.

G5) Her x, y ∈ L için x+ y = y + x dir.

B) x, y ∈ L ve α, β ∈ F olmak üzere a³a§�daki ³artlar sa§lan�r.

L1) α.x ∈ L dir

L2) α.(x+ y) = α.x+ α.y dir.
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L3) (α + β).x = α.x+ β.x dir.

L4) (αβ).x = α.(β.x) dir.

L5) Her x ∈ F için 1.x = x dir. Burada 1, F nin birim eleman�d�r [6].

2.1.2. Tan�m

X bo³ olmayan bir küme olsun. d : X ×X −→ R fonksiyonu için,

M1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

M2) d(x, y) = d(y, x),

M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

³artlar� sa§lan�yorsa d ye X üzerinde bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay
denir ve (X, d) veya Xd ile gösterilir [4] .

2.1.3. Tan�m

X, F cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.

‖.‖ : X −→ R
x→ ‖x‖

dönü³ümü her x, y ∈ X ve α ∈ F için

N1) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0,

N2) ‖αx‖ = |α| ‖x‖,

N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

³artlar� sa§lan�yorsa ‖.‖ dönü³ümüne X üzerinde bir norm ve (X, ‖.‖) ikilisine de

normlu uzay denir [3].
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2.1.4. Tan�m

E§er bir X normlu uzay�ndaki her bir Cauchy dizisi X deki bir elemana yak�nsar ise, bu

durumda bu X normlu uzay� tamd�r denir. Bir normlu uzay, e§er tam ise bir Banach
uzay� olarak adland�r�l�r [4].

2.1.5. Tan�m

A³a§�daki özellikleri sa§layan (G, ∗) cebirsel yap�s�na bir grup denir.

G1) ∗, G'de bir ikili i³lemdir.

G2) ∗ i³leminin G'de birle³me özelli§i vard�r. Yani her a, b ∈ G için

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c

yaz�labilir.

G3) ∗ i³leminin G'de birim eleman� vard�r. Yani her a ∈ G için

a ∗ e = e ∗ a

olacak ³ekilde bir tek e ∈ G vard�r.

G4) ∗ i³lemine göre G'deki her eleman�n bir tersi vard�r. Yani ∀a ∈ G için

a ∗ a−1=a−1 ∗ a

olacak ³ekilde bir tek a−1 ∈ G bulunabilir.

2.1.6. Tan�m

(G, ∗) ve (H,∆) birer grup olmak üzere g1, g2 ∈ G elemanlar�

f(g1 ∗ g2) = f(g1)∆f(g2)

e³itli§ini sa§l�yorsa f : G −→ H fonksiyonuna G den H ye bir homomor�zma denir

[1].
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2.1.7. Tan�m

Bo³ kümeden farkl� bir G grubu üzerinde tan�ml� bir herhangi d metri§i verilsin. (G, d)

metrik uzay�na bir metrik grup denir.

2.1.8. Tan�m

F = R veya F = C olmak üzere L, F üzerinde bir vektör uzay� olsun.

f : L→ F

operatörüne fonksiyonel denir [3].

2.1.9. Tan�m

T (x + y) = T (x) + T (y) denklemine Cauchy fonksiyonel denklemi denir. Bu

denklemin herhangi bir çözümü toplamsal olarak adland�r�l�r. Di§er Cauchy

fonksiyonel denklemleri

E(x+ y) = E(x)E(y) (üstel)

L(xy) = L(x) + L(y) (logaritmik)

M(x+ y) = M(x)M(y) (çarp�msal)

denklemleridir.

2.2. Birinci Basamaktan Lineer Diferensiyel Denklemler

Bu k�s�mda, ilerideki bölümlerde kullanaca§�m�z birinci basamaktan lineer diferensiyel

denklemler ile lineer diferensiyel denklemlere dönü³türülebilen diferensiyel denklemlerin

hat�rlatmas�na yer verilmi³tir.

Öncelikle birinci basamaktan lineer diferensiyel denklemin tan�m� verilecektir.

2.2.1. Tan�m

Genel olarak a(x), b(x) ve c(x) fonksiyonlar� bir A ⊂ R alt aral�§�nda sürekli
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fonksiyonlar olsun. a(x) 6= 0 olmak üzere,

a(x)y
′
+ b(x)y = c(x) (2.1)

formundaki bir diferensiyel denkleme birinci basamaktan lineer diferensiyel
denklem denir [9].

a(x) fonksiyonu A kümesinde sürekli ve a(x) 6= 0 oldu§undan en az bir x0 ∈ A için

a(x0) 6= 0 d�r. Süreklilikten dolay� x0 noktas�n�n öyle bir I ⊂ A kom³ulu§u vard�r ki

her x ∈ I için a(x) 6= 0 d�r. Dolay�s�yla x ∈ I olmak üzere (2.1) denkleminin her iki

taraf�n� a(x) ile bölünürse,

p(x) =
b(x)

a(x)
ve q(x) =

c(x)

a(x)

olmak üzere,

y
′
+ p(x)y = q(x), x ∈ I (2.2)

denklemi elde edilir ki bu denklem birinci basamaktan lineer diferensiyel denklemlerin

standart formu olarak bilinir. E§er q(x) = 0 ise (2.2) denklemi,

y′ + p(x)y = 0 (2.3)

halini al�r ki bu denkleme (2.2) denklemine kar³�l�k gelen homogen birinci basamaktan

lineer diferensiyel denklem denir. E§er en az bir x ∈ I için q(x) 6= 0 ise (2.2) denklemine

homogen olmayan birinci basamaktan lineer diferensiyel denklem denir. Bu denklemin

genel çözümünü elde etmek için denklem y 6= 0 ile bölünüp her iki taraf�n�n integrali

al�n�rsa (2.3) denklemi

dy

y
+ p(x)dx = 0

³eklinde yaz�l�p bu ifadenin integrali al�n�rsa

ln y = −
∫
p(x)dx+ c veya ln y = −

∫
p(x)dx+ lnC



8

elde edilir ve gerekli düzenlemeler yap�l�rsa

y(x) = C exp

(
−
∫
p(x)dx

)
(2.4)

genel çözümüne ula³�l�r. E§er (2.2) denkleminin her iki taraf� integral çarpan� olarak

bilinen

λ(x) = exp

(∫
p(x)dx

)

ile çarp�l�rsa,

y′ exp

(∫
p(x)dx

)
+ p(x) exp

(∫
p(x)dx

)
y = q(x) exp

(∫
p(x)dx

)
(2.5)

elde edilir. E§er

d

dx
exp

(∫
p(x)dx

)
= p(x) exp

(∫
p(x)dx

)

oldu§u ve

d

dx

[
y exp

(∫
p(x)dx

)]
= y′ exp

(∫
p(x)dx

)
+ p(x) exp

(∫
p(x)dx

)
y

oldu§u (2.5) de kullan�l�rsa, (2.5) e³itli§i

d

dx

[
y exp

(∫
p(x)dx

)]
= q(x) exp

(∫
p(x)dx

)

veya buna denk olarak

d

[
y exp

(∫
p (x) dx

)]
=

[
q (x) exp

(∫
p (x) dx

)]
dx (2.6)

olarak yaz�labilir. E§er (2.6) e³itli§inin her iki taraf�n�n integrali al�n�r ve aranan y(x)

fonksiyonu yaln�z b�rak�l�rsa

y(x) = exp

(
−
∫
p(x)dx

){∫ [
q(x) exp

(∫
p(x)dx

)]
dx+ C

}
(2.7)
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elde edilir. Burada C integrasyon sabitidir.

2.2.1. Lineer diferensiyel denkleme dönü³ebilen diferensiyel denklemler

Birinci basamaktan baz� diferensiyel denklemler uygun dönü³ümler yard�m�yla bilinen

modellerde diferensiyel denkleme dönü³türülebilir. Lineer denklem olmay�p lineer

denkleme dönü³türülebilen en önemli iki denklem modeli Bernoulli ve Riccati

diferensiyel denklemleridir.

2.2.2. Tan�m

a, b, c ∈ C (A) , A ⊂ R olmak üzere Bernoulli diferensiyel denkleminin genel formu

a(x)y
′
+ b(x)y = c(x)yn(x), n 6= 0, 1

³eklindedir [9].

a(x) 6= 0 oldu§u yerde, bu denklem a(x) ile bölünürse

y′ + p(x)y = q(x)yn(x), n 6= 0, 1 (2.8)

olarak yaz�labilir. Bu yüzden Bernoulli diferensiyel denklemi genel olarak (2.8) ile

verilmektedir. E§er n sabiti 0 veya 1 ise bu denklem s�ras�yla, birinci basamaktan

lineer diferensiyel denkleme ve de§i³kenlerine ayr�labilen birinci basamaktan

diferensiyel denkleme dönü³mektedir. E§er (2.8) denkleminin her iki taraf�n� y−n(x)

ile çarp�l�rsa,

y−ny′ + p(x)y1−n = q(x) (2.9)

denklemi elde edilir. E§er v(x) = y1−n(x) dönü³ümü yap�l�rsa, (2.9) denklemi

v′ + (1− n)p(x)v = (1− n)q(x)

veya

v′ + P (x)v = Q(x) (2.10)
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lineer birinci basamaktan diferensiyel denklemine dönü³ür. Burada

P (x) = (1− n)p(x) ve Q(x) = (1− n)q(x)

dir. Dolay�s�yla (2.10) denkleminin v genel çözümünün bilinmesi halinde (2.8)

denkleminin

y(x) = [v(x)]1/1−n

³eklinde genel çözümü elde edilebilir.

2.2.3. Tan�m

Riccati diferensiyel denkleminin genel formu

y′ = p(x)y2 + q(x)y + r(x) (2.11)

³eklindedir. Burada p, q, r ∈ C (A) d�r [9].

Bu denklemin bir özel çözümü olan y1(x) in bilinmesi halinde

y(x) = y1(x) +
1

z(x)
(2.12)

dönü³ümü ile (2.11) denklemini bir lineer diferensiyel denkleme dönü³türülebilir. (2.12)

denklemininin her iki taraf�n�n türevi al�n�rsa

y(x) = y1(x) +
1

z(x)
ve y′(x) = y′1(x)− z′(x)

z2(x)

elde edilir ve bu (2.11) denkleminde kullan�l�rsa,

y′1 −
1

z2
z′ = p(x)

(
y1 +

1

z

)2

+ q(x)

(
y1 +

1

z

)
+ r(x)

=
[
p(x)y21 + q(x)y1 + r(x)

]
+ p(x)

(
2y1
z

+
1

z2

)
+ q(x)

1

z
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ve böylece

− 1

z2
z′ = p(x)

(
2y1
z

+
1

z2

)
+ q(x)

1

z

elde edilir ki bu denklem −z2 ile çarp�l�p düzenlenirse, bu denklemin

z′ + (2y1p(x) + q(x))z + p(x) = 0 (2.13)

³eklinde birinci basamaktan lineer diferensiyel denklem oldu§u görülür. O halde (2.13)

denkleminin genel çözümü z bulunup y = y1 +
1

z
de yerine yaz�l�rsa (2.11) denkleminin

genel çözümünü elde edilmi³ olur.

2.2.4. Tan�m

Genel olarak n.basamaktan de§i³ken katsay�l� homogen olmayan bir Cauchy-Euler veya

k�saca Euler diferensiyel denkleminin genel formu

a0x
nyn + a1x

n−1yn−1 + · · ·+ an−1xy
′ + any = f(x), x > 0 (2.14)

³eklindedir [9] .

x = et dönü³ümü, bu diferensiyel denklemi sabit katsay�l� bir diferensiyel denkleme

dönü³türmektedir. Bunu özel olarak n = 2 için gösterelim. x = et ise t = lnx olacakt�r.

Bu durumda bilinmeyen fonksiyon

y(x) = y(et) = φ (t) = φ (lnx)

halini alacakt�r ve zincir kural� yard�m�yla, D =
d

dt
olmak üzere

y′ =
dy

dx
=
dφ (t)

dx
=
dφ

dt

dt

dx
=

1

x

dφ

dt
= e−tDφ

ve benzer ³ekilde

y′′ =
d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
1

x

dφ

dt

)
=

1

x2

(
d2φ

dt2
− dφ

dt

)
= e−2tD(D − 1)φ
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ve bu ³ekilde devam edilerek key� bir n için,

y(n) = e−ntD(D − 1) (D − 2) . . . (D − n+ 1)φ

elde edilir. Bu de§erler (2.14) denkleminde n = 2 için yerine yaz�l�rsa,

a0x
2y′′ + a1xy

′ + a2y = a0x
2

[
1

x2

(
d2φ

dt2
− dφ

dt

)]
+ a1x

(
1

x

dφ

dt

)
+ a2φ

= a0

(
d2φ

dt2
− dφ

dt

)
+ a1

dφ

dt
+ a2φ

= a0
d2φ

dt2
+ (a1 − a0)

dφ

dt
+ a2φ

= f(et)

= g(t)

olacakt�r ki bu da bize,

a0
d2φ

dt2
+ (a1 − a0)

dφ

dt
+ a2φ = g(t) (2.15)

³eklinde sabit katsay�l� homogen olmayan lineer bir diferensiyel denklem verir. E§er

kar³�l�k gelen karakteristik denklemin kökleri birbirinden farkl� λ1 ve λ2 reel sabitler

ise,

φ (t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t + φp (t)

dolay�s�yla t = ln x oldu§u kullan�l�rsa φ (lnx) = y(x) olaca§�ndan (2.14) denkleminin

genel çözümü

y(x) = c1x
λ1 + c2x

λ2 + yp(x)

olarak bulunur, karakteristik denklemin kökleri çak�³�k ise

φ (t) = (c1 + c2t)e
λt + φp (t)

dolay�s�yla t = ln x oldu§u kullan�l�rsa φ (lnx) = y(x) olaca§�ndan (2.14) denkleminin

genel çözümü

y(x) = c1x
λ + c2x

λ lnx+ yp(x)
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olarak bulunur. Son olarak karakteristik denklemin kökleri α ± iβ ³eklinde e³lenik

kompleks say�lar ise (2.15) denklemi çözülürse,

φ (t) = eαt (c1 cos βt+ c2 sin βt) + φp (t)

elde edilir. Burada t = lnx oldu§u kullan�l�rsa φ (lnx) = y(x) olaca§�ndan (2.14)

denkleminin genel çözümü

y(x) = xα (c1 cos (β lnx) + c2 sin(β lnx)) + yp(x)

olarak bulunur. Birinci basamaktan lineer diferensiyel denklemlerin genel çözümlerini

bulmak için her zaman integral çarpan� bulmak kolay de§ildir. Örne§in,

y′ + ex
2

y = sinx

denkleminin integral çarpan�n� bulmak için exp
(∫

ex
2
dx
)

integralini hesaplamak

gerekir.Fakat bilinen yöntemler kullan�larak bu integrali hesaplayamay�z. �³te böyle

durumlarda denklemin yakla³�k çözümünü bulmak gerekebilir.
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3. D�FERENS�YEL DENKLEMLER�N KARARLILI�I

Diferensiyel denklemler alan�nda yap�lan çal�³malar� çe³itli alt gruplara ay�rabiliriz.

Bunlardan bir tanesi kararl�l�k teorisi olarak bilinmektedir. Kararl�l�k teorisi

diferensiyel denklemlerin çözümünün davran�³� inceler. Bir diferensiyel denklemin

kararl�, asimptotik kararl� veya karars�z olmas� bu diferensiyel denklemin çözümlerinin

ba§�ms�z de§i³keninin olabildi§ince büyük de§erler ald�§�nda davran�³�n�n incelenmesi

olarak özetlenebilir.

3.1. Sabit Katsay�l� Lineer Diferensiyel Denklemlerin Kararl�l�§�

3.1.1. Lemma

α > 0 ve m ∈ N0 = {0, 1, 2, ...} olmak üzere t > 0 için, tme−αt ≤ c olacak ³ekilde bir

c = c(α,m) > 0 say�s� vard�r.

3.1.2. Lemma

λ ∈ C, m ∈ N0 ve Reλ < σ olsun. Bu durumda; her t > 0 için
∣∣tmeλt∣∣ ≤ ceσt olacak

³ekilde bir c > 0 vard�r.

3.1.3. Lemma

P (λ), n. dereceden bir polinom ve λ1, λ2, λ3, ..., λn ler bu polinomun kökleri olsunlar. Bu

durumda e§er her j = 1, 2, ..., n için Reλj < σ özelli§ini sa§l�yorsa L(D)y = 0, D =
d

dt
denkleminin herhangi bir y(t) çözümü için

|y(t)| ≤ ceσt, t ≥ 0

olacak ³ekilde bir c > 0 vard�r.

3.1.4. Lemma

P (λ), n. dereceden bir polinom olsun. P (λ) = 0 denkleminin tüm kökleri pozitif

olmayan reel k�s�ml� olsun ve reel k�sm� s�f�r olanlar basit kökler olsunlar. Bu

durumda e§er y, P (D)y = 0 denkleminin herhangi bir çözümü ise t ≥ 0 için

|y(t)| ≤ c
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olacak ³ekilde bir c > 0 vard�r.

3.1.5. Lemma

P (D)y = 0 denklemine kar³�l�k gelen karakteristik denklemin tüm s�f�rlar�n�n negatif

reel k�sm� varsa, P (D)y = 0 denkleminin herhangi bir y çözümü için

|y(t)| ≤ k.e−at

t ≥ 0 olacak ³ekilde a > 0, k > 0 sabitleri vard�r. Dolay�s�yla lim
t→∞

y(t) = 0 d�r.

3.1.6. Tan�m

t ≥ 0 olmak üzere x(t) ∈ Rn olsun ve x′(t) = f(t, x(t)) diferensiyel denklemi için f

sürekli fonksiyonu ikinci bile³ene göre lokal Lipschitzyan olsun.

Denklemin x(t0) = x0 ko³uluna uyan maksimal tan�ml� çözümünü t → x(t, t0, x0) ile

gösterelim. ϕ : [t0,∞) −→ Rn de bu diferensiyel denklemin bir çözümü olsun. Bu

durumda

1) E§er her ε > 0 için bir δ > 0 varsa öyle ki |ϕ(t0)− x0| < δ oldu§unda

|ϕ(t)− x(t, t0, x0)| < ε özelli§i her t ≥ t0 için sa§lan�yor ise ϕ çözümüne [t0,∞)

üzerinde kararl�d�r denir.

2) E§er ϕ çözümü kararl� ve (1) durumundaki gibi her ε > 0 say�s� verildi§inde bir

δ1 < δ vard�r öyle ki |ϕ(t0)− x0| < δ1 oldu§unda lim
t→∞
|ϕ(t)− x(t, t0, x0)| = 0 oluyor ise

ϕ çözümüne asimptotik kararl�d�r denir.

3) E§er her δ > 0 için bir ε > 0 vard�r öyle ki, bir x0 noktas� için |ϕ(t0)− x0| <
δ oldu§unda öyle bir t1 ∈ [t0,∞) noktas� için |ϕ(t1)− x(t1, t0, x0)| ≥ ε kal�yorsa ϕ

çözümüne karars�zd�r (kararl� de§ildir) denir [18].

3.1.1. Yüksek mertebeden sabit katsay�l� lineer diferensiyel
denklemlerin kararl�l�§�

Yüksek mertebeden sabit katsay�l� diferensiyel denklemlerin kararl�l�§�n� incelemek için

Routh-Hurwitz Kriteri s�k kullan�lan yöntemlerden biridir.
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3.1.7 Teorem

D =
d

dt
olmak üzere

P (D)z = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + · · ·+ an−1z
′
+ anz = 0 (3.1)

sabit katsay�l� lineer diferensiyel denklemine kar³�l�k gelen karakteristik polinom

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an

ve aj ler sabit katsay�lar olmak üzere Hurwitz matrisi

H1 = (a1), H2 =

(
a1 a3

1 a2

)
, H3 =

 a1 a3 a5

1 a2 a4

0 a1 a3

 , ...

ve bu ³ekilde devam edilerek n. ad�mda j > n oldu§unda aj = 0 olmak üzere

Hn =



a1 a3 a5 · · · 0

1 a2 a4 · · · 0

0 a1 a3 · · · 0

0 1 a2 · · · 0
...

...
... · · · ...

0 0 0 · · · an


olarak tan�mlan�r. Bu durumda P (D)z = 0 denklemine ait karakteristik denklemin

s�f�rlar�n�n negatif reel k�s�ml� olmas� için gerek ve yeter ko³ul her k=1,2,...,n için

detHk > 0 olmas�d�r.

Örnek

y′′ + 5y′ + 2y = 0 diferensiyel denkleminin çözümünün asimptotik kararl� oldu§unu

gösterelim. Bu denkleme kar³�l�k gelen karakteristik denklem λ2 + 5λ + 2 = 0 d�r.

a1 = 5, a2 = 2 olmak üzere Hurwitz matrisleri s�ras�yla H1 = a1 = 5 oldu§undan

detH1 = 5 > 0, H2 =

(
a1 a3

1 a2

)
=

(
5 0

1 2

)
oldu§undan detH2 = 10 > 0 d�r.

Her k=1,2 için detHk > 0 oldu§undan verilen denkleme ait karakteristik denkleminin

s�f�rlar� negatif reel k�s�ml�d�r. O halde verilen denklem asimptotik kararl�d�r.
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Örnek

y′′′+2y′′+y′−y = 0 diferensiyel denklemin çözümünün kararl� olmad�§�n� gösterelim. Bu

diferensiyel denkleme kar³�l�k gelen karakteristik denklem λ3+2λ2+λ−1 = 0 ve a1 = 2,

a2 = 1 ve a3 = −1 olmak üzere Hurwitz matrisleri s�ras�yla H1 = a1 = 2 oldu§undan

detH1 = 2 > 0, H2 =

(
a1 a3

1 a2

)
=

(
2 −1

1 1

)
oldu§undan detH2 = 3 > 0,

H3 =

 a1 a3 a5

1 a2 a4

0 a1 a3

 =

 2 −1 0

1 1 0

0 2 −1

 oldu§undan detH3 = −3 < 0 d�r. Her

k = 1, 2, 3 için detHk > 0 olmad�§�ndan verilen denkleme ait karakteristik denkleminin

s�f�rlar� negatif reel k�s�ml� de§ildir. O halde verilen denklem kararl� de§ildir.

3.2. Lineer Sistemlerin Kararl�l�§�

yn = f(t, y, y′, y′′, ..., y(n−1)) normal formundaki her diferensiyel denklem, n bilinmeyenli

denklemden olu³an bir sisteme dönü³türülebilir. �öyle ki y = x1, y
′ = x2, y

′′ = x3, ...,

y(n−1) = xn olarak al�rsak diferensiyel denklem,

y(t) = x1(t)

y′(t) = x
′

1(t) = x2(t)

y′′(t) = x
′

2(t) = x3(t)

...

y(n−1)(t) = x
′

n−1(t) = xn(t)

y(n)(t) = x
′

n(t) = f(t, x1, x2, ..., xn−1, xn)

sistemine dönü³ür. Bu sistemde,

x(t) =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)


n×1

olarak tan�mlan�rsa, x
′
(t) =


x′1(t)

x′2(t)
...

x′n(t)


n×1

olur. Böylece


x′1(t)

x′2(t)
...

x′n(t)


n×1

=


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 1


n×n


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)


n×1

+


0

0
...

f(t, x1, x2, ..., xn−1, xn)


n×1
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olmak üzere denklem matris formunda yaz�labilir. Buradan, x′(t) = A(t)x(t)

denkleminin genel çözümü xh(t) ve x′(t) = A(t)x(t) + G(t) denkleminin bir özel

çözümü xp(t) ise genel çözüm, x(t) = xh(t) + xp(t) dir.

3.2.1. Sabit katsay�l� lineer sistemlerin kararl�l�§�

A = (aij)n×n bir sabit matris ve t ∈ I ⊂ R olmak üzere

x(t) =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)


n×1

bilinmeyen vektör için x′(t) = Ax(t) lineer homogen sistemi ele al�ns�n.

x′(t) = Ax(t), x(t0) = x0 ba³lang�ç de§er probleminin çözümü eAt matrisi A sabit

matrisine kar³�l�k gelen üstel matrisi olmak üzere x(t) = eAtx0 d�r. Bu sistemin bir

denge noktas� orijin oldu§undan denge noktas�ndaki kararl�l�k karakterize edilebilir.

3.2.1 Teorem

A matrisi n×n tipinde bir matris, σ(A) da A matrisinin spektrumu (A matrisinin tüm

özde§erlerinin kümesinden olu³an küme) olmak üzere x′(t) = Ax(t) lineer homogen

sistemi için,

1) E§er Re(σ(A)) ≤ 0 ve A n�n reel k�sm� s�f�r olan tüm özde§erleri basit ise orijin bu

denklemin kararl� sabit noktas�d�r.

2) E§er Re(σ(A)) < 0 ise orijin denklemin asimptotik kararl� çözümüdür.

3) E§er A n�n reel k�sm� pozitif olan bir özde§eri varsa orijin denklem için karars�zd�r.
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4. FONKS�YONEL DENKLEMLER�N HYERS-ULAM

KARARLILI�I

Cauchy fonksiyoneli olarak bilinen T (x + y) = T (x) + T (y) toplamsal fonksiyonel

denkleminin çözümleri bir çok alanda ara³t�r�lm�³t�r. Bu denklemin her çözümü bir

toplamsal fonksiyon veya toplamsal dönü³üm olarak adland�r�lmaktad�r. Hyers-Ulam

kararl�l�§� ilk defa, 1940 y�l�nda Wisconsin Üniversitesi Matematik Kulübünde bir

konu³ma yapan Dr. S. Ulam'�n fonksiyonel denklemlerin kararl�l�§� için "Bir

fonksiyonel denklemin yakla³�k çözümü varsa, bu çözüme yak�n olan denklemin tam

çözümü bulunabilir mi?" sorusunu ortaya atmas� ve bir y�l sonra, 1941 y�l�nda bu

soruya Hyers'in a³a§�daki cevab� vermesi ile ortaya ç�km�³ olmas�ndan dolay� bu

kararl�l�§a Hyers-Ulam karal�l�§� denmektedir.

4.1. Fonksiyonel Denklemlerin Hyers-Ulam Kararl�l�§�

4.1.1. Tan�m

T : X −→ Y ye bir dönü³üm olsun. E§er her x, y ∈ X için

‖T (x+ y)− T (x)− T (y)‖ < δ

olacak ³ekilde bir δ > 0 say�s� varsa bu T operatörüne δ − toplamsal denir [7].

4.1.2. Teorem

E ve E ′ birer Banach uzay� olmak üzere, f : E → E ′ bir δ−toplamsal dönü³üm olsun.

Bu durumda her x ∈ E için

`(x) = lim
n→∞

f(2nx)

2n

limiti vard�r, `(x) bir toplamsal dönü³ümdür ve ‖f(x) − `(x)‖ ≤ δ e³itsizli§i bütün

x ∈ E için sa§lan�r. Ayr�ca `(x) bu e³itsizli§i sa§layan tek toplamsal dönü³ümdür [7].

�spat

Key� bir x ∈ E için δ−toplamsal tan�m�ndan

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ < δ (4.1)
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e³itsizli§i yaz�labilir. Bu e³itsizlikte y = x yaz�l�rsa

‖f(2x)− 2f(x)‖ < δ (4.2)

elde edilir. (4.2) e³itsizli§inde x yerine
x

2
yaz�l�p e³itsizlik 2 ile bölünürse

‖1

2
f(x)− f(

x

2
)‖ < δ

2
(4.3)

elde edilir. Kabul edilsin ki,

‖2−nf(x)− f
(
2−nx

)
‖ < δ

(
1− 2−n

)
(4.4)

e³itsizli§i do§rudur. �imdi bu e³itsizli§in do§ru oldu§u gösterilecektir. E§er tümevar�m

methodu kullan�l�rsa,

n = 1 için (4.4) e³itsizli§i (4.3) e³itsizli§ine dönü³tü§ünden sa§lan�r.

n = k için (4.4) e³itsizli§inin sa§land�§� kabul edilsin.

n = k + 1 için sa§land�§� gösterilecektir. n = k için

‖2−kf(x)− f
(
2−kx

)
‖ < δ

(
1− 2−k

)
do§ru olsun. Bu e³itsizlik 2 ile bölünürse

‖2−k−1f(x)− 2−1f
(
2−kx

)
‖ < δ

(
1

2
− 2−k−1

)
(4.5)

(4.3) e³itsizli§inde x = 2−kx yaz�l�rsa,

‖2−1f(2−kx)− f(2−k−1x)‖ < δ

2
(4.6)

elde edilir.
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Üçgen e³itsizli§inden

‖2−k−1f(x)− f(2−k−1x)‖ ≤ ‖2−k−1f(x)− 2−1f
(
2−kx

)
‖︸ ︷︷ ︸

<δ

1

2
−2−k−1


+ ‖2−1f

(
2−kx

)
− f(2−k−1x)‖︸ ︷︷ ︸

<
δ

2

< δ
(
1− 2−k−1

)
yaz�labildi§inden (4.4) e³itsizli§i k + 1 için de do§rudur. Her x ∈ E ve m,n ∈ N ve

m < n olmak üzere

qn(x) =
f(2nx)

2n

olarak tan�mlans�n. Bu tan�m kullan�larak qm(x)− qn(x) fark�

qm(x)− qn(x) =
f(2mx)

2m
− f(2nx)

2n

=
2nf(2mx)− 2mf(2nx)

2m+n

=
f(2m−n.2nx)− 2m−nf(2nx)

2m

³eklinde yaz�labilir. Buradan,

‖qm(x)− qn(x)‖ ≤ δ(1− 2m−n)

2m

elde edilir. Bu e³itsizlik {qn(x)} dizisinin bir Cauchy dizisi oldu§unu gösterir. E ve

E ′ Banach uzay ve Banach uzaylarda her Cauchy dizisi yak�nsak oldu§undan qn(x)

yak�nsakt�r. Dolay�s�yla,

`(x) = lim
n→∞

qn(x) = lim
n→∞

f(2nx)

2n

olacak ³ekilde bir `(x) fonksiyonu vard�r. Her x, y ∈ E için, (4.1) de x = 2nx ve y = 2ny

al�n�rsa

‖f(2nx+ 2ny)− f(2nx)− f(2ny)‖ < δ
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yaz�labilir. E³itsizli§in her iki taraf� 2n ile bölünürse

0 ≤
∥∥∥∥f(2n(x+ y))

2n
− f(2nx)

2n
− f(2ny)

2n

∥∥∥∥ < δ

2n

elde edilir. Bu e³itsizli§in n→∞ için limiti al�n�rsa, normun süreklili§inden

0 ≤
∥∥∥∥ lim
n→∞

f(2n(x+ y))

2n
− lim

n→∞

f(2nx)

2n
− lim

n→∞

f(2ny)

2n

∥∥∥∥ < lim
n→∞

δ

2n

elde edilir. E§er `(x) = lim
n→∞

f(2nx)

2n
oldu§u kullan�l�rsa

0 ≤ ‖`(x+ y)− `(x)− `(y)‖ < 0

yaz�labilir. Buradan,

`(x+ y)− `(x)− `(y) = 0

elde edilir. E³itlik düzenlenerek,

`(x+ y) = `(x) + `(y)

elde edilir ki bu `'nin toplamsal oldu§unu gösterir. (4.4) e³itsizli§inde x yerine 2nx

yaz�l�rsa

∥∥2−nf(2nx)− f
(
2−n.2nx

)∥∥ < δ
(
1− 2−n

)∥∥∥∥f(2nx)

2n
− f(x)

∥∥∥∥ < δ
(
1− 2−n

)
elde edilir. n→∞ için limit al�n�rsa, her x ∈ E için ‖`(x)− f(x)‖ ≤ δ olur.

�imdi kabul edilsin ki; L(x),

‖L(x)− f(x)‖ ≤ δ

e³itsizli§ini sa§layan ba³ka bir toplamsal dönü³üm ve bir y ∈ E için `(y) 6= L(y) olsun.
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Her y ∈ E için

n >
2δ

‖L(y)− `(y)‖

olacak ³ekilde bir n pozitif tamsay�s� seçilsin. E§er L ve ` nin toplamsall�§� kullan�l�p

y yerine x yaz�larak

L (x+ x) = L (2x) = 2L (x) , ` (x+ x) = ` (2x) = 2` (x)

elde edilir. Bu ³ekilde devam edilerek key� bir x ∈ E için

L (nx) = nL (x) , ` (nx) = n` (x)

yaz�labilir. Dolay�s�yla,

‖L(y)− `(y)‖n > 2δ

ifadesinden

‖L(ny)− `(ny)‖ > 2δ

elde edilir. Di§er yandan; üçgen e³itsizli§i kullan�larak,

‖`(ny)− f(ny) + f(ny)− L(ny)‖ ≤ ‖`(ny)− f(ny)‖︸ ︷︷ ︸
<δ

+‖`(ny)− L(ny)‖︸ ︷︷ ︸
<δ

< 2δ

yaz�labilir. Bu ise;

‖L(ny)− `(ny)‖ > 2δ

olmas� ile çeli³ir. O halde L(x) = `(x) olmal�d�r. Yani `(x),

‖`(x)− f(x)‖ ≤ δ

e³itsizli§ini sa§layan tek toplamsal çözümdür.
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4.1.3. Teorem

Teorem 4.1.2 nin hipotezleri alt�nda, f(x) E de ki bir tek noktada sürekli ise `(x), E

üzerinde süreklidir [7].

�spat

Olmayana ergi yöntemi kullan�ls�n. Kabul edilsin ki, f(x) E nin tek bir noktas�nda

sürekli olsun. `(x) toplamsal dönü³ümü sürekli olmas�n.

O halde, öyle bir k tamsay�s� ve E de s�f�ra yak�nsayan öyle bir xn dizisi vard�r ki,

bütün pozitif n tamsay�lar� için

‖`(xn)‖ > 1

k

d�r. m, tamsay�s� m > 3kδ olacak ³ekilde seçilsin. ` toplamsal oldu§undan

‖`(mxn + y)− `(y)‖ = ‖`(mxn) + `(y)− `(y)‖ = ‖`(mxn)‖ > 3δ (4.7)

yaz�labilir. Di§er yandan,

‖`(mxn + y)− `(y)‖ ≤ ‖`(mxn + y)− f(mxn + y)‖︸ ︷︷ ︸
<δ

+‖f(mxn + y)− f(y)‖︸ ︷︷ ︸
<δ

+ ‖f(y)− `(y)‖︸ ︷︷ ︸
<δ

(4.8)

elde edilir. f(x) E nin tek bir noktas�nda sürekli oldu§undan

lim
n→∞

f(mxn + y) = f(y)

yaz�labilir ve buradan yeterince büyük n ler için

‖f(mxn + y)− f(y)‖ < δ

elde edilir. Burada (4.7) ve (4.8) den çeli³ki elde edilir. O halde `(x) E nin her

noktas�nda süreklidir.
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Sonuç

Teorem 4.1.2 nin hipotezleri alt�nda, varsayal�m ki E deki her x için −∞ < t < ∞
olmak üzere f(tx) fonksiyonu t reel de§i³kenine göre sürekli olsun. Bu durumda `(x)

birinci dereceden homogendir [7].

�spat

Verilen sabit bir x için f(tx) E den E ′ de sürekli bir δ−toplamsal dönü³ümdür. Teorem

4.1.2 ve Teorem 4.1.3 den `(tx), t de süreklidir ve toplamsall�ktan `(x) birinci dereceden

homogendir.

1995 y�l�nda G. L. Forti çok de§i³kenli lineer fonksiyonel denklemlerde Hyers -Ulam

kararl�l�§� üzerine çal�³malar yapm�³t�r. Bu çal�³malardan

ϕ(xy) = ϕ(x) + ϕ(y) (4.9)

lineer fonksiyonel denkleminin Hyers-Ulam kararl�l�§�n� ele al�nacakt�r.

4.1.4. Tan�m

G bir yar� grup ve B bir Banach uzay� olsun. E§er verilmi³ bir δ ≥ 0 ve her x, y ∈ G
için

‖f(xy)− f(x)− f(y)‖ ≤ δ; δ ≥ 0 (4.10)

e³itsizli§ini sa§layan her f : G→ B fonksiyonu için

‖f(x)− ϕ(x)‖ ≤ ε, x ∈ G

e³itsizli§i sa§layacak ³ekilde (4.9) denkleminin bir ϕ çözümü varsa (4.9) denklemine

Hyers-Ulam anlam�nda kararl�d�r denir. Burada ε, δ ya ba§l�d�r [5].

Sonraki iki teoremin ispat� için a³a§�daki tan�ma ihtiyaç duyulacakt�r.

4.1.5. Tan�m

G bir grup, M de B(G) üzerinde lineer bir fonksiyonel olsun. M lineer fonksiyoneli
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a³a§�daki özellikleri sa§l�yorsa M ye invariant ortalama denir.

(i) Her f ∈ B(G) için M(f) = M(f),

(ii) Reel de§erli her f ∈ B(G) için inf {f(x) : x ∈ G} ≤M(f) ≤ sup {f(x) : x ∈ G} ,

(iii) Her x ∈ G ve f ∈ B(G) için M(xf) = M(f) dir. Burada xf(t) = f(xt) ya da

(iii)′ Her x ∈ G ve f ∈ B(G) için M(fx) = M(f) dir. Burada fx(t) = f(xt) dir.

E§er M (i)-(ii)-(iii) özelliklerini sa§l�yorsa M ye sol invariant ortalama, (i)-(ii)-(iii)′

özelliklerini sa§l�yorsa M ye sa§ invariant ortalama denir [5].

4.1.6. Teorem

G bir sol yar� grup olsun. Bu durumda (4.9) denklemi G üzerinde Hyers-Ulam

anlam�nda kararl�d�r [5] .

�spat

f : G→ C fonksiyonu ele al�ns�n. Her x, y ∈ G ve δ ≥ 0 için

|f(xy)− f(x)− f(y)| ≤ δ

sa§lans�n. Her sabit x için y 7→ f(xy) − f(y) fonksiyonu s�n�rl� olsun. my, G üzerinde

tan�ml� s�n�rl� kompleks fonksiyonlar�n bir sol invariant ortalamas� olsun. ϕ fonksiyonu

ϕ(x) = my {xf − f} , x ∈ G (4.11)

olarak tan�mlans�n. Burada xf(t) = f(xt) dir.

ϕ(xz) = my {xzf − f}
= my {xzf −x f +x f − f}
= my {xzf −x f}+my {xf − f} ( m nin lineerli§inden)

= my {x (zf − f)}+my {xf − f}
= my {zf − f}+my {xf − f} ( (iii) den)

= ϕ(z) + ϕ(x)

elde edilir.

Bu ise ϕ nin (4.9) denkleminin bir çözümü oldu§unu gösterir.
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�imdi de, |ϕ(x)− f(x)| fark�ndan

|ϕ(x)− f(x)| = |my {xf − f} − f(x)|
= |my {xf − f − f(x)}|
≤ sup

y∈G
|f(xy)− f(x)− f(y)| ; ((ii) den)

≤ δ

elde edilir ki bu bize tan�m gere§i (4.9) denkleminin Hyers-Ulam anlam�nda kararl�

oldu§unu verir.

2004 y�l�nda D. Yang quadratik fonksiyonel denklemlerde Hyers-Ulam kararl�l�§� üzerine

çal�³malar yapm�³t�r. Bu çal�³malardan

f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y) = 0 (4.12)

lineer fonksiyonel denkleminin Hyers-Ulam kararl�l�§� ele al�nacakt�r.

4.1.7. Tan�m

G bir grup ve B bir Banach uzay� olsun. E§er her f : G→ B fonksiyonu her x, y ∈ G
için,

∥∥f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y)
∥∥ ≤ δ, δ ≥ 0 (4.13)

sa§lans�n. Bu durumda bir q : G→ B quadratik fonksiyon ve δ ya ba§l� δ1 ≥ 0 için

‖f(x)− q(x)‖ ≤ δ1

e³itsizli§i sa§lan�yor ise (4.12) denklemine quadratik kararl� denir [19].

4.1.8. Teorem

E§er G bir grup ise (G,C) quadratik kararl�d�r [19].

�spat

f : G→ C fonksiyonu her x, y ∈ G için (4.13) e³itsizli§ini sa§las�n. E§er e, G grubunun
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birim eleman� olmak üzere, (4.13) e³itsizli§inde x = y = e al�n�rsa

|2f(e)| ≤ δ (4.14)

elde edilir. (4.13) e³itsizli§inde y serbest b�rak�l�p x = e al�n�rsa

|f(y) + f(y−1)− 2f(e)− 2f(y)| ≤ δ (4.15)

elde edilir. (4.14) ve (4.15) e³itsizliklerinden

|f(y−1)− f(y)| ≤ 2δ (4.16)

elde edilir. (4.13) e³itsizli§inde x ile y nin yerleri de§i³tirilirse

|f(yx) + f(yx−1)− 2f(y)− 2f(x)| ≤ δ (4.17)

elde edilir. (4.13) ve (4.17) den

∣∣f(xy)− f(yx) + f(xy−1)− f(yx−1)
∣∣ ≤ 2δ (4.18)

elde edilir. (4.16) ve (4.18) den

|f(xy)− f(yx)| ≤ 4δ (4.19)

elde edilir. (4.13) ile (4.19) kullan�larak

∣∣f(yx) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y)
∣∣ ≤ ∣∣f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y)

∣∣
+ |f(yx)− f(xy)|
≤ δ + 4δ

= 5δ (4.20)

elde edilir. Böylece her sabit y ∈ G için x 7→ f(yx) + f(xy−1) − 2f(x) fonksiyonu

s�n�rl�d�r. �imdi Mx, B(G) üzerinde bir invariant ortalama olsun ve φ fonksiyonunu

φ(y) := Mx {yf + fy−1 − 2f} , y ∈ G
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olarak tan�mlans�n. (4.13) ile (4.19) tekrar ele al�n�rsa,

∣∣f(yx) + f(y−1x)− 2f(x)− 2f(y)
∣∣ ≤ ∣∣f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)− 2f(y)

∣∣
+ |f(yx)− f(xy)|+

∣∣f(y−1x)− f(xy−1)
∣∣

≤ δ + 4δ + 4δ

= 9δ

elde edilir. Böylece her sabit y için

x 7−→ f(yx) + f(y−1x)− 2f(x)

fonksiyonu B(G) nin bir eleman�d�r ayr�ca (4.13) den

x 7−→ f(xy) + f(xy−1)− 2f(x)

fonksiyonu da B(G) nin bir eleman�d�r. Sonuç olarak, herhangi bir z ∈ G için, (iii) den

Mx {yzf +yz−1 f − 2yf} = Mx {y (zf +z−1 f − 2f)}
= Mx {zf +z−1 f − 2f}

ve

Mx {fz−1y−1 + fzy−1 − 2fy−1} = Mx

{
(fz−1 + fz − 2f)y−1

}
= Mx {fz−1 + fz − 2f}

e³itlikleri elde edilir.

E§er bu iki e³itlik φ(yz) + φ(yz−1) ifadesinde kullan�l�rsa (iii)′ ve (iii) den a³a§�daki

kullan�³l� e³itlik kolayca elde edilebilir.

φ(yz) + φ(yz−1) = Mx {yzf + fz−1y−1 − 2f}+Mx {yz−1f + fzy−1 − 2f}
= Mx {yzf + fz−1y−1 − 2f}+Mx {yz−1f + fzy−1 − 2f}
+Mx {2yf − 2yf + 2fy−1 − 2fy−1}
= Mx {yzf +yz−1 f − 2yf}+Mx {fz−1y−1 + fzy−1 − 2fy−1}
+Mx {2yf + 2fy−1 − 4f}
= Mx {y (zf +z−1 f − 2f)}+Mx

{
(fz−1 + fz − 2f)y−1

}
+Mx {2yf + 2fy−1 − 4f}
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= Mx {zf +z−1 f − 2f}+Mx {fz−1 + fz − 2f}
+Mx {2yf + 2fy−1 − 4f}
= Mx {zf + fz−1 − 2f}+Mx {z−1f +z f − 2f}
+2Mx {yf + fy−1 − 2f}
= φ(z) + φ(z−1) + 2φ(y)

yaz�labilir.

φe, φ nin çift k�sm�n� temsil etmek üzere φe(yz) + φe(yz−1) = 2φe(y) + 2φe(z) olarak

yaz�labilir. Böylece φe, (4.13) e³itsizli§ini sa§lar. q : G→ C üzerinde her y ∈ G için bir

q(y) = φe(y)/2 fonksiyonunu tan�mlans�n.

|q(y)− f(y)| =
∣∣∣∣12φe(y)− f(y)

∣∣∣∣
=

1

4

∣∣φ(y) + φ(y−1)− 4f(y)
∣∣

=
1

4
|Mx {(yf + fy−1 − 2f) + (y−1f + fy − 2f)− 4f(y)}|

≤ 1

4
sup{

∣∣(f(yz) + f(zy−1)− 2f(z)
)

+
(
f(y−1z) + f(zy)− 2f(z)

)
−4f(y) +

(
f(y−1z) + f(zy)− 2f(z)

)
− 4f(y)

∣∣}
≤ 1

4
sup{

∣∣f(yz) + f(y−1z)− 2f(z)− 2f(y)
∣∣

+
∣∣f(zy) + f(zy−1)− 2f(z)− 2f(y)

∣∣}
≤ 1

4
(9δ + δ) =

5δ

2

elde edilir.

δ1 =
5δ

2
olarak al�rsak ispat tamamlanm�³ olur.

4.2. Normlu Lineer Uzaylarda Ulam Probleminin Çözümü

1986 y�l�nda Yunanistan Amerikan Kolejinde çal�³an John M. Rassias lineer uzaylarda

Hyers-Ulam kararl�l�§� üzerine çal�³malar yapm�³ ve bu çal�³malar a³a§�daki ³ekilde

düzenlenmi³tir.

Bir sonraki teoremin ispat�n� yapabilmek için a³a§�daki lemmalara ihtiyaç

duyulacakt�r. X , ‖.‖1 ile tan�mlanan normlu bir uzay; Y , ‖.‖2 ile tan�mlanan bir

Banach uzay� olmak üzere f : X → Y bir fonksiyon olsun.
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4.2.1. Lemma

X uzay�nda herhangi bir n tamsay�s� ve c2 ≥ 0 için

‖f(2nx)/2n − f(x)‖2 ≤ c2

n−1∑
i=0

2i(a+b−1)−1 ‖x‖a+b1 (4.21)

e³itsizli§i vard�r [16].

�spat

Tümevar�m methodunu uygulans�n. Kabul edilsin ki n = 1 için do§ru olsun. Yani

‖f(2x)/2− f(x)‖2 ≤ c2 ‖x‖a+b1 /2 (4.22)

do§ru olsun. n = k için do§ru oldu§unu kabul edilsin. Bu durumda

∥∥f(2kz)/2k − f(z)
∥∥
2
≤ c2

k−1∑
i=0

2i(a+b−1)−1 ‖z‖a+b1

elde edilir. Bu e³itsizlikte z yerine 2x al�n�p e³itsizlik 2 ile bölünürse

∥∥f(2k+1x)/2k+1 − f(2x)/2
∥∥
2
≤ c2

k−1∑
i=0

2(i+1)(a+b−1)−1 ‖x‖a+b1

elde edilir. i = i+ 1 al�n�rsa,

∥∥f(2k+1x)/2k+1 − f(2x)/2
∥∥
2
≤ c2

k∑
i=1

2i(a+b−1)−1 ‖x‖a+b1 (4.23)

elde edilir. �imdi, n = k + 1 için de e³itsizli§in do§ru oldu§u gösterilecektir.

∥∥f(2k+1x)/2k+1 − f(x)
∥∥
2
≤
∥∥f(2k+1x)/2k+1 − f(2x)/2

∥∥
2

+ ‖f(2x)/2− f(x)‖2

≤ c2

k∑
i=1

2i(a+b−1)−1 ‖x‖a+b1 + c2 ‖x‖a+b1 2−1

= c2

k∑
i=0

2i(a+b−1)−1 ‖x‖a+b1
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dir. Buradan,

∥∥f(2k+1x)/2k+1 − f(x)
∥∥
2
≤ c2

k∑
i=0

2i(a+b−1)−1 ‖x‖a+b1 (4.24)

elde edilir. Ayr�ca,

k−1∑
i=0

2i(a+b−1) <
∞∑
i=0

2i(a+b−1) =
1

1− 2a+b−1
= c0 (4.25)

sa§lan�r. Burada c = c0c2/2 dir. E§er (4.22) ve (4.23) kullan�l�rsa (4.21) elde edilir ki

bu da lemman�n ispat�n� tamamlar.

Bu durumda Lemma 4.2.1, (4.25) ve c = c0c2/2 den, herhangi bir x ∈ X için

‖f(2nx)/2n − f(x)‖2 ≤ c ‖x‖a+b1 (4.26)

elde edilir.

4.2.2. Lemma

{f(2nx)/2n} dizisi yak�nsakt�r [16].

�spat

{f(2nx)/2n} dizisinin bir Cauchy dizisi oldu§unu gösterebilmek için önce (4.26) y� ve

Y nin taml�§� kullan�ls�n. Gerçekten, i > j > 0 olmak üzere

∥∥f(2ix)/2i − f(2jx)/2j
∥∥
2

= 2−j
∥∥f(2ix)/2i−j − f(2jx)

∥∥
2

(4.27)

olarak yaz�labilir. E§er 2jx = h al�p (4.26) da kullan�l�rsa

∥∥f(2ix)/2i − f(2jx)/2j
∥∥
2

= 2−j
∥∥f(2ix)/2i−j − f(h)

∥∥
2

< 2j(a+b−1)c ‖x‖a+b1

elde edilir.
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Buradan 0 ≤ a+ b < 1 oldu§undan

lim
j→∞

∥∥f(2ix)/2i − f(2jx)/2j
∥∥
2

= 0 (4.28)

elde edilir. Buradan (4.28) ve Y nin taml�§�n� kullan�l�rsa {f(2nx)/2n} dizisi yak�nsak
olur. Dolay�s�yla lemman�n ispat� da tamamlanm�³ olur.

�imdi

L(x) = lim
n→∞

f(2n.x)

2n
(4.29)

olarak tan�mlans�n. (4.35) da x yerine 2nx ve y yerine 2ny al�n�rsa

‖f(2nx+ 2ny)− [f(2nx) + f(2ny)]‖2 ≤ c2 ‖2nx‖a1 ‖2
ny‖b1

elde edilir. Bu e³itsizli§i 2n ile bölünürse

2−n ‖f(2nx+ 2ny)− [f(2nx) + f(2ny)]‖2 ≤ c22
(a+b−1)n ‖x‖a1 ‖y‖

b
1

ve n→∞ için limit al�n�rsa, her x, y ∈ X için

∥∥∥ lim
n→∞

[f(2n(x+ y))/2n]− lim
n→∞

[f(2nx)/2n]− lim
n→∞

[f(2ny)/2n]
∥∥∥
2

= 0

ve L nin tan�m� gere§i

‖L(x+ y)− L(x)− L(y)‖2 = 0

bulunur. Buradan, her x, y ∈ X için

L(x+ y) = L(x) + L(y) (4.30)

elde edilir. (4.30) dan herhangi bir q ∈ Q için,

L(qx) = qL(x)

yaz�labilir.
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4.2.3. Lemma

Y + sürekli lineer fonksiyonlar�n uzay� ve T dönü³ümüde T : t → g(L(t.x)) ile veya

T : R→ R, T (t) = g(L(t.x)) olacak ³ekilde olsun. Burada g ∈ Y +, t ∈ R, x ∈ X ve x

sabittir. Bu durumda T süreklidir [16] .

�spat

Tn(t) dizisi

Tn(t) = g

(
f(2nxt)

2n

)

olsun öyle ki g ∈ Y +, t ∈ R, x ∈ X ve x sabit olmak üzere T (t) = lim
n→∞

Tn(t) sa§lans�n.

Tn(t) sürekli oldu§undan T , Tn sürekli dönü³ümünün noktasal limiti ile ölçülebilir.

Dahas� T , �+� i³lemine göre bir homomor�zmad�r. Yani, her x, y ∈ R için

T (x+ y) = T (x) + T (y) (4.31)

yaz�labilir. (4.31) den ve T nin ölçülebilir olmas� T nin sürekli bir dönü³üm oldu§unu

verir. O halde ispat tamamlanm�³ olur.

Lemma 4.2.3 ve Y + n�n Y nin noktalar�n� ay�rmas� L nin do§rusall�§�n� verir. Ancak,

(4.26) da her iki taraf�n n→∞ için limitini al�n�rsa

lim
n→∞

‖f(2nx)/2n − f(x)‖2 ≤ lim
n→∞

c ‖x‖a+b1∥∥∥ lim
n→∞

f(2nx)/2n − lim
n→∞

f(x)
∥∥∥
2
≤ lim

n→∞
c ‖x‖a+b1

‖L(x)− f(x)‖2 ≤ c ‖x‖a+b1

(4.36) yi elde edilir. Bu nedenle L : X → Y do§rusal bir e³lemenin varl�§�n� kan�tlam�³

olunur.

Teklik: M : X → Y lineer bir dönü³üm olsun. Öyle ki, herhangi bir x ∈ X ve c∗ ≥ 0

için

‖f(x)−M(x)‖2 ≤ c∗ ‖x‖a
∗+b∗

1 (4.32)
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sa§lans�n. Burada a∗, b∗ ve c
∗
sabit ve 0 ≤ a∗ + b∗ ≤ 1 dir. E§er

‖f(x)− L(x)‖2 ≤ c∗ ‖x‖a
∗+b∗

1

yi sa§layan do§rusal bir dönü³üm varsa herhangi bir x ∈ X için

L(x) = M(x) (4.33)

dir.

(4.33) ü ispatlamak için a³a§�daki Lemman�n ispatlanmas� gereklidir.

4.2.4. Lemma

E§er

‖f(2x)− L(x)‖2 ≤ c ‖x‖a+b1 (4.34)

ve (4.32) e³itsizlikleri sa§lan�yor ise x ∈ X için,

‖L(x)−M(x)‖2 ≤ ma+b−1c ‖x‖a+b1 +ma∗+b
∗−1c

∗ ‖x‖a
∗+b∗

1

dir [16].

�spat

Hipotezde verilen e³itsizliklerle birlikte, L ve M nin lineerli§i ve L(x) =
L(mx)

m
,

M(x) =
M(mx)

m
oldu§u üçgen e³itsizli§i ile beraber kullan�l�rsa,

‖L(mx)−M(mx)‖2 ≤ ‖L(mx)− f(mx)‖2 + ‖M(mx)− f(mx)‖2
‖mL(x)−mM(x)‖2 ≤ c ‖mx‖a+b1 + c∗ ‖x‖a

∗+b∗

1

m ‖L(x)−M(x)‖2 ≤ cma+b ‖x‖1 + c
∗
ma∗+b∗ ‖x‖1

‖L(x)−M(x)‖2 ≤ cma+b−1 ‖x‖1 + c∗ma
∗
+b
∗−1 ‖x‖1

elde edilir.
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Son e³itsizlikte m → ∞ için limit al�n�rsa 0 ≤ a + b < 1 oldu§undan

lim
m→∞

‖L(x)−M(x)‖ = 0 olur. Bu ise L(x) = M(x) oldu§unu gösterir.

4.2.5. Teorem

X , ‖.‖1 ile tan�mlanan normlu bir uzay; Y , ‖.‖2 ile tan�mlanan bir Banach uzay� olsun.

Buna ek olarak f : X → Y olmak üzere f(tx) dönü³ümü her sabit x için t ye göre

sürekli bir dönü³üm olsun. E§er her x, y ∈ X için

‖f(x+ y)− [f(x) + f(y)]‖2 ≤ c2 ‖x‖a1 ‖y‖
b
1 (4.35)

e³itsizli§i sa§lanacak ³ekilde 0 ≤ a+ b < 1 ve c2 ≥ 0 varsa her x ∈ X için

‖f(x)− L(x)‖2 ≤ c. ‖x‖a+b1 (4.36)

olacak ³ekilde tek bir L : X → Y lineer dönü³üm vard�r. Burada c = c2/(2− 2a+b) dir.

Bu teoride özel olarak a = b = 0 al�n�r ve (4.36) da yerine yaz�l�rsa her x ∈ X için

‖f(x)− L(x)‖2 ≤ c2

bulunur. Bu ise Hyers in elde etti§i sonuçtur [16].

�spat

E§er (4.35) e³itsizli§inde y = x al�n�rsa

‖f(2x)− 2f(x)‖2 ≤ c2 ‖x‖a+b1

elde edilir. Bu e³itsizlik 2 ile bölünürse,

‖f(2x)/2− f(x)‖2 ≤ c2 ‖x‖a+b1 /2 (4.37)

elde edilir . Lemma 4.2.1 de (4.21) e³itsizli§i ispatlanm�³ olup (4.26) e³itsizli§inde n = 1

al�narak (4.37) elde edilir. Lemma 4.2.3 de (4.36) e³itsizli§i ve Lemma 4.2.4 de L lineer

dönü³ümünün tek oldu§u ispatlanm�³t�r.
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5. B�R�NC� BASAMAKTAN AYRILAB�LEN T�PTEN

D�FERENS�YEL DENKLEMLER�N HYERS-ULAM

KARARLILI�I

Bu bölüme kadar baz� fonksiyonel denklemlerin Hyers-Ulam kararl�l�§� incelenmi³tir.

Diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararl�l�§�, ilk olarak 1993 y�l�nda M. Obloza

taraf�ndan incelenmi³tir. Obloza'n�n yapm�³ oldu§u çal�³malar 1998 y�l�nda Alsina ve

Ger taraf�ndan y′ = y lineer diferensiyel denklemleri için geli³tirilmi³tir.

5.1. y′ = y Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararl�l�§�

Bu kesimde verilecek teoremin ön haz�rl�§� yap�lacakt�r.

5.1.1. Lemma

Her gerçel x ve y say�lar� için x 6= y olmak üzere,

e(x+y)/2 ≤ ex − ey

y − x
≤ ex + ey

2
(5.1)

e³itsizli§i sa§lan�r [2].

5.1.2. Lemma

f : I → R+ bir fonksiyon ve her x, y ∈ I için

f

(
x+ y

2

)
≤ f(y)− f(x)

y − x
(5.2)

e³itsizli§inin sa§lanmas� için gerek ve yeter ko³ul f nin

f(x) = i(x)ex

formunda olmas�d�r. Burada i : I → R+ tan�ml� azalmayan bir fonksiyondur [2].

�spat

f fonksiyonu (5.2) e³itsizli§ini sa§las�n. Herhangi bir x ∈ I ve h > 0 olmak üzere
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x+ h ∈ I için türev tan�m�ndan

f ′(x) ≈
f(x+ h)− f(x)

h

ve f fonksiyonu azalmayan oldu§undan, f ′(x) ≥ f(x) e³itsizli§i kullan�l�rsa

hf ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

f(x+ h) = f(x) + h.f ′(x)

≥ f(x) + h.f(x)

≥ (1 + h)f(x)

yaz�labilir. Ard�³�k indüksiyon ile, x+ ih ∈ I ve i ∈ N için

f(x+ ih) ≥ (1 + h)if(x)

elde edilir. Böylece, key� bir n ∈ N ve her x < y için

f(y) = f

(
x+ n

y − x
n

)
≥
(

1 +
y − x
n

)n
f(x)

olur. n→∞ için limit al�n�rsa f(y) ≥ ey−xf(x) olur. Yani ba³ka bir ifade ile i : I → R+

olmak üzere i(x) = f(x)e−x azalmayan fonksiyonu tan�mlans�n.

Tersine, f(x) = i(x)ex olarak al�n�rsa, x < y için

i(x) ≤ i

(
x+ y

2

)
≤ i(y)

yaz�labilir. Buradan,

i(y)ey−x − i
(
x+ y

2

)
ey−x ≥ 0 ≥ i(x)− i

(
x+ y

2

)

yani

i(y)ey−x − i(x) ≥ i

(
x+ y

2

)
(ey−x − 1)

elde edilir.
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Her iki taraf
ex

y − x
ile çarp�l�rsa ve (5.1) e³itsizli§i kullan�l�rsa

i(y)ey − i(x)ex

y − x
≥ i

(
x+ y

2

)
ey − ex

y − x
≥ i

(
x+ y

2

)
e
x+y
2

elde edilir. Burada f fonkiyonunun tan�m�n� kullanak e³itsizlik düzenlenirse

f(y)− f(x)

y − x
≥ i

(
x+ y

2

)
e
x+y
2 = f

(
x+ y

2

)

olur ki bu da (5.2) e³itsizli§inin sa§lanmas� demektir. Yani, f negatif olmayand�r.

5.1.3. Teorem

Verilen bir ε > 0 için f : I → R+ bir fonksiyon olsun. Öyle ki f(x) ≥ ε ve her x, y ∈ I
için x < y olmak üzere

f

(
x+ y

2

)
≤ f(y)− f(x)

y − x
+ ε (5.3)

e³itsizli§inin sa§lanmas� için gerek ve yeter ko³ul f nin

f(x) = ε+ i(x)ex

formunda olmas�d�r. Burada i : I → R+ ya tan�ml� azalmayan bir fonksiyondur [2] .

�spat

Lemma 5.1.2 yi f − ε için uygulan�rsa,

f

(
x+ y

2

)
− ε ≤ (f(y)− ε)− (f(x)− ε)

y − x

ve

f(y)− ε = f

(
x+ n

y − x
n

)
− ε ≥

(
1 +

y − x
n

)n
(f(x)− ε)

elde edilir.
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E§er n→∞ için limit al�n�rsa

f(y)− ε ≥ ey−x (f(x)− ε)

olur. Yani ba³ka bir ifade ile i : I → R+ olmak üzere

i(x) = (f(x)− ε)e−x

olarak tan�mlanm�³ fonksiyon azalmayand�r. Tersine, f(x) = ε+ i(x)ex olarak al�n�rsa,

x < y için

i(x) ≤ i

(
x+ y

2

)
≤ i(y)

yaz�labilir. Buradan,

i(y)ey−x − i
(
x+ y

2

)
ey−x ≥ 0 ≥ i(x)− i

(
x+ y

2

)

yani

i(y)ey−x − i(x) ≥ i

(
x+ y

2

)(
ey−x − 1

)

elde edilir. Her iki taraf
ex

y − x
ile çarp�l�r ve (5.1) e³itsizli§ini kullan�l�rsa

i(y)ey − i(x)ex

y − x
≥ i

(
x+ y

2

)
ey − ex

y − x
≥ i

(
x+ y

2

)
e
x+y
2

(f(y)− ε)− (f(x)− ε)
y − x

≥ i

(
x+ y

2

)
e
x+y
2 = f

(
x+ y

2

)
− ε

ve

f(y)− f(x)

y − x
+ ε ≥ f

(
x+ y

2

)

olur ki buradan (5.3) sa§lan�r. Yani, f negatif olmayand�r.
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5.1.4. Lemma

f : I → R+ azalmayan bir fonksiyon ve her x, y ∈ I için x < y olmak üzere

f(y)− f(x)

y − x
≤ f

(
x+ y

2

)
(5.4)

e³itsizli§i sa§lan�r. Burada d: I → R+ tan�ml� artmayan bir fonksiyondur ve f

f(x) = d(x)ex

formunda olmal�d�r [2] .

�spat

f, (5.4) ün azalmayan bir çözümü olsun. Her x ∈ I, h ∈ (0, 1) ve x+ h ∈ I için

0 ≤ f(x+ h)− f(x) ≤ hf

(
x+

h

2

)
≤ hf(x+ h)

e³itsizli§inden

f(x+ h) ≤ f(x)

1− h

elde edilir. E§er I da x < y için yeterince büyük n ∈ N için (y − x)/n ∈ (0, 1) al�n�rsa

f(y) = f(x+ (y − x)) = f

(
x+ n

y − x
n

)
≤ f(x)

(
1− y − x

n

)−n

elde edilir. Burada n→∞ için limit al�n�rsa

f(y) ≤ ey−xf(x)

olur. Yani ba³ka bir ifade ile d : I → R+ olmak üzere

d(x) = f(x)e−x

olarak tan�mlanm�³ fonksiyon artmayand�r.
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5.1.5. Lemma

f : I → R+ azalmayan bir Jensen �çbükey fonksiyonunun (5.4) e³itsizli§ini sa§lamas�

için gerek ve yeter ko³ul öyle bir d artmayan fonksiyonu vard�r ki x ∈ I, x → d(x)ex

içbükey ve f nin f(x) = d(x)ex formunda olmas�d�r [2] .

�spat

Gereklilik bir önceki lemmadan aç�kt�r. Yeterlilik için ; x ∈ I, f(x) = d(x)ex

Jensen içbükey fonksiyonu azalmayand�r. E§er x < y ise

d(x) = f(x)e−x ≥ f(y)e−y = d(y)

yani

f(x) ≥ f(y)ex−y

yaz�labilir. Bu nedenle tüm fonksiyonlar pozitiftir. (5.1) e³itsizli§ini kullanarak

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(y)− f(y)ex−y

y − x

=
f(y)

ey
.
ey − ex

y − x

≤ f(y)

ey
.
ex + ey

2

=
f(y)ex−y + f(y)

2

≤ f(x) + f(y)

2

≤ f

(
x+ y

2

)

elde edilir. Buradan
f(y)− f(x)

y − x
≤ f

(
x+ y

2

)
elde edilir ki bu da (5.4) e³itsizli§ini verir.

Not

Monotonik bir f : I → R Jensen içbükey fonksiyonu normal anlamda içbükey olmas�

gerekti§ine dikkat edilmelidir.

Yani her x, y ∈ I ve her λ ∈ [0, 1] için
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f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y)

dir.

5.1.6. Teorem

Verilen bir ε > 0 için f(x) ≥ −ε e³itsizli§ini sa§layan f : I → R azalmayan bir Jensen

içbükey fonksiyonunun

f(y)− f(x)

y − x
− ε ≤ f

(
x+ y

2

)
(5.5)

e³itsizli§inin çözümü olmas� için gerek ve yeter ko³ul öyle bir d artmayan fonksiyon

vard�r ki x ∈ I, x→ d(x)ex Jensen içbükey ve f nin

f(x) = d(x)ex − ε

formunda olmas�d�r [2].

�spat

Lemma 5.1.2 nin ispat�nda f yerine f + ε al�n�r benzer i³lemler tekrar edilirse ispat

tamamlan�r.

5.1.7. Tan�m

Verilen bir ε > 0 say�s� için f : A ⊆ R −→ R tan�ml� türevlenebilir bir fonksiyon

olmak üzere

|f ′(x)− f(x)| < ε

e³itsizli§i her x ∈ A için sa§lans�n. E§er bir k > 0 say�s� için

|f(x)− y(x)| ≤ k.ε

özelli§ini sa§layacak ³ekilde y′ = y denkleminin bir y(x) çözümü bulunabiliyor ise y′ = y

denklemine Hyers-Ulam anlam�nda kararl�d�r denir.
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5.1.8. Teorem

g : I ⊆ R −→ R türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(i) Her x ∈ I için g(x) ≤ g′(x)⇐⇒ i : I −→ R azalmayan türevlenebilir bir fonksiyon

olmak üzere g(x) = i(x)ex olarak yaz�labilir.

(ii) Her x ∈ I için g′(x) ≤ g(x)⇐⇒ d : I −→ R artmayan türevlenebilir bir fonksiyon

olmak üzere g(x) = d(x)ex olarak yaz�labilir [2] .

�spat

(i) (=⇒): Her x ∈ I için g(x) ≤ g′(x) olsun. i : I −→ R türevlenebilir fonksiyonu

i(x) = g(x)e−x olarak tan�mlans�n. Bu durumda i′(x) vard�r.

i′(x) = g′(x)e−x − g(x)e−x = (g′(x)− g(x)) e−x ≥ 0

olur ki bunun anlam� i azalmayan bir fonksiyondur. Buradan

g(x) = i(x)ex

formunda oldu§u görülür.

(⇐=) :

i : I −→ R

azalmayan türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere g(x) = i(x)ex olsun. i azalmayan

oldu§undan her x ∈ I için i′(x) ≥ 0 d�r. g(x) = i(x)ex ve

g′(x) = i′(x)ex + i(x)ex

oldu§undan g(x) ≤ g′(x) elde edilir.

(ii)(=⇒) : Her x ∈ I için g′(x) ≤ g(x) olsun. Bu durumda d : I −→ R türevlenebilir

bir d(x) = g(x)e−x fonksiyonu tan�mlans�n. Böylece d′(x) vard�r. Ayr�ca

d′(x) = g′(x)e−x − g(x)e−x = (g′(x)− g(x)) e−x ≤ 0
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olur ki bunun anlam� d artmayan bir fonksiyondur. Buradan

g(x) = d(x)ex

formunda oldu§u görülür.

(⇐=) :

d : I −→ R artmayan türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere g(x) = d(x)ex olsun. d

artmayan oldu§undan her x ∈ I için d′(x) ≤ 0 d�r. g(x) = d(x)ex ve

g′(x) = d′(x)ex + d(x)ex

oldu§undan g′(x) ≤ g(x) elde edilir.

5.1.9. Teorem

Verilen bir ε > 0 say�s� için f : I −→ R tan�ml� türevlenebilir bir fonksiyon olsun.Bu

durumda,

|f ′(x)− f(x)| ≤ ε

e³itsizli§inin sa§lanmas� için gerek ve yeter ko³ul `, J = {e−x : x ∈ I} kümesi üzerinde

tan�ml�, artmayan ve 2ε− Lipschitzyan özellikli bir fonksiyon olmak üzere

f(x) = ε+ ex`(e−x)

olarak yaz�labilmesidir [2] .

�spat

Her x ∈ I için |f ′(x)− f(x)| ≤ ε sa§lans�n. Buradan −ε ≤ f ′(x) − f(x) ≤ ε oldu§u

dolay�s�yla

f(x)− ε ≤ f ′(x) ≤ f(x) + ε

oldu§u elde edilir. E§er g(x) = f(x) − ε al�n�rsa g(x) ≤ g′(x) elde edilir. Böylece
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Teorem 5.1.8 (i) den öyle bir i türevlenebilir ve azalmayan fonksiyonu vard�r ki

g(x) = f(x)− ε = i(x)ex, x ∈ I

³eklinde yaz�labilir. Benzer ³ekilde h(x) = f(x) + ε dersek h′(x) ≤ h(x) elde edilir.

Böylece Teorem 5.1.8 (ii) den öyle bir d türevlenebilir ve artmayan fonksiyonu vard�r

ki

h(x) = f(x) + ε = d(x)ex, x ∈ I

³eklinde yaz�labilir. f(x)− ε = i(x)ex oldu§undan f(x) = ε+ i(x)ex yaz�labilir. Ayr�ca

f(x) + ε = d(x)ex oldu§undan f(x) = d(x)ex − ε olarak yaz�labilir. Dolay�s�yla

ε+ i(x)ex = d(x)ex − ε

olur. Bu e³itli§in türevi al�n�rsa,

i′(x)ex + i(x)ex = d′(x)ex + d(x)ex

= d′(x)ex + i(x)ex + 2ε

elde edilir. Bu e³itlik düzenlenirse,

d′(x) =
i′(x)ex − 2ε

ex
= i′(x)− 2εe−x

elde edilir.

d türevlenebilir ve artmayan oldu§undan her x ∈ I için d′(x) ≤ 0 sa§lan�r. E§er

d′(x) = i′(x)− 2εe−x ≤ 0 oldu§u kullan�l�rsa i′(x) ≤ 2εe−x elde edilir. i(x) azalmayan

oldu§undan i′(x) ≥ 0 d�r.

Böylece 0 ≤ i′(x) ≤ 2εe−x elde edilir. �imdi de J = {e−x : x ∈ I} ve ` : J → R olmak

üzere `(z) = i(− ln z) olarak tan�mlans�n. O zaman

`′(z) = [i(− ln z)]′ = −i′(− ln z).
1

z
≤ 0 (z ∈ J)

olur.

Dolay�s�yla ` artmayand�r. z1 ve z2 ∈ J ve z1 6= z2 olsun. Ortalama de§er teoreminden
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bir z3 ∈ (min(z1, z2),max(z1, z2)) vard�r ki

|`(z1)− `(z2)| = |`′(z3)| |z1 − z2|

=

∣∣∣∣−i′(− ln z3)

z3

∣∣∣∣ |z1 − z2|
= i′(− ln z3)e

− ln z3 |z1 − z2|
≤ 2ε |z1 − z2|

e³itsizli§i sa§lan�r. Böylece `, 2ε−Lipschitzyand�r.

f(x) = ε + i(x)ex, `(z) = i(− ln z) oldu§u ve z ∈ J oldu§undan z = e−x modelinde

olmas� gerekti§i kullan�larak − ln z = x buradan da `(z) = i(x) elde edilir. Böylece,

f(x) = ε+ `(e−x).ex

elde edilir.

a := inf J = [0,∞)

ve c := lim
t→a+

`(t)

olsun.

Her x ∈ I için,

|f(x)− cex| =
∣∣ε+ `(e−x)ex − cex

∣∣
≤ ε+ ex

∣∣`(e−x)− c∣∣
= ε+ ex

∣∣∣∣`(e−x)− lim
t→a+

`(t)

∣∣∣∣
= ε+ ex

∣∣`(e−x)− `(a)
∣∣

≤ ε+ ex.2ε
∣∣e−x − a∣∣

= ε+ 2ε |1− aex|
≤ 3ε

elde edilir. E§er g(x) = cex al�n�rsa g′(x) = g(x) sa§lan�r. O halde verilen ε > 0 için f

de |f ′(x)− f(x)| ≤ ε e³itsizli§ini sa§layan bir fonksiyon ise bir g(x) = cex fonksiyonu

vard�r ki g′(x) = g(x) sa§lan�r ve |g(x)− f(x)| ≤ 3ε olur.
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Sonuç olarak y′ = y diferensiyel denklemi Hyers-Ulam anlam�nda kararl�d�r.

Burada I belli iken J bellidir ve dolay�s�yla a ve c sonlu tek de§erlerdir. Bu da g(x) =

cex fonksiyonunun tek olarak belirlendi§ini verir.

5.2. y′ = λy Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararl�l�§�

2002 y�l�nda Takeshi Miura, Sin-Ei Takahasi ve Shizuo Miyajima Alsina ve Ger'in

sonucunu genelle³tirerek y′ = λy denkleminin Banach Uzay�nda Hyers-Ulam

kararl�l�§�n� incelemi³lerdir.

X 6= {0} bir kompleks Banach uzay�, λ ∈ C ve ε ≥ 0 verilmi³ olsun. I da R nin bir

aç�k aral�§� olsun.

5.2.1. Tan�m

E§er her ‖ϕ′(t)− λϕ(t)‖ ≤ ε e³itsizli§ini sa§layan ϕ türevlenebilir fonksiyonu için

∥∥ϕ(t)− eλtxϕ
∥∥ ≤ kε, k > 0

olacak ³ekilde y′ = λy denkleminin bir xϕ ∈ X çözümü varsa y′ = λy diferensiyel

denklemine I üzerinde Hyers-Ulam anlam�nda kararl�d�r denir [17] .

y′ = λy diferensiyel denkleminin genel çözümünün eλtx, x ∈ X formundad�r. E§er

m(I, λ) = Inf
{
e−Reλt : t ∈ I

}
, M(I, λ) = Sup

{
e−Reλt : t ∈ I

}
olarak tan�mlan�rsa 0 ≤ m(I, λ) <∞ ve 0 < M(I, λ) ≤ ∞ oldu§u aç�kt�r.

5.2.2. Teorem

λ ∈ C ve ε ≥ 0 verilmi³ olsun. I da R nin bir aç�k aral�§� ve ϕ : I → X

‖ϕ′(t)− λϕ(t)‖ ≤ ε

özelli§inde bir fonksiyon olsun. Bu durumda a³a§�da verilen durumlar do§rudur:
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(i) Reλ 6= 0 ise,

∥∥ϕ(t)− eλtxϕ
∥∥ ≤ 1

|Reλ|

(
1− m(I, λ)

M(I, λ)

)
ε

olacak ³ekilde bir xϕ ∈ X vard�r. Özel olarak, m(I, λ) = 0 ise xϕ eleman�

sup
t∈I

∥∥ϕ(t)− eλtxϕ
∥∥ <∞

olacak ³ekilde tektir.

(ii) Reλ = 0 ve I n�n çap� δ(I) <∞ ise

∥∥ϕ(t)− eλtxϕ
∥∥ < εδ(I)

olacak ³ekilde xϕ ∈ X vard�r.

(iii) Reλ = 0 ve δ(I) = ∞ ise y′ = λy diferensiyel denklemi Hyers-Ulam anlam�nda

kararl� de§ildir [17] .

�spat

X∗ ile X in dual uzay� gösterilsin. X∗ = {f | f : X → C, sürekli} = C(X,C) olsun.

Herhangi bir f ∈ X∗ için ϕf : I → C fonksiyonu (ϕf )(t) := f(ϕ(t)), t ∈ I olarak

tan�mlans�n ve (ϕf )
′(t) = f(ϕ′(t)) olacak ³ekilde bir f eleman� al�ns�n. Bu durumda,

|(ϕf )′(t)− λ(ϕf )(t)| = |f(ϕ′(t)− λ(ϕf )(t)|
= |f(ϕ′(t)− f(λϕ(t))|
≤ ‖f‖ |ϕ′(t)− λϕ(t)|
≤ ε ‖f‖

elde edilir. E§er h(t) := e−λt(ϕf )(t) olacak ³ekilde bir h fonksiyonu tan�mlan�rsa

h′(t) = −λe−λt(ϕf )(t) + e−λt(ϕf )
′(t)

= e−λt {(ϕf )′(t)− λ(ϕf )(t)}
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elde edilir. Buradan,

|h′(t)| ≤ ε ‖f‖
∣∣e−λt∣∣

e³itsizli§i sa§lan�r. Hesab�n temel teoreminden

t∫
s

h′(τ)dτ = h(t)− h(s)

oldu§u bilinmektedir. Dolay�s�yla

|h(s)− h(t)| =

∣∣∣∣∣∣
t∫
s

h′(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

t∫
s

|h′(τ)| dτ

≤ ε ‖f‖
t∫
s

∣∣e−λτ ∣∣ dτ
≤ ε ‖f‖

t∫
s

e−(Reλ)τdτ

=
ε ‖f‖
−Reλ

(
e−(Reλ)t − e−(Reλ)s

)
elde edilir.

(i) Kabul edilsin ki, Reλ 6= 0 olsun. Bu durumda yukar�da elde edilen e³itsizlikten her

s, t ∈ I için,

∣∣f (e−λtϕ(t)− e−λsϕ(s)
)∣∣ ≤ ε ‖f‖

|Reλ|
∣∣e−(Reλ)t − e−(Reλ)s∣∣

‖f‖
∣∣e−λtϕ(t)− e−λsϕ(s)

∣∣ ≤ ε ‖f‖
|Reλ|

∣∣e−(Reλ)t − e−(Reλ)s∣∣

∣∣e−λtϕ(t)− e−λsϕ(s)
∣∣ ≤ ε

|Reλ|
∣∣e−(Reλ)t − e−(Reλ)s∣∣
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e³itsizlikleri elde edilir. E§er

e−(Reλ)s ↘ m(I, λ)

ise e−λsϕ(s) fonksiyonu X kümesi üzerinde yak�nsak olur. e−λsϕ(s) fonksiyonunun

yak�nsad�§� de§er xϕ ∈ X olarak al�ns�n. Bu durumda

∥∥ϕ(t)− eλtxϕ
∥∥ =

∥∥eλt(e−λtϕ(t)− xϕ)
∥∥

=
∣∣e(Reλ)t∣∣ ∥∥e−λtϕ(t)− xϕ

∥∥
= e(Reλ)t

∥∥e−λtϕ(t) + e−λsϕ(s)− e−λsϕ(s)− xϕ
∥∥

≤ e(Reλ)t
∥∥e−λtϕ(t)− e−λsϕ(s)

∥∥+ e(Reλ)t
∥∥e−λsϕ(s)− xϕ

∥∥
≤ ε

|Reλ|
e(Reλ)t

∣∣e−(Reλ)t − e−(Reλ)s∣∣
=

ε

|Reλ|

(
1− e−(Reλ)s

e−(Reλ)t

)
=

ε

|Reλ|

(
1− m (I, λ)

M (I, λ)

)

elde edilir. �imdi de kabul edilsin ki x ∈ X eleman� sup
t∈I

∥∥ϕ(t)− eλtx
∥∥ = c <∞ olacak

³ekilde olsun. E§er m(I, λ) = 0 ise

‖x− xϕ‖ ≤
∣∣e−λt∣∣ {∥∥eλtx− ϕ(t)

∥∥+
∥∥ϕ(t)− eλtxϕ

∥∥}
≤ e−(Reλ)t

(
c+

ε

|Reλ|

)

elde edilir. t→∞ için e−(Reλ)t → 0 oldu§undan ‖x− xϕ‖ → 0 olur ki buradan x = xϕ

olmal�d�r.

(ii) Reλ = 0 ve I n�n çap� δ(I) < ∞ olsun. Bu durumda daha önceden elde edilen

|h (s)− h (t)| ≤ ε ‖f‖
∫ t
s
e−(Reλ)τdτ e³itsizli§inden

∣∣f (e−λtϕ(t)− e−λsϕ(s)
)∣∣ ≤ ε ‖f‖

t∫
s

e−(Reλ)τdτ

≤ ε ‖f‖ |t− s|
≤ ε ‖f‖ δ(I)

elde edilir.
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Dolay�s�yla Reλ = 0 için

∥∥e−λtϕ(t)− e−λsϕ(s)
∥∥ ≤ ∥∥e−λt(ϕ(t)− eλt.e−λsϕ(s))

∥∥
≤
∥∥ϕ(t)− eλt.e−λsϕ(s)

∥∥
≤ εδ(I)

elde edilir. (i) nin ispat�nda e−λsϕ(s) fonksiyonunun yak�nsad�§� de§er xϕ olarak

al�nm�³t�. O halde,

∥∥ϕ(t)− eλtxϕ
∥∥ < εδ(I)

elde edilir.

(iii) Reλ = 0 ve δ(I) = ∞ olsun. Bu durumda ‖xo‖ = 1 olacak ³ekilde bir xo ∈ X

bulunabilir. �imdi ϕ0(t) := εteλtxo, t ∈ I olarak tan�mlans�n. Buradan,

‖ϕ′0(t)− λϕo(t)‖ =
∥∥εeλtxo + ελteλtxo − ελteλtxo

∥∥
≤ ε

∣∣eλt∣∣ ‖x0‖
≤ ε

∣∣e(Reλ)t∣∣
= ε

elde edilir. Kabul edilsin ki bir k ≥ 0 ve yo ∈ X için
∥∥ϕo(t)− eλtyo∥∥ ≤ kε sa§lans�n.

∥∥ϕ0(t)− eλtyo
∥∥ = ‖εtxo − yo‖ ≤ kε

olur.

|ε |t| ‖x0‖ − ‖y0‖| ≤ ‖εtxo − yo‖ ≤ kε

e³itsizli§inde her iki taraf ε ile bölünürse

|t| ≤ k +
‖y0‖
ε

olup k +
‖y0‖
ε

toplam� sonlu oldu§undan δ(I) =∞ olmas� ile çeli³ir. Buradan y′ = λy

diferensiyel denklemi Hyers-Ulam anlam�nda kararl� olamaz.
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5.2.3. Tan�m

B bir Banach uzay� f : I → B diferensiyel bir dönü³üm olsun. E§er her bir t ∈ I için

bir f ′(t) ∈ B vard�r öyle ki

lim
s→0

∥∥∥∥f(t+ s)− f(t)

s
− f ′(t)

∥∥∥∥
B

= 0

sa§lan�yorsa f fonksiyonuna türevlenebilirdir denir. Burada ‖.‖B , B üzerinde

tan�mlanan normdur [10, 11, 13] .

5.2.4. Tan�m

B bir Banach uzay� f : I → B diferensiyel bir dönü³üm ve t ∈ I olmak üzere

‖f ′(t)− λf(t)‖B ≤ ε

özelli§inde türevlenebilir bir f fonksiyonu için bir x ∈ B vard�r ki

x′(t) = λx(t) ve ‖f(t)− x(t)‖B ≤ kε

sa§lanacak ³ekilde k > 0 varsa y′ = λy diferensiyel denklemine Hyers-Ulam anlam�nda

kararl�d�r denir [11] .

5.2.5.Önerme

B bir Banach uzay� f : I → B ye diferensiyel bir dönü³üm olsun. A³a§�da verilen iki

durum e³de§erdir.

(i) ‖f ′(t)− λf(t)‖B ≤ ε, (t ∈ I)

(ii) g : I → B bir diferensiyel dönü³üm vard�r ki her t ∈ I için f(t) = g(t)eλt ve

‖g′(t)‖B ≤ εe−(Reλ)t dir [11] .

�spat

(i) ⇒ (ii) : f(t) = g(t)eλt e³itli§inden g(t) = f(t)e−λt yaz�labilir. Buradan g nin

türevlenebilece§i aç�kt�r ve g′(t) = {f ′(t)− λf(t)} e−λt yaz�labilir. Bu e³itlikte her iki
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taraf�n B üzerinde normu al�n�rsa

‖g′(t)‖B = ‖f ′(t)− λf(t)‖B e
−(Reλ)t

≤ εe−(Reλ)t

elde edilir.

(ii)⇒ (i) :

f(t) = g(t)eλt e³itli§inde türev al�n�rsa

f ′(t) = {g′(t) + λg(t)} eλt = g′(t)eλt + λf(t)

elde edilir. Buradan

f ′(t)− λf(t) = g′(t)eλt

yaz�labilir. Her iki taraf�n B üzerinde normu al�n�rsa

‖f ′(t)− λf(t)‖B =
∥∥g′(t)eλt∥∥

B
= ‖g′(t)‖B e

(Reλ)t

elde edilir. ‖g′(t)‖B ≤ εe−(Reλ)t oldu§undan ‖f ′(t)− λf(t)‖B ≤ ε yaz�labilir.

5.2.6.Önerme

B bir Banach uzay� f : I → B diferensiyel bir dönü³üm olsun. A³a§�da verilen iki

durum e³de§erdir.

(i) f ′(t) = λf(t), t ∈ I;

(ii) Bir g ∈ B vard�r öyle ki f(t) = geλt, t ∈ I [11] .

�spat

Önerme 5.2.5 de t ∈ I için g′(t) = 0 oldu§unda durum (ii) de verilen g(t) dönü³ümünün

sabit oldu§ununun gösterilmesi yeterlidir.
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g̃ : I → R bir g̃ fonksiyonu tan�mlans�n ve herhangi bir t0 ∈ I için

g̃(t) = ‖g(t)− g(t0)‖B

olsun. Burada g̃ türevlenebilirdir ve g′(t) = 0 oldu§undan g̃′(t) = 0 d�r. Bu nedenle

g̃ sabit fonksiyondur. g̃(t0) = 0 oldu§undan g(t) = g(t0) yaz�labilir. Böylece g(t) sabit

fonksiyondur ve bu da ispat� tamamlar.

5.2.7. Lemma

g : I → C türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Her t ∈ I için

|g′(t)| ≤ εe−(Reλ)t

olmak üzere g nin gerçel k�sm� u ve imajiner k�sm� v olsun. Reλ = 0 olmad�kça I dan

C ye ũ ve ṽ fonksiyonlar�n� s�ras�yla

ũ(t) = u(t)− ε

Reλ
e−(Reλ)t, ṽ(t) = v(t)− ε

Reλ
e−(Reλ)t

olarak tan�mlans�n. Bu durumda to ≤ s olmak üzere her s ∈ I için,

0 ≤ ũ(s)− ũ(t0) ≤
2ε

Reλ

{
e−(Reλ)t0 − e−(Reλ)s

}
ve

0 ≤ ṽ(s)− ṽ(t0) ≤
2ε

Reλ

{
e−(Reλ)t0 − e−(Reλ)s

}
e³itsizlikleri sa§lan�r [11] .

�spat

g′(t) = u′(t) + iv′(t) oldu§undan, her t ∈ I için

|u′(t)| , |v′(t)| ≤ |g′(t)| ≤ εe−(Reλ)t

yaz�labilir.
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ũ(t) = u(t)− ε

Reλ
e−(Reλ)t

e³itli§inde türev al�n�rsa ũ′(t) = u′(t) + εe−(Reλ)t elde edilir. Ayr�ca |u′(t)| ≤ εe−(Reλ)t

oldu§undan,

−εe−(Reλ)t ≤ u′(t) ≤ εe−(Reλ)t,

−εe−(Reλ)t + εe−(Reλ)t ≤ u′(t) + εe−(Reλ)t ≤ εe−(Reλ)t + εe−(Reλ)t

ve

0 ≤ ũ′(t) + εe−(Reλ)t ≤ 2εe−(Reλ)t

elde edilir.

�imdi s ∈ I olmak üzere I dan C ye bir U fonksiyonu

U(s) = −ũ(s)− 2ε

Reλ
e−(Reλ)s + ũ(t0) +

2ε

Reλ
e−(Reλ)to

olarak tan�mlans�n. U türevlenebilirdir ve her s ∈ I için

U ′(s) = −ũ′(s) + 2εe−(Reλ)s ≥ 0

sa§lan�r. U(to) = 0 oldu§undan e§er s ≥ to ise U(s) ≥ 0 d�r (U ′(s) ≥ 0 oldu§undan U

fonksiyonu azalmayand�r yani s ≥ to için U(s) ≥ U(t0) = 0 d�r).

ũ′(s) ≥ 0 oldu§undan s ≥ to ise ũ(s) ≥ ũ(t0) sa§lan�r. Buradan,

0 ≤ ũ(s)− ũ(t0) ≤
2ε

Reλ

{
e−(Reλ)t0 − e−(Reλ)s

}
elde edilir. Benzer ³ekilde,

ṽ(t) = v(t)− ε

Reλ
e−(Reλ)t

e³itli§inde türev al�n�rsa ṽ′(t) = v′(t) + εe−(Reλ)t elde edilir.
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|v′(t)| ≤ εe−(Reλ)t oldu§undan,

−εe−(Reλ)t ≤ v′(t) ≤ εe−(Reλ)t,

−εe−(Reλ)t + εe−(Reλ)t ≤ v′(t) + εe−(Reλ)t ≤ εe−(Reλ)t + εe−(Reλ)t

ve

0 ≤ ṽ′(t) ≤ 2εe−(Reλ)t

elde edilir. �imdi s ∈ I olmak üzere I dan C ye bir V fonksiyonu

V (s) = −ṽ(s)− 2ε

Reλ
e−(Reλ)s + ṽ(t0) +

2ε

Reλ
e−(Reλ)to

olarak tan�mlans�n. V türevlenebilirdir ve her s ∈ I için

V ′(s) = −ṽ′(s) + 2εe−(Reλ)s ≥ 0

sa§lan�r. V (to) = 0 oldu§undan e§er s ≥ to ise V (s) ≥ 0 d�r (V ′(s) ≥ 0 oldu§undan V

fonksiyonu azalmayand�r yani s ≥ to için V (s) ≥ V (t0) = 0 d�r).

ṽ′(s) ≥ 0 oldu§undan s ≥ to ise ṽ(s) ≥ ṽ(t0) sa§lan�r. Buradan,

0 ≤ ṽ(s)− ṽ(t0) ≤
2ε

Reλ

{
e−(Reλ)t0 − e−(Reλ)s

}
elde edilir. O halde ispat tamamlanm�³t�r.

5.2.8. Lemma

Reλ > 0 olsun. lim
s↗sup I

u(s) ve lim
s↗sup I

v(s) limitleri vard�r [11] .

�spat

Öncelikle supt∈I ũ(t) nin sonlu oldu§u gösterilmelidir. Bu amaçla t0 ∈ I için Lemma
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5.2.7 düzenlenirse

ũ(t) ≤ ũ(t0) +
2ε

Reλ

{
e−(Reλ)t0 − e−(Reλ)t

}
< ũ(t0) +

2ε

Reλ
e−(Reλ)t0 , t0 ≤ t.

elde edilir. E§er t < t0 ise, ũ′(t) ≥ 0 oldu§undan her t ∈ I için ũ(t) ≤ ũ(t0) elde edilir.

Bu nedenle, her t ∈ I için

ũ(t) ≤ ũ(t0) +
2ε

Reλ
e−(Reλ)t0

dir. (ε ≥ 0) Buradan supt∈I ũ(t) nin sonlu oldu§u gösterilmi³ olur. �imdi de,

lim
s↗sup I

u(s) = sup
t∈I

ũ(t)

oldu§u gösterilsin. Gerçekten, verilen her η > 0 için öyle bir s0 ∈ I bulunabilir öyle ki

supt∈I ũ(t)− η < ũ(s0) dir. ũ′(t) ≥ 0 oldu§undan s0 ≤ s ise her t ∈ I için

sup
t∈I

ũ(t)− η < ũ(s) < sup
t∈I

ũ(t) + η

yaz�labilir. Bu ifade lim
η−→0

|supt∈I ũ(t)− ũ(s)| < lim
η−→0

η olarak yaz�labilece§inden

lim
s↗sup I

u(s) = sup
t∈I

ũ(t)

elde edilir. Benzer ³ekilde, supt∈I ṽ(t) nin sonlu oldu§u gösterilmelidir. Bu amaçla t0 ∈ I
için Lemma 5.2.7 düzenlenirse

ṽ(t) ≤ ṽ(t0) +
2ε

Reλ

{
e−(Reλ)t0 − e−(Reλ)t

}
< ṽ(t0) +

2ε

Reλ
e−(Reλ)t0 , t0 ≤ t.

elde edilir. E§er t < t0 ise, ṽ′(t) ≥ 0 oldu§undan her t ∈ I için ṽ(t) ≤ ṽ(t0) elde edilir.

Bu nedenle, her t ∈ I için

ṽ(t) ≤ ṽ(t0) +
2ε

Reλ
e−(Reλ)t0

dir.
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Buradan supt∈I ṽ(t) nin s�n�rl� oldu§u gösterilmi³ olur. �imdi de,

lim
s↗sup I

v(s) = sup
t∈I

ṽ(t)

oldu§unu gösterilsin. Gerçekten, verilen her η > 0 için öyle bir s0 ∈ I bulunabilir öyle

ki supt∈I ṽ(t)− η < ṽ(s0) dir. ṽ′(t) ≥ 0 oldu§undan s0 ≤ s ise her t ∈ I için

sup
t∈I

ṽ(t)− η < ṽ(s) < sup
t∈I

ṽ(t) + η

yaz�labilir. Bu ifade lim
η−→0

|supt∈I ṽ(t)− ṽ(s)| < lim
η−→0

η olarak yaz�labilece§inden

lim
s↗sup I

v(s) = sup
t∈I

ṽ(t)

elde edilir ki ispat tamamlanm�³ olur.

5.2.9. Teorem

Reλ > 0, f : I → C, t ∈ I olmak üzere

|f ′(t)− λf(t)| ≤ ε

özelli§inde türevlenebilir bir f fonksiyonu için öyle bir θ ∈ C vard�r öyle ki her t ∈ I
için

∣∣f(t)− θeλt
∣∣ ≤ √2ε

Reλ

dir [11].

�spat

Önerme 5.2.5 kullan�l�rsa g : I → C türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere

f(t) = g(t)eλt ve |g′(t)| ≤ εe−(Reλ)t

olsun. u ve v, g kompleks say�s�n�n s�ras�yla reel ve imajiner k�sm� olsun. I dan C ye ũ
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ve ṽ fonksiyonlar�

ũ(t) = u(t)− ε

Reλ
e−(Reλ)t, ṽ(t) = v(t)− ε

Reλ
e−(Reλ)t.

olarak tan�mlans�n. Lemma 5.2.8 den lim
s↗sup I

u(s) ve lim
s↗sup I

v(s) limitlerinin var oldu§u

bilindi§inden Lemma 5.2.7 den e§er t ≤ s ise,

0 ≤ ũ(s)− ũ(t) <
2ε

Reλ
e−(Reλ)t

yaz�labilir. Buradan, her t ∈ I için

∣∣∣∣u(t)− lim
s↗sup I

ũ(s)

∣∣∣∣ = lim
s↗sup I

∣∣∣ũ(t) +
ε

Reλ
e−(Reλ)t − ũ(s)

∣∣∣
≤ ε

Reλ
e−(Reλ)t

elde edilir. Benzer ³ekilde, her t ∈ I için

∣∣∣∣v(t)− lim
s↗sup I

ṽ(s)

∣∣∣∣ ≤ ε

Reλ
e−(Reλ)t

elde edilebilir. Buradan, her t ∈ I için

∣∣∣∣f (t)− lim
t↗sup I

{(ũ (t) + iṽ (t))} eλt
∣∣∣∣ =

[(
u (t)− lim

s↗sup I
ũ (s)

)2

+

(
v (t)− lim

s↗sup I
ṽ (s)

)2
] 1

2

e(Reλ)t

≤
√

2ε

Reλ
e−(Reλ)te(Reλ)t =

√
2ε

Reλ

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

5.2.10. Teorem

Reλ > 0 , f : I −→ A, t ∈ I ve A kompleks say�lar kümesinde kapal� bir küme olmak

üzere

‖f ′(t)− λf(t)‖∞ ≤ ε
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özelli§inde türevlenebilir bir f fonksiyonu için e§er A sabit fonksiyonlara sahip ise öyle

bir θ ∈ A vard�r ki her t ∈ I için

∥∥f(t)− θeλt
∥∥
∞ ≤

√
2ε

Reλ

sa§lan�r. Ayr�ca A n�n sabit fonksiyonlar� yok ise öyle bir θ̃ vard�r ki her t ∈ I için

∥∥∥f(t)− θ̃eλt
∥∥∥
∞
≤ 2
√

2ε

Reλ

sa§lan�r [11] .

�spat

Her x ∈ X (X topolojik uzay) için I dan C ye fx fonksiyonu

fx(t) := f(t)(x), (t ∈ I)

³eklinde tan�mlans�n. fx fonksiyonu türevlenebilir oldu§undan her x ∈ X için

(fx)
′(t) := f ′(t)(x), (t ∈ I)

yaz�labilir. Buradan her x ∈ X için

|(fx)′(t)− λfx(t)| ≤ ‖f ′(t)− λf(t)‖∞ ≤ ε

oldu§unu söylenebilir. Önerme 5.2.5 den her x ∈ X için I dan C ye bir gx diferensiyel

fonksiyonu kar³�l�k gelir öyle ki

fx(t) = gx(t)e
λt ve |(gx)′(t)| ≤ εe−(Reλ)t

dir. gx in reel ve imajiner k�s�mlar� s�ras�yla ux ve vx olsun. I dan C ye

ũx(t) = ux(t)−
ε

Reλ
e−(Reλ)t, ṽx(t) = vx(t)−

ε

Reλ
e−(Reλ)t.

fonksiyonlar� tan�mlans�n.
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Teorem 5.2.9 un ispat�ndan her x ∈ X için

∣∣∣∣fx(t)− lim
s↗sup I

{ũx(s) + iṽx(s)} eλs
∣∣∣∣ ≤ √2ε

Reλ

yaz�labilir. Burada X den C ye

θ(x) = lim
s↗sup I

{ũx(s) + iṽx(s)}

olacak ³ekilde bir θ fonksiyonu tan�mlans�n. Bu tan�mlama ile e³itsizlik

∥∥f(t)− θeλt
∥∥
∞ ≤

√
2ε

Reλ

olarak yaz�labilir. I dan bir {tn} dizisi alal�m ve tn ↗ sup I olsun. X den C ye

θn(tn) = ũx(tn) + iṽx(tn)

³eklinde bir θn fonksiyonu tan�mlans�n. gx(tn) = fx(tn)e−λtn oldu§undan x 7−→ gx(tn)

olarak tan�mlanan fonksiyon her n ∈ N için A ya aittir.

Gösterilebilir ki, A sabit fonksiyonlara sahip ise θ, A n�n bir eleman�d�r. Gerçekten, θn
her n ∈ N için A n�n bir eleman�d�r. Lemma 5.2.8 den t ≤ s için

|ũx(s)− ũx(t)| ≤
2ε

Reλ

∣∣e−(Reλ)s − e−(Reλ)t∣∣ , |ṽx(s)− ṽx(t)| ≤ 2ε

Reλ

∣∣e−(Reλ)s − e−(Reλ)t∣∣
yaz�labilir. Buradan, her x ∈ X ve her n ∈ N için

|θ(x)− θn(x)| = lim
s↗sup I

√
|ũx(s)− ũx(tn)|2 + |ṽx(s)− ṽx(tn)|2

≤ 2
√

2ε

Reλ

∣∣∣∣ lim
s↗sup I

e−(Reλ)s − e−(Reλ)tn
∣∣∣∣

elde edilir. Bu yüzden θ, {θn} ⊂ A dizisinin limitidir ve A kapal� oldu§undan, θ A n�n

bir eleman�d�r. �imdi A n�n sabit fonksiyonlar�n�n olmad�§� dü³ünülsün. X den C ye

θ̃(x) = θ(x) +
(1 + i)ε

Reλ
lim

s↗sup I
e−(Reλ)s, θ̃n(x) = θn(x) +

(1 + i)ε

Reλ
e−(Reλ)tn

olacak ³ekilde θ̃ ve θ̃n fonksiyonlar� tan�mlans�n.
{
θ̃n

}
⊂ A oldu§undan her x ∈ X ve
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her n ∈ N için θ̃n(x) = gx(tn) yaz�labilir. Buradan,

∣∣∣θ̃(x)− θ̃n(x)
∣∣∣ ≤ |θ(x)− θn(x)|+ |1 + i| ε

Reλ

∣∣∣∣ lim
s↗sup I

e−(Reλ)s − e−(Reλ)tn
∣∣∣∣

≤ 3
√

2ε

Reλ

∣∣∣∣ lim
s↗sup I

e−(Reλ)s − e−(Reλ)tn
∣∣∣∣

elde edilir. A kapal� oldu§undan θ̃, A n�n eleman�d�r. Dahas�, her t ∈ I için

∥∥∥f(t)− θ̃eλt
∥∥∥
∞
≤
∥∥f(t)− θeλt

∥∥
∞ +

|1 + i| ε
Reλ

∣∣∣∣ lim
s↗sup I

e−(Reλ)seλt
∣∣∣∣

≤
√

2ε

Reλ
+

√
2ε

Reλ
=

2
√

2ε

Reλ

elde edilir ki ispat tamamlanm�³ olur.

Sonuç

Reλ > 0, f(a,+∞) (−∞ ≤ a ≤ +∞) öyle ki

‖f ′(t)− λf(t)‖∞ ≤ ε, (t ∈ (a,+∞))

özelli§inde türevlenebilir bir dönü³üm ise f benzersiz olarak Teorem 5.2.9 anlam�nda

A n�n bir fonksiyonu ile yakla³�r [11].

�spat

Teorem 5.2.9 dan, e§er θ1, θ2 ∈ A ise t ∈ (a,+∞) için
∥∥f(t)− θjeλt

∥∥
∞ ≤ kjε olacak

³ekilde baz� kj ≥ 0, (j = 1, 2) için θ1 = θ2 oldu§ununun gösterilmesi yeterlidir.

Gerçekten,

‖θ1 − θ2‖∞ ≤
∥∥θ1 − f(t)e−λt

∥∥
∞ +

∥∥f(t)e−λt − θ2
∥∥
∞

≤ (k1 + k2)εe
−(Reλ)t

elde edilir. t→∞ için limit al�n�rsa ‖θ1 − θ2‖∞ → 0 elde edilir . Buradan θ1 = θ2 dir.
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5.3. y′(t)− ay(t) = 0 Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararl�l�§�

2017 y�l�nda Masakazu Onitsuka ve Tomohiro Shoji y′(t) − ay(t) = 0, a 6= 0 birinci

basamaktan homogen diferensiyel denkleminin Hyers-Ulam kararl�l�§� üzerinde

çal�³malar yapm�³t�r. Bu bölümde a n�n s�f�rdan farkl� oldu§u, birinci basamaktan

y′(t)− ay(t) = 0 (5.6)

diferensiyel denkleminin Hyers-Ulam kararl�l�§� incelenecektir. 2013 y�l�nda Miura, Jung

ve Takahasi a³a§�daki teoremde verilen keskin sonucu elde etmi³lerdir.

5.3.1. Teorem

y′(t)−ay(t) = 0 denklemi 1/ |a| Hyers-Ulam kararl�l�k sabiti ile Hyers-Ulam kararl�l�§�na

sahiptir. Burada, 1/ |a| sabiti R üzerindeki minimum Hyers-Ulam kararl�l�k sabitidir

[14].

2017 y�l�nda ise Onitsuka ve Shoji de a³a§�daki sonucu elde etmi³lerdir.

5.3.2. Teorem

ε > 0 verilen key� bir sabit olsun. Kabul edelim ki her t ∈ I için diferensiyellenebilir

bir φ : I → R fonksiyonu için |φ′(t)− aφ(t)| ≤ ε e³itsizli§i sa§lans�n. Bu durumda

a³a§�daki durumlardan biri sa§lan�r:

(i) E§er a > 0 ve sup I var ise τ = sup I olmak üzere limt→τ−0φ(t) mevcut ve y(t)

(5.6) denkleminin herhangi bir çözümü ise her t ∈ I için |limt→τ−0φ(t)− y(τ)| < ε/a

oldu§unda |φ(t)− y(t)| < ε/a sa§lan�r.

(ii) E§er a > 0 ve sup I yok ise bu durumda limt→∞φ(t)e−at vard�r ve

y(t) = (limt→∞φ(t)e−at) eat (5.6) denkleminin gerçek çözümüdür öyle ki her t ∈ I için

|φ(t)− y(t)| < ε/a sa§lan�r.

(iii) E§er a < 0 ve inf I var ise σ = inf I olmak üzere limt→σ+0φ(t) mevcut ve y(t)

(5.6) denkleminin herhangi bir çözümü ise her t ∈ I için |limt→σ+0φ(t)− y(σ)| < ε/ |a|
oldu§unda |φ(t)− y(t)| < ε/ |a| sa§lan�r.

(iv) E§er a < 0 ve inf I yok ise bu durumda limt→−∞φ(t)e−at vard�r ve

y(t) = (limt→−∞φ(t)e−at) eat (5.6) denkleminin gerçek çözümüdür öyle ki her t ∈ I
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için |φ(t)− y(t)| < ε/ |a| sa§lan�r [14].

Bu teoremden a³a§�daki sonucu ç�karabiliriz.

Sonuç

(5.6) denklemi I üzerinde Hyers-Ulam anlam�nda 1/ |a| Hyers-Ulam kararl�l�k sabiti ile

kararl�d�r [14] .

Not

a = 1 durumunda, (5.6) denklemi için bir HUS sabiti yukar�daki bir önceki sonuçlardan

biridir. Yani, teoremin Alsina ve Ger'in bir sonucu oldu§u söylenebilir.

5.4. y′ + g(t)y = 0 Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararl�l�§�

2003-2004 y�llar�nda Takeshi Miura, Shizuo Miyajima ve Sin-Ei Takahasi birinci

basamaktan lineer diferensiyel operatörlerin Hyers-Ulam kararl�l�l�§�n� incelemi³lerdir.

X reel veya kompleks Banach Uzay� ve h : R→ C sürekli bir fonksiyon olmak üzere

C(I,X) = {f | f : I → X, sürekli},

C1(I,X) = {f | f : I → X, sürekli ve türevlenebilir} ⊂ C(I,X)

ve

‖f‖∞ = sup {|f(t)| : t ∈ I}

olsun. Th : C1(I,X)→ C(I,X) lineer operatörü Thu = u′ + hu olarak tan�mlans�n.

h̃(t) = e

t∫
0

h(s)ds

olarak tan�mlans�n.
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Bu durumda,

u(t) =
1

h̃(t)

t∫
0

h̃(s)v(s)ds

fonksiyonu Thu = v denklemini sa§lar. Yani,

u′(t) = − h̃
′(t)

h̃2(t)

t∫
0

h̃(s)v(s)ds+
1

h̃(t)

d

dt

t∫
0

h̃(s)v(s)ds

sa§lan�r. Burada

d

dt

t∫
0

h̃(s)v(s)ds = h̃(t)v(t)

oldu§undan,

u′(t) = − h̃
′(t)

h̃(t)

1

h̃(t)

t∫
0

h̃(s)v(s)ds+ v(t)

olarak yaz�labilir.

u(t) =
1

h̃(t)

t∫
0

h̃(s)v(s)ds

oldu§undan,

u′(t) = − h̃
′(t)

h̃(t)
u(t) + v(t)

olur. Buradan, h̃′(t) ve h(t) yerlerine yaz�l�rsa,

u′(t) = −h(t)e

t∫
0

h(s)ds

e

t∫
0

h(s)ds

u(t) + v(t)

elde edilir.
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Gerekli sadele³tirme yap�larak,

u′(t) = −h(t)u(t) + v(t) ve buradan u′(t) + h(t)u(t) = v(t) elde edilir.

Bu ise Thu(t) = v(t) oldu§unu verir. Tersine, Thu = v denkleminin genel çözümü

u(t) =
1

h̃(t)

y0 +

t∫
0

h̃(s)v(s)ds


olarak yaz�labilir. Burada y0 ∈ X key� bir say�d�r.

5.4.1. Tan�m

E§er a³a§�daki özellik sa§lanacak ³ekilde bir k ≥ 0 say�s� varsa Th operatörüne Hyers-
Ulam anlam�nda kararl�d�r denir:

‖Thu− v‖∞ ≤ ε

e³itsizli§ini sa§layan her ε ≥ 0, v ∈ C(I,X) ve u ∈ C1(I,X) fonksiyonlar� için bir

u0 ∈ C1(I,X) eleman� vard�r ki

Thu0 = v ve ‖u− u0‖∞ ≤ kε

sa§lan�r. Burada k ≥ 0 sabitine Thu operatörüne kar³�l�k gelen bir Hyers-Ulam
kararl�l�k sabiti denir. E§er min {k} de§eri varsa bu minimum k de§erine Thu

operatörünün Hyers-Ulam kararl�l�k sabiti denir [12].

Özel olarak X = R ve h(t) = −1 seçilirse Thu = 0 denklemi u′ = u denklemine

indirgenir ve bu durum Bölüm 5.1 de incelenmi³tir.

Benzer ³ekilde X 6= {0} bir kompleks Banach uzay� ve h(t) = −λ ∈ C seçilirse Thu = 0

denklemi u′ = λu denklemine indirgenir ve bu durum Bölüm 5.2 de incelenmi³tir.

Kabul edilsin ki, X 6= {0} bir Banach uzay� ve t ∈ R olmak üzere g : R → C

g̃(t) = e

t∫
0

g(s)ds
olarak tan�mlanm�³ sürekli bir fonksiyon olsun.
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Cg := sup
t∈R

1
|g̃(t)|

∞∫
t

|g̃(s)| ds

Dg := sup
t∈R

1
|g̃(t)|

t∫
−∞
|g̃(s)| ds

Eg := sup
t∈R

1
|g̃(t)|

∣∣∣∣ t∫
0

g̃(s)ds

∣∣∣∣
olarak tan�mlans�n. Burada Cg, Dg ve Eg de§erlerinin sonlu olmalar� üzerine bir

k�s�tlama yoktur.

5.4.2. Teorem

h : R→ C sürekli ve Th : C1(R, X)→ C(R, X) lineer operatörü

(Thu)(t) = u′(t) + h(t)u(t)

olarak tan�mlans�n. Kabul edelim ki, Ch, Dh ve Eh de§erlerinden biri sonlu olsun. Bu

durumda Th operatörü Hyers-Ulam anlam�nda kararl�d�r. 
Bununla beraber, Ch < ∞
veya Dh < ∞ ise ‖Thu− v‖ < ∞ e³itsizli§ini sa§layan her v ∈ C(R, X) ve u ∈
C1(R, X) için bir u0 ∈ C1(R, X) vard�r ki

Thu0 = v ve ‖u− u0‖∞ <∞

sa§lan�r [12] .

�spat

Kabul edilsin ki ε ≥ 0, v ∈ C(R, X) ve u ∈ C1(R, X) için ‖Thu− v‖ ≤ ε sa§lans�n.

w := Thu− v olarak tan�mlans�n.

Buradan Thu = v + w olur. Bu durumda,

u(t) =
1

h̃(t)

u(0) +

t∫
0

h̃(s)(v(s) + w(s))ds
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u(t) =
1

h̃(t)

t∫
0

h̃(s)v(s)ds+
1

h̃(t)

u(0) +

t∫
0

h̃(s)w(s)ds


olarak yaz�labilir. �lk olarak, Ch <∞ oldu§u kabul edilsin. ‖w‖ ≤ ε (s�n�rl�) oldu§undan
∞∫
0

h̃(t)w(t)dt ∈ X dir.

Bu yüzden her t ∈ R için,

u(t) =
1

h̃(t)

t∫
0

h̃(s)v(s)ds+
1

h̃(t)

u(0) +

∞∫
0

h̃(s)w(s)ds

− 1

h̃(t)


∞∫
t

h̃(s)v(s)ds


olarak yaz�labilir. Her t ∈ R için,

x0 := u(0) +

∞∫
0

h̃(s)w(s)ds

ve

u0(t) :=
1

h̃(t)

x0 +

t∫
0

h̃(s)v(s)ds


olarak tan�mlans�n. Bu durumda, Thu0 = v sa§lan�r ve

u(t) = u0(t)−
1

h̃(t)

∞∫
t

h̃(s)w(s)ds

dir. Buradan,

‖u(t)− u0(t)‖ =
1∣∣∣h̃(t)
∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
∞∫
t

h̃(s)w(s)ds

∥∥∥∥∥∥
≤ ε∣∣∣h̃(t)

∣∣∣
∞∫
t

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ds

≤ εCh

e³itsizli§i sa§lan�r. O halde Th operatörü Hyers-Ulam anlam�nda kararl�d�r ve Ch sabiti
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de bir Hyers-Ulam kararl�l�k sabitidir. Dh <∞ oldu§u kabul edilsin.

‖w‖ ≤ ε (s�n�rl�) oldu§undan
0∫
−∞
h̃(t)w(t)dt ∈ X dir.

Bu yüzden her t ∈ R için,

u(t) =
1

h̃(t)

t∫
0

h̃(s)v(s)ds+
1

h̃(t)

u(0)−
0∫
−∞

h̃(s)w(s)ds

+
1

h̃(t)


t∫
−∞

h̃(s)w(s)ds


olarak yaz�labilir. Her t ∈ R için,

x1 := u(0)−
0∫
−∞

h̃(s)w(s)ds

ve

u1(t) :=
1

h̃(t)

x1 +

t∫
0

h̃(s)v(s)ds


olarak tan�mlans�n. Bu durumda, Thu1 = v sa§lan�r ve

u(t) = u1(t) +
1

h̃(t)

t∫
−∞

h̃(s)w(s)ds

dir. Buradan,

‖u(t)− u1(t)‖ =
1∣∣∣h̃(t)
∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

t∫
−∞

h̃(s)w(s)ds

∥∥∥∥∥∥
≤ ε∣∣∣h̃(t)

∣∣∣
t∫
−∞

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds

≤ εDh

e³itsizli§i sa§lan�r. O halde Th operatörü Hyers-Ulam anlam�nda kararl�d�r ve Dh sabiti

de bir Hyers-Ulam kararl�l�k sabitidir.
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�imdi de Eh <∞ olmas� durumu ele al�ns�n. t ∈ R olmak üzere,

u2(t) :=
1

h̃(t)

u(0) +

t∫
0

h̃(s)v(s)ds


tan�mlans�n. Bu durumda, Thu2 = v sa§lan�r.

‖u(t)− u2(t)‖ =
1∣∣∣h̃(t)
∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

t∫
0

h̃(s)w(s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ ε∣∣∣h̃(t)
∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
t∫
0

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds
∣∣∣∣∣∣ ≤ εEh

e³itsizli§i elde edilir. Dolay�s�yla Th operatörü Hyers-Ulam anlam�nda kararl�d�r ve Eh
sabiti de bir Hyers-Ulam kararl�l�k sabitidir.

Son olarak kabul edilsin ki, Ch < ∞ veya Dh < ∞ olsun. Bu durumda u0(t) nin tek

oldu§u gösterilmelidir.

Bunun gösterilmesi için, u ∈ C1(R, X) ve v ∈ C(R, X) için u3(t) ve u4(t) ∈ C1(R, X)

fonksiyonlar� Thuj = v ve ‖u− uj‖ ≤Mj <∞ (j = 3, 4) özelliklerini sa§las�n. Thuj = v

sa§land�§�ndan

uj(t) =
1

h̃(t)

xj +

t∫
0

h̃(s)v(s)ds


olacak ³ekilde xj ler bulunabilir. Buradan, xj = h̃(t)uj(t) −

t∫
0

h̃(s)v(s)ds olarak

yaz�labilir.

‖x3 − x4‖ =

∥∥∥∥∥∥
h̃(t)u3(t)−

t∫
0

h̃(s)v(s)ds

−
h̃(t)u4(t)−

t∫
0

h̃(s)v(s)ds

∥∥∥∥∥∥
=
∥∥∥h̃(t)u3(t)− h̃(t)u4(t)

∥∥∥
=
∣∣∣h̃(t)

∣∣∣ ‖u3(t)− u4(t)‖
=
∣∣∣h̃(t)

∣∣∣ ‖u3(t)− u4(t) + u(t)− u(t)‖

≤
∣∣∣h̃(t)

∣∣∣ (‖u(t)− u3(t)‖+ ‖u(t)− u4(t)‖)

≤
∣∣∣h̃(t)

∣∣∣ (M3 +M4)
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elde edilir.
∣∣∣h̃(t)

∣∣∣ nin (−∞, 0] veya [0,∞) üzerinde integrallenebilir oldu§u kullan�larak

inf
t∈R

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = 0 bulunur. Bu yüzden x3 = x4 olmal�d�r. Buradan u3 = u4 elde edilir.

5.4.3. Teorem

h : R → C sürekli bir fonksiyon ve Th : C1(R, X) → C(R, X) lineer operatörü her

t ∈ R için Thu(t) = u′(t) + h(t)u(t) olarak tan�mlans�n. Kabul edelim ki, Th Hyers-

Ulam anlam�nda kararl�l�§a sahip olsun. Bu durumda a³a§�dakiler do§rudur.

(a) inf
t∈[0,∞)

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = 0 ise Ch <∞ dur. 
Bununla beraber Ch, Th �n bir kararl�l�k sabitidir.

(b) inf
t∈(−∞,0]

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = 0 iseDh <∞ dur. 
Bununla beraberDh, Th �n bir kararl�l�k sabitidir.

(c) inf
t∈R

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ > 0 ise Eh <∞ dur.

(d) inf
t∈(−∞,0]

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ veya inf

t∈[0,∞)

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ pozitiftir [12].

�spat

Sabit x0 ∈ X için ‖x0‖ = 1 olsun. Her t ∈ R için v(t) =

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣x0

h̃(t)
olsun.

v ∈ C(R, X) oldu§undan u ∈ C1(R, X) olmak üzere

u(t) :=
1

h̃(t)

t∫
0

h̃(s)v(s)ds =
1

h̃(t)

t∫
0

x0

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds

olarak tan�mlans�n. Thu = v oldu§undan ‖Thu‖∞ = ‖v‖∞ = 1 yaz�labilir.

K, Th için key� bir Hyers-Ulam kararl�l�k sabiti olsun. Öyle bir uo ∈ C1(R, X)

bulunabilir ki Thu0 = 0 ve ‖u− uo‖∞ ≤ K sa§lan�r. Thu0 = 0 oldu§undan her t ∈ R
için u0 �, x1 = u0(0) ∈ X olmak üzere u0(t) =

x1

h̃(t)
formunda yaz�labilir. Buradan, her
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t ∈ R için

∥∥∥∥∥∥
t∫
0

x0

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds− x1

∥∥∥∥∥∥ ≤ K
∣∣∣h̃(t)

∣∣∣ (5.7)

elde edilir.

(a) Varsay�ls�n ki, inf
t∈[0,∞)

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = 0 olsun. {tn}n∈N ⊂ [0,∞) olacak ³ekilde öyle bir

monoton artan dizi bulunabilir ki, her n ∈ N için, tn ↗ ∞ (n → ∞) ve
∣∣∣h̃(tn)

∣∣∣ < 1

n
dir.

Buradan (5.7) kullan�l�rsa

∣∣∣∣∣∣
tn∫
0

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds− ‖x1‖

∣∣∣∣∣∣ ≤ K
∣∣∣h̃(tn)

∣∣∣ < K

n
(5.8)

elde edilir. (5.8) den
∞∫
0

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds integrali vard�r. (5.7) e³itsizli§inde t = tn ve n → ∞

al�n�rsa, x1 =
∞∫
0

x0

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds elde edilir.

Buradan, (5.7) e³itsizli§i kullan�l�rsa, her t ∈ R için

∞∫
t

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds =

∥∥∥∥∥∥
t∫
0

x0

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds− x1

∥∥∥∥∥∥ ≤ K
∣∣∣h̃(t)

∣∣∣ (5.9)

dir. Bu ise Ch ≤ K < ∞ olmas� demektir. K key� bir Hyers-Ulam kararl�l�k sabiti ve

Ch �n kendisi de bir Hyers-Ulam kararl�l�k sabiti oldu§undan Ch, Th operatörü için bir

Hyers-Ulam kararl�l�k sabitidir.

(b) E§er inf
t∈(−∞,0]

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = 0 sa§lan�yor ise (a) ³�kk�na benzer bir yol izleyerek Dh < ∞

oldu§u dolay�s�yla Dh �n Hyers-Ulam kararl�l�k sabiti oldu§u gösterilebilir.

(c) Varsay�ls�n ki, inf
t∈R

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ > 0 olsun. Buradan,

sup
t∈R
‖u0(t)‖ = sup

t∈R

‖x1‖∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ =

‖x1‖

inf
t∈R

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ <∞

yaz�labilir. Bundan dolay�, her t ∈ R için ‖x1‖ ≤ ‖u0‖∞
∣∣∣h̃(t)

∣∣∣ dir. Buradan, (5.7)
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e³itsizli§i kullan�larak, her t ∈ R için

∣∣∣∣∣∣
t∫
0

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds
∣∣∣∣∣∣ =

∥∥∥∥∥∥
t∫
0

x0

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds
∥∥∥∥∥∥ ≤ (K + ‖u0‖∞)

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣

elde edilir. Bu ise Eh <∞ olmas� demektir.

(d) Varsay�ls�n ki, inf
t∈[0,∞)

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = 0 olsun. inf

t∈(−∞,0]

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ > 0 oldu§u gösterilmelidir.

Aksine, inf
t∈(−∞,0]

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = 0 oldu§u kabul edilsin. Buradan, {sn}n∈N ⊂ (−∞, 0] olacak

³ekilde öyle bir monoton azalan dizi bulunabilir ki, her n ∈ N için, sn ↘ −∞ (n→∞)

ve
∣∣∣h̃(sn)

∣∣∣ < 1

n
dir. (5.9) dan,

∞∫
sn

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds ≤ K

∣∣∣h̃(sn)
∣∣∣ < K

n

yaz�labilir. Bu bir çeli³kidir. Böylece inf
t∈[0,∞)

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = 0 iken inf

t∈(−∞,0]

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ > 0 oldu§u

ispatlanm�³ olur.

Sonuç

h : R → C sürekli bir fonksiyon ve Th : C1(R, X) → C(R, X) lineer operatörü her

t ∈ R için Thu(t) = u′(t) + h(t)u(t) olarak tan�mlans�n. Th operatörünün Hyers-Ulam

anlam�nda kararl�l�§a sahip olmas� için gerek ve yeter ko³ul Ch, Dh ve Eh dan birinin

s�n�rl� olmas�d�r. Daha do§rusu, a³a§�dakiler do§rudur:

(a)E§er inf
t∈[0,∞)

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = 0 ise Th operatörünün Hyers-Ulam anlam�nda kararl�l�§a sahip

olmas� için gerek ve yeter ko³ul Ch <∞ olmas�d�r.

(b)E§er inf
t∈(−∞,0]

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = 0 ise Th operatörünün Hyers-Ulam anlam�nda kararl�l�§a sahip

olmas� için gerek ve yeter ko³ul Dh <∞ olmas�d�r.

(c)E§er inf
t∈R

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ > 0 ise Th operatörünün Hyers-Ulam anlam�nda kararl�l�§a sahip

olmas� için gerek ve yeter ko³ul Eh <∞ olmas�d�r [12].
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Sonuç

ϕ : R→ R sürekli fonksiyonlar ve ψ : R→ R sürekli M > 0 sabiti için

sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣
t∫
0

ψ(s)ds

∣∣∣∣∣∣ < M

e³itsizli§ini sa§layan bir fonksiyon olsun. h : R→ C ye Reh = ϕ+ψ özelli§ini sa§layan

sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(a) Kabul edelim ki to > 0 ve δ0 > 0 vard�r öyle ki |t| ≥ to iken ϕ(t) ≤ −δ0 d�r. Ayr�ca
Ch <∞ d�r ve dolay�s�yla Th operatörü Hyers-Ulam anlam�nda kararl�l�§a sahiptir.

(b) Kabul edelim ki t1 > 0 ve δ1 > 0 vard�r öyle ki |t| ≥ t1 iken δ1 ≤ ϕ(t) dir. Ayr�ca

Dh <∞ d�r ve dolay�s�yla Th operatörü Hyers-Ulam anlam�nda kararl�l�§a sahiptir.

(c) Kabul edelim ki t2 > 0 ve δ2 > 0 vard�r öyle ki t ≤ −t2 iken ϕ(t) ≤ −δ2 ve

t2 ≤ t iken δ2 ≤ ϕ(t) dir. Ayr�ca Eh < ∞ d�r ve dolay�s�yla Th operatörü Hyers-Ulam

anlam�nda kararl�l�§a sahiptir [12].

�spat

(a) Öncelikle, her t ∈ R için
∞∫
t

ϕ̃(s)ds integralinin var oldu§u gösterilmelidir. E§er,

s ≥ to ise hipotezden

s∫
0

ϕ(τ)dτ ≤
to∫
0

ϕ(τ)dτ −
s∫
to

δ0dτ ≤
to∫
0

ϕ(τ)dτ − δ0s+ δ0to

elde edilir. Buradan, her s ≥ to için

e

s∫
0

ϕ(τ)dτ
≤ e

to∫
0

ϕ(τ)dτ−δ0s+δ0to

yaz�labilir ve ϕ̃ fonksiyonunun tan�m� gere§i

ϕ̃(s) ≤ ϕ̃(t0)e
δ0t0e−δ0s (5.10)
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elde edilir.

Böylece her t ∈ R için

∞∫
t

ϕ̃(s)ds ≤
t0∫
t

ϕ̃(s)ds+ ϕ̃(t0)e
δ0t0

∞∫
t0

e−δ0sds =

t0∫
t

ϕ̃(s)ds+
1

δ0
ϕ̃(t0) <∞

elde edilir.

Dolay�s�yla
∞∫
t

ϕ̃(s)ds integralinin varl�§�n� her t ∈ R için ispatlanm�³ olur.

�imdi, Cϕ nin s�n�rl� oldu§u gösterilmelidir.

(i) to ≤ t olsun. (5.10) dan, s→∞ iken ϕ̃(s)→ 0 oldu§u söylenebilir.

Tüm s ≥ t0 için 1 ≤ −ϕ(s)

δ0
oldu§undan,

∞∫
t

ϕ̃(s)ds ≤ − 1

δ0

∞∫
t

ϕ(s)ϕ̃(s)ds = − 1

δ0
[ϕ̃(s)]∞t =

1

δ0
ϕ̃(t)

elde edilir.

(ii) −to < t < t0 ve α = inf {ϕ̃(s) : |s| < to} olsun. Buradan,

∞∫
t

ϕ̃(s)ds ≤
∞∫
−t0

ϕ̃(s)ds ≤

 1

α

∞∫
−t0

ϕ̃(s)ds

 ϕ̃(t)

elde edilir.

(iii) t ≤ to olsun. (5.10) için benzer i³lemler yap�l�rsa,

ϕ̃(t) ≥ e−δ0(t+t0)ϕ̃(−to) ≥ ϕ̃(−to)

oldu§u görülür.



79

Ayr�ca, her s ≤ −t0 için ϕ(s) ≤ −δ0 oldu§u kullan�larak

∞∫
t

ϕ̃(s)ds =

−t0∫
t

ϕ̃(s)ds+

∞∫
−t0

ϕ̃(s)ds

≤ − 1

δ0

−t0∫
t

ϕ(s)ϕ̃(s)ds+

∞∫
−t0

ϕ̃(s)ds

≤

 1

δ0
+

1

ϕ̃(−to)

∞∫
−t0

ϕ̃(s)ds

 ϕ̃(t)

elde edilir. Yukar�dan, Cϕ < ∞ oldu§u ispatlanm�³ olur. Son olarak, Ch nin sonlu

oldu§u gösterilmelidir. Her t ∈ R için Reh = ϕ+ ψ oldu§undan

∣∣∣h̃(t)
∣∣∣ = exp

t∫
0

Re [h(τ)] dτ = ϕ̃(t)ψ̃(t)

yaz�labilir. Hipotezden, her t ∈ R için e−M < ψ̃(t) < eM yaz�labilir.

Buradan, her t ∈ R için

1∣∣∣h̃(t)
∣∣∣
∞∫
t

∣∣∣h̃(s)
∣∣∣ ds =

1

ϕ̃(t)ψ̃(t)

∞∫
t

ϕ̃(s)ψ̃(s)ds ≤ e2MCϕ

elde edilir. Bu yüzden, Ch < ∞ dur. Teorem 5.4.2 den Th Hyers-Ulam anlam�nda

kararl�d�r.

(b)Benzer ³ekilde Dϕ < ∞ oldu§u ve buradan Dh < ∞ oldu§u gösterilebilir. Teorem

5.4.2 den Th Hyers-Ulam anlam�nda kararl�d�r.

(c) (a) da oldu§u gibi benzer ad�mlar izlenirse, her t ≥ t2 için

0 <

t∫
0

ϕ̃(s)ds ≤

 1

δ2
+

1

ϕ̃(t2)

t2∫
0

ϕ̃(s)ds

 ϕ̃(t)

yaz�labilir.
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Her t ≤ t2 için,

0 <

o∫
t

ϕ̃(s)ds ≤

 1

δ2
+

1

ϕ̃(−t2)

0∫
−t2

ϕ̃(s)ds

 ϕ̃(t)

dir. Ayr�ca, β := infs∈[−t2,t2] ϕ̃(s) olarak tan�mlan�rsa, her −t2 < t < t2 için

 1

β

−t2∫
0

ϕ̃(s)ds

 ϕ̃(t) ≤
t∫
0

ϕ̃(s)ds ≤

 1

β

t2∫
0

ϕ̃(s)ds

 ϕ̃(t)

elde edilir. Buradan Eϕ < ∞ elde edilir. Teorem 5.4.2 den Th Hyers-Ulam anlam�nda

kararl�d�r.

5.5. ϕ(t)y′(t) = y(t) Diferensiyel Denkleminin Hyers-Ulam Kararl�l�§�

2004 y�l�nda S. M. Jung ϕ(t)y′(t) = y(t) birinci basamaktan lineer diferensiyel

denklemin Hyers-Ulam kararl�l�§�n� incelemi³tir. Alsina ve Ger'in çal�³malar�ndan yola

ç�k�larak öncelikle yard�mc� lemmalar verilecektir.

5.5.1. Lemma

z : I → R türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(a) z(t) ≤ ϕ(t)z′(t) e³itsizli§inin her t ∈ I için do§ru olmas� için gerek ve yeter ko³ul

her t ∈ I için öyle bir türevlenebilir α : I → R fonksiyonu vard�r ki

α′(t)ϕ(t) ≥ 0 ve z(t) = α(t) exp

{
t∫
a

dτ

ϕ(τ)

}
sa§lan�r.

(b) z(t) ≥ ϕ(t)z′(t) e³itsizli§inin herhangi bir t ∈ I için do§ru olmas� için gerek ve yeter

ko³ul her t ∈ I için öyle bir türevlenebilir β : I → R fonksiyon vard�r ki

β′(t)ϕ(t) ≤ 0 ve z(t) = β(t) exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)


sa§lan�r [8].
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�spat

(a) Kabul edilsin ki her t ∈ I için z(t) ≤ ϕ(t)z′(t) e³itsizli§i sa§lans�n. I dan R ye α

fonksiyonu

α(t) = exp

−
t∫
a

dτ

ϕ(τ)

 z(t)

olarak tan�mlans�n. α n�n I üzerinde türevlenebildi§i aç�kt�r.

α′(t) =
1

ϕ(t)
exp

−
t∫
a

dτ

ϕ(τ)

 (ϕ(t)z′(t)− z(t))

elde edilir bu da gösterir ki her t ∈ I için α′(t)ϕ(t) ≥ 0 do§rudur. Tersine, kabul edilsin

ki her t ∈ I için α′(t)ϕ(t) ≥ 0 do§ru olsun. I → R ye bir

z(t) = α(t) exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)


fonksiyonu tan�mlans�n. Burada z fonksiyonu I üzerinde türevlenebilirdir. Her t ∈ I

için,

ϕ(t)z′(t) = α′(t)ϕ(t) exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)

+ z(t) ≥ z(t)

elde edilir ki buradan ispat tamamlan�r.

(b) (a) n�n ispat�nda z(t) yerine −z(t) yaz�larak ispat tamamlanabilir.

5.5.2. Teorem

Verilen bir ε > 0 için y nin, her t ∈ I için

|ϕ(t)y′(t)− y(t)| ≤ ε (5.11)

e³itsizli§inin bir çözümü olmas� için gerek ve yeter ko³ul α : I → R türevlenebilir bir
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fonksiyon olmak üzere herhangi bir t ∈ I için

y(t) = ε+ α(t) exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)

 (5.12)

ve

0 ≤ α′(t)ϕ(t) ≤ 2ε exp

−
t∫
a

dτ

ϕ(τ)

 (5.13)

olmas�d�r [8].

�spat

Kabul edilsin ki y : I → R fonksiyonu (5.11) e³itsizli§inin bir çözümü olsun. Bu

durumda (5.11) e³itsizli§inden

y(t)− ε ≤ ϕ(t)y′(t) ≤ y(t) + ε (5.14)

e³itsizli§i her t ∈ I için sa§lan�r. Burada bir z(t) = y(t) − ε fonksiyonu tan�mlans�n.

Bu fonksiyon (5.14) e³itsizli§in sol taraf�nda kullan�l�rsa z(t) ≤ ϕ(t)z′(t) yaz�labilir.

Lemma 5.5.1 (a) ya göre öyle bir α : I → R türevlenebilir fonksiyonu vard�r ki her

t ∈ I için

y(t) = ε+ α(t) exp

{
t∫
a

dτ

ϕ(τ)

}
ve

α′(t)ϕ(t) ≥ 0 (5.15)

her t ∈ I için sa§lan�r. Benzer ³ekilde, z(t) = y(t) + ε fonksiyonu tan�mlans�n. Bu

fonksiyon (5.14) e³itsizli§inin sa§ taraf�nda kullan�l�rsa z(t) ≥ ϕ(t)z′(t) sa§lan�r.

Lemma 5.5.1 (b) ye göre öyle bir β : I → R türevlenebilir fonksiyon vard�r ki her

t ∈ I için (5.12) e³itsizli§i sa§lan�r.

y(t) + ε = β(t) exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)

 (5.16)
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ve

β′(t)ϕ(t) ≤ 0 (5.17)

sa§lan�r. Buradan (5.12) ve (5.16) kullan�l�rsa

y′(t) = α′(t) exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)

+
α(t)

ϕ(t)
exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)


= β′(t) exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)

+
1

ϕ(t)

α(t) exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)

+ 2ε


elde edilir. Sonuç olarak,

β′(t) = α′(t)− 2ε

ϕ(τ)
exp

−
t∫
a

dτ

ϕ(τ)

 ,

elde edilir. (5.15) ve (5.17) e³itsizlikleri her t ∈ I için

0 ≤ α′(t)ϕ(t) ≤ 2ε exp

−
t∫
a

dτ

ϕ(τ)


e³itsizli§inin sa§land�§�n� gösterir. y(t) fonksiyonunun t ye göre türevi al�n�p elde edilen

denklem ϕ(t) ile çarp�l�p daha sonra elde edilen denklemden y ç�kar�l�rsa

ϕ(t)y′(t)− y(t) = α′(t)ϕ(t) exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)

− ε
elde edilir. (5.13) ve son denklemden

−ε ≤ ϕ(t)y′(t)− y(t) ≤ ε

elde edilir ki bu da (5.11) e³itsizli§ine e³ittir.

A³a§�daki teoremde, Miura, Takahasi ve Choda'n�n bir sonucu olarak Alsina ve

Ger'in sonucunu aç�k bir ³ekilde geli³tiren ϕ(t)y′(t) = y(t) diferensiyel denkleminin

kararl�l�§�n�n ispat� verilecektir.
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5.5.3. Teorem

Her t ∈ I için ϕ(t) > 0 veya ϕ(t) < 0 sa§lan�yorsa ve y : I → R (5.11) e³itsizli§ini

sa§layan bir fonksiyon ise

∣∣∣∣∣∣y(t)− c exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)


∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

e³itsizli§i sa§lanacak ³ekilde bir c reel say�s� vard�r [8] .

�spat

Öncelikle kabul edilsin ki, her t ∈ I için ϕ(t) > 0 sa§lans�n. y de (5.11) e³itsizli§ini

sa§layan türevlenebilir bir fonksiyon olsun. c yi c := limt→b α(t) olarak tan�mlans�n.

Burada, α Teorem 5.5.2 de verilen α : I → R d�r. Her t ∈ I için ϕ(t) > 0 oldu§undan,

(5.13) e³itsizli§i −ϕ(t) ile bölünüp t den b ye integral al�n�rsa

0 ≥ α(t)− c = −
b∫
t

α′(s)ds ≥ 2ε

b∫
t

(
− 1

ϕ(s)

)
exp

−
s∫
a

dτ

ϕ(τ)

 ds

= 2ε exp

−
b∫
a

dτ

ϕ(τ)

− 2ε exp

−
t∫
a

dτ

ϕ(τ)


elde edilir.

Bu e³itsizlik exp

{
t∫
a

dτ

ϕ(τ)

}
ile çarp�l�p her taraf�na ε eklenirse

ε ≥ ε+ (α(t)− c) exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)

 ≥ 2ε exp

−
b∫
t

dτ

ϕ(τ)

− ε ≥ −ε
yaz�labilir. Bu e³itsizlikler (5.12) ile birlikte

∣∣∣∣∣∣y(t)− c exp


t∫
a

dτ

ϕ(τ)


∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

e³itsizli§ini ispatlar. �imdi de kabul edilsin ki, her t ∈ I için ϕ(t) < 0 sa§lans�n. y de
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(5.11) e³itsizli§ini sa§layan türevlenebilir bir fonksiyon olsun. c yi c := limt→a+ α(t)

olarak tan�mlan�p benzer i³lemler yap�l�rsa istenilen sonuç elde edilir.
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6. y′ + P (t)y = G(t, y) DENKLEM�N�N HYERS-ULAM

KARARLILI�I

2014 y�l�nda Maher Nazmi Qarawani birinci basamaktan lineer ve lineer olmayan

diferensiyel denklemlerin ve Bernoulli diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias

anlam�nda kararl�l�§�n� incelemi³tir. Bu kesimde y′ + P (t)y = G(t, y) denkleminin

Hyers-Ulam anlam�nda kararl�l�§� incelenecektir. Burada G(t, y) = Q(t) ve

G(t, y) = q(t)yn n 6= 0, 1 olmas� durumlar� ayr� ayr� incelenecektir.

y′ + P (t)y = Q(t) (6.1)

diferensiyel denkleminin

y(t0) = y0 (6.2)

ba³lang�ç ko³ullar� alt�nda Hyers-Ulam anlam�nda kararl�l�§� incelenecektir. Burada y ∈
C1(I), I = [t0, t1] , −∞ < t0 < t1 ≤ ∞ dir.

6.1. Birinci Basamaktan Homogen Olmayan Lineer Diferensiyel
Denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias Kararl�l�§�

6.1.1. Tan�m

Bir ε > 0 verilsin ve bir y ∈ C1(I) fonksiyonu da |y′ + P (t)y −Q(t)| ≤ εϕ(t) e³itsizli§ini

uygun bir ϕ(t) pozitif tan�ml� fonksiyonu için sa§las�n. Bu durumda e§er bir K pozitif

say�s� için |y(t)− x(t)| ≤ Kεϕ(t) e³itsizli§i sa§lanacak ³ekilde (6.1)-(6.2) probleminin

bir x(t) ∈ C1(I) çözümü varsa (6.1)-(6.2) problemine Hyers-Ulam-Rassias (HUR)
anlam�nda kararl�d�r denir [15] .

6.1.2. Tan�m

Bir ε > 0 verilsin ve y ∈ C1(I) fonksiyonu |y′ + P (t)y −Q(t)| ≤ εϕ(t) e³itsizli§ini

uygun bir ϕ(t) pozitif tan�ml� bir fonksiyonu için sa§lans�n. Bu durumda (6.1)-(6.2)

probleminin bir x(t) ∈ C1(I) çözümü var ve |y(t)− x(t)| ≤ Kεϕ(t) e³itsizli§i

sa§lanacak ³ekilde bir K > 0 say�s� bulunabiliyor ve lim
t→∞

(x(t) − y(t)) = 0 oluyor ise

(6.1) denklemine Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta anlam�nda kararl�d�r denir. Bu

durum k�saca ba³ har�er bir araya getirilerek HURG ile de gösterilir [15].
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6.1.3. Teorem

E§er P (t) ve Q(t) fonksiyonlar� I üzerinde sürekli ve y ∈ C1(I) fonksiyonu (6.1)

denkleminin (6.2) ko³ulunu sa§layan bir yakla³�k çözümü ise (6.1)-(6.2) problemi

Hyers-Ulam-Rassias anlam�nda kararl�d�r [15] .

�spat

y ∈ C1(I) (6.1) denkleminin (6.2) ko³ulunu sa§layan yakla³�k çözümü olsun. O halde,

|y′ + P (t)y −Q(t)| ≤ εϕ(t), y(t0) = y0

olacakt�r.

ϕ(t) = exp

− t∫
t0

P (s)ds


olarak al�ns�n. Bu durumda,

−ε exp

− t∫
t0

P (s)ds

 ≤ y′ + P (t)y −Q(t) ≤ ε exp

− t∫
t0

P (s)ds



yaz�labilir. E³itsizlik e

t∫
t0

P (s)ds

ile çarp�l�rsa,

−ε ≤ exp

 t∫
t0

P (s)ds

 (y′ + P (t)y −Q(t)) ≤ ε

olur. Bu e³itsizlik düzenlenerek,

−ε ≤

y exp

 t∫
t0

P (s)ds

′ − exp

 t∫
t0

P (s)ds

Q(t) ≤ ε

elde edilir.
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Bu e³itsizli§in t0 dan t ye integrali al�n�rsa,

−ε(t− t0) ≤ y(t) exp

 t∫
t0

P (s)ds

− y0 − t∫
t0

e

s∫
t0

P (τ)dτ

Q(s)ds ≤ ε(t− t0)

elde edilir.

E§er e³itsizlik e
−
t∫
t0

P (s)ds

ile çarp�l�rsa,

−ε(t− t0) exp

− t∫
t0

P (s)ds

 ≤ y(t)− e
−
t∫
t0

P (s)ds

y0 +

t∫
t0

e

s∫
t0

P (τ)dτ

Q(s)ds


≤ ε(t− t0) exp

− t∫
t0

P (s)ds


elde edilir.

Buradan,

∣∣∣∣∣∣y(t)− exp

− t∫
t0

P (s)ds

y0 +

t∫
t0

e

s∫
t0

P (τ)dτ

Q(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε(t− t0)e
−
t∫
t0

P (s)ds

yaz�labilir.

E§er,

x(t) := exp

− t∫
t0

P (s)ds

y0 +

t∫
t0

exp

 s∫
t0

P (τ)dτ

Q(s)ds


olarak tan�mlan�rsa x(t0) = y0 sa§lan�r.

x
′
(t) = −P (t)e

−
t∫
t0

P (s)ds

y0 +

t∫
t0

e

s∫
t0

P (τ)dτ

Q(s)ds

+ e
−
t∫
t0

P (s)ds

e

t∫
t0

P (τ)dτ

Q(t)

= −P (t)x(t) +Q(t)

oldu§undan (6.1) denklemi sa§lan�r.
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Bu durumda,

−ε(t− t0) exp

− t∫
t0

P (s)ds

 ≤ y(t)− x(t) ≤ ε(t− t0) exp

− t∫
t0

P (s)ds


veya

|y(t)− x(t)| ≤ ε(t− t0) exp

− t∫
t0

P (s)ds

 ≤ ε(t1 − t0)ϕ(t) (t1 <∞)

olarak yaz�labilir.

t1 − t0 = K dersek Tan�m 6.1.1 gere§i (6.1)-(6.2) problemi HUR anlam�nda kararl�d�r.

�imdi de, I aral�§�n�n yar� sonsuz olmas� durumunu içeren hali ele al�ns�n. Yani, t1 ≤ ∞
olsun.

6.1.4. Teorem

E§er P (t) ve Q(t) fonksiyonlar� R üzerinde sürekli, P (t) ≥ c > 0 ve y ∈ C1(R)

fonksiyonu (6.1) denkleminin (6.2) ko³ulunu sa§layan bir yakla³�k çözümü ise (6.1)-

(6.2) problemi Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta anlam�nda kararl�d�r [15] .

�spat

E§er Teorem 6.1.3 de elde edilmi³ olan |y(t)− x(t)| ≤ ε(t − t0)e
−
t∫
t0

P (s)ds

e³itsizli§inde

Q(t) = (t− t0)e
−
t∫
t0

P (s)ds

olarak al�n�rsa

lim
t→∞

e
−
t∫
t0

P (s)ds

= e
−
∞∫
t0

P (s)ds

→ 0

oldu§undan lim
t→∞

Q(t) = 0 ve dolay�s�yla lim
t→∞

(x(t) − y(t)) = 0 elde edilir. Buradan,

Tan�m 6.1.2 gere§i (6.1)-(6.2) problemi HURG anlam�nda kararl�d�r.

Örnek

y′ + (2 sin2 t)y = cos t, y(0) = 1, t ≥ 0
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problemini ele alal�m.

E§er y bir yakla³�k çözüm ise, ϕ(t) = exp

(
t∫
0

− 2 sin2 sds

)
= e−t+

1
2
sin 2t olmak üzere

−εϕ(t) ≤ y′ + (2 sin2 t)y − cos t ≤ εϕ(t)

e³itsizli§i

−εe−t+
1
2
sin 2t ≤ y′ + (2 sin2 t)y − cos t ≤ εe−t+

1
2
sin 2t

olarak yaz�labilir. Bu e³itsizlik et−
1
2
sin 2t ile çarp�l�rsa

−ε ≤ (y′ + (2 sin2 t)y − cos t)et−
1
2
sin 2t ≤ ε

elde edilir. Bu e³itsizlik düzenlenirse,

−ε ≤
(
yet−

1
2
sin 2t

)′
− (cos t)et−

1
2
sin 2t ≤ ε

olarak yaz�labilir. Bu e³itsizli§in to = 0 dan t ye integrali al�n�rsa

−εt ≤ yet−
1
2
sin 2t − y(0)−

t∫
0

(cos s)es−
1
2
sin 2sds ≤ εt

elde edilir.

E§er e³itsizlik e−t+
1
2
sin 2t ile çarp�l�rsa∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y (t)− exp

(
−t+

1

2
sin 2t

)1 +

t∫
0

cos s exp

(
s− 1

2
sin 2s

)
ds


︸ ︷︷ ︸

x(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ εte−t+

1
2
sin 2t︸ ︷︷ ︸

φ(t)

yaz�labilir. x(t) := exp
(
−t+ 1

2
sin 2t

)(
1 +

t∫
0

cos s exp
(
s− 1

2
sin 2s

)
ds

)
olarak

tan�mlan�rsa x(t0) = y0 sa§land�§�ndan verilen ba³lang�ç de§er problemi sa§lan�r.
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Ayr�ca

lim
t→∞

φ(t) = lim
t→∞

t exp

(
−t+

1

2
sin 2t

)
= 0

oldu§undan

lim
t→∞

(x(t)− y(t)) = 0

elde edilir. Buradan, Tan�m 6.1.2 gere§i verilen ba³lang�ç de§er problemi HURG

anlam�nda kararl�d�r.

6.2. Bernoulli Diferensiyel Dekleminin Hyers-Ulam-Rassias Kararl�l�§�

Bu kesimde Bernoulli diferensiyel denkleminin Hyers-Ulam-Rassias ve

Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta anlam�nda kararl�l�§� incelenecektir.

Öncelikle,

y′ + p(t)y = G(t, y) (6.3)

diferensiyel denkleminin

y(t0) = y0 (6.4)

ba³lang�ç ko³ullar� alt�nda ele al�nacakt�r.

Burada G(t, y) : [t0, t1] × R → R sürekli ve herhangi bir t ∈ [t0, t1] ve y, z ∈ R olmak

üzere Lipschitz ko³ulunu yani,

|G(t, y)−G(t, z)| ≤ L |y − z|

e³itsizli§ini ve G(t, 0) = 0 özelli§ini sa§layan bir fonksiyon olsun.

6.2.1. Tan�m

Bir ε > 0 verilsin ve bir y ∈ C1(I) fonksiyonu da
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|y′ + p(t)y −G(t, y)| ≤ εϕ(t)

e³itsizli§ini uygun bir ϕ(t) pozitif tan�ml� bir fonksiyonu için sa§las�n. Bu durumda

e§er bir K pozitif say�s� için

|y(t)− x(t)| ≤ Kεϕ(t)

e³itsizli§i sa§lanacak ³ekilde (6.3)-(6.4) probleminin bir x(t) ∈ C1(I) çözümü varsa

(6.3)-(6.4) problemine Hyers-Ulam-Rassias (HUR) anlam�nda kararl�d�r denir

[15].

6.2.2. Teorem

E§er p(t) fonksiyonlar� I üzerinde sürekli ve y ∈ C1(I) fonksiyonu (6.3) denkleminin

(6.4) ko³ulunu sa§layan bir yakla³�k çözümü ise (6.3)-(6.4) problemi

Hyers-Ulam-Rassias anlam�nda kararl�d�r [15].

�spat

y ∈ C1(I) (6.3) denkleminin (6.4) ko³ulunu sa§layan yakla³�k çözümü olsun. O zaman,

|y′ + p(t)y −G(t, y)| ≤ εϕ(t), y(t0) = y0

olacakt�r.

Özel olarak ϕ(t) = e
−
t∫
t0

p(s)ds

olarak al�ns�n. Bu durumda,

−εe
−
t∫
t0

p(s)ds

≤ y′ + p(t)y −G(t, y) ≤ εe
−
t∫
t0

P (s)ds

yaz�labilir. E³itsizlik e

t∫
t0

P (s)ds

ile çarp�l�rsa,

−ε ≤ e

t∫
t0

P (s)ds

(y′ + p(t)y −G(t, y)) ≤ ε

elde edilir.
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Bu e³itsizlik düzenlenerek,

−ε ≤

ye t∫t0p(s)ds
′ − e t∫t0p(s)dsG(t, y) ≤ ε

elde edilir.

E§er bu e³itsizli§in t0 dan t ye integrali al�n�rsa,

−ε(t− t0) ≤ y(t)e

t∫
t0

p(s)ds

− y0 −
t∫
t0

G(s, y)e

s∫
t0

p(τ)dτ

ds ≤ ε(t− t0)

elde edilir.

E§er e³itsizlik e
−
t∫
t0

P (s)ds

ile çarp�l�rsa,

−ε(t− t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

≤ y(t)− e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

G(s, y)e

s∫
t0

p(τ)dτ

ds


≤ ε(t− t0)e

−
t∫
t0

p(s)ds

ve buradan

∣∣∣∣∣∣y − e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

G(s, y)e

s∫
t0

P (τ)dτ

ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

(t1 <∞)

yaz�labilir. E§er,

x(t) := e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

G(s, x)e

s∫
t0

P (τ)dτ

ds


olarak tan�mlan�rsa

x(t0) := e
−
t0∫
t0

p(s)ds

y0 +

t0∫
t0

G(s, x)e

s∫
t0

P (τ)dτ

ds

 = y0
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oldu§u görülür.

Ayr�ca e§er integral alt�nda türev alma i³lemi kullan�l�p düzenleme yap�l�rsa x(t)

fonksiyonunun (6.3) denklemini sa§lad�§� görülür. Dolay�s�yla x(t) fonksiyonu

(6.3)-(6.4) probleminin çözümüdür. �imdi de üçgen e³itsizli§i kullan�larak

|y(t)− x(t)| fark�na bak�l�rsa,

|y(t)− x(t)| =

∣∣∣∣∣∣y(t)− e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

G(s, x)e

s∫
t0

P (τ)dτ

ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣y(t)− e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

G(s, y)e

s∫
t0

P (τ)dτ

ds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣e
−
t∫
t0

p(τ)dτ

y0 +

t∫
t0

G(s, y)e

s∫
t0

P (τ)dτ

ds


−e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

G(s, x)e

s∫
t0

P (τ)dτ

ds

∣∣∣∣∣∣
≤ ε(t1 − t0)e

−
t∫
t0

p(s)ds

+ e
−
t∫
t0

p(τ)dτ
t∫
t0

|G(s, y)−G(s, x)| e
s∫
t0

P (τ)dτ

ds

≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

+ Le
−
t∫
t0

p(τ)dτ
t∫
t0

|y − x| e
s∫
t0

P (τ)dτ

ds

≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

+ L

t∫
t0

|y − x| e
−
t∫
t0

p(τ)dτ

e

s∫
t0

P (τ)dτ

ds

≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

+ L

t∫
t0

|y − x| e
t0∫
t
p(τ)dτ

e

s∫
t0

P (τ)dτ

ds

≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

+ L

t∫
t0

|y − x| e
s∫
t
p(τ)dτ

ds

elde edilir. E³itsizlik

|y(t)− x(t)| ≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

+ L
t∫
t0

|y − x| e
s∫
t
p(τ)dτ

ds
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olarak yaz�l�p Gronwall e³itsizli§ini kullan�l�rsa,

|y(t)− x(t)| ≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

e
L
t∫
t0

e

t∫
s
(−c)dτ

ds

≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

eL[1−e−p(t
∗)(t−t0)]

≤ ε(t1 − t0)eLe
−
t∫
t0

p(s)ds

elde edilir. eL (t1 − t0) = K olarak al�n�rsa Tan�m 6.1.1 gere§i (6.3)-(6.4) problemi HUR

anlam�nda kararl�d�r.

�imdi de, I aral�§�n�n yar� sonsuz olmas� durumunu içeren hali ele al�ns�n. Yani, t1 ≤ ∞
olsun.

6.2.3. Teorem

E§er y ∈ C1(R) yakla³�k çözüm P (t) ve Q(t) fonksiyonlar� R üzerinde sürekli

fonksiyonlar ve p(t) ≥ c > 0 ise (6.3)-(6.4) problemi Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta

anlam�nda kararl�d�r [15] .

�spat

Teorem 6.2.2 de elde edilen

|y(t)− x(t)| ≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

+ L

t∫
t0

|y − x| e
s∫
t
p(τ)dτ

ds

e³itsizli§inde Gronwall e³itsizli§i p(t) ≥ c > 0 al�narak kullan�l�rsa,

|y(t)− x(t)| ≤ ε(t− t0)e
−
t∫
t0

cds

e
L
t∫
t0

e

s∫
t
p(τ)dτ

ds

≤ ε(t− t0)e−c(t−t0)e
L
t∫
t0

e−c(t−s)ds

= ε(t− t0)e−c(t−t0)e
Le−ct 1

c
(ect−ect0 )

= ε(t− t0)e−c(t−t0)e
L
c
(1−ec(t0−t))

≤ ε(t− t0)e−c(t−t0)e
L
c



97

elde edilir. t→∞ için limit al�n�rsa lim
t→∞

(t− t0)e−c(t−t0) = 0 ve dolay�s�yla

lim
t→∞

(y(t)− x(t)) = 0

elde edilir. O halde (6.3) denklemi (6.4) ba³lang�ç ko³ullar� alt�nda Hyers-Ulam-Rassias-

Gavruta anlam�nda kararl�d�r.

�imdi Bernoulli diferensiyel denklemi için Hyers-Ulam-Rassias kararl�l�§� incelenecektir.

y′ + p(t)y = q(t)yn (6.5)

Bernoulli diferensiyel denklemi

y(t0) = y0 (6.6)

ba³lang�ç ko³ullar� alt�nda ele al�ns�n.

6.2.4. Tan�m

Bir ε > 0 verilsin ve bir y ∈ C1(I) fonksiyonu

|y′ + p(t)y − q(t)yn| ≤ εϕ(t)

e³itsizli§ini uygun bir ϕ(t) > 0 fonksiyonu için sa§lans�n. Bu durumda (6.5)-(6.6)

probleminin bir x(t) ∈ C1(I) çözümü var ve

|y(t)− x(t)| ≤ Kεφ(t)

e³itsizli§i sa§lanacak ³ekilde ve bir K > 0 say�s� bulunabiliyor ve

lim
t→∞

(x(t)− y(t)) = 0

oluyor ise (6.5)-(6.6) problemine Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta (HURG)
anlam�nda kararl�d�r denir [15].
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6.2.5. Teorem

y′ + p(t)y = q(t)yn denkleminde n > 1 olsun. E§er y ∈ C1(I) yakla³�k çözüm ve p(t)

ve q(t) fonksiyonlar� I üzerinde sürekli ise (6.5)-(6.6) problemi Hyers-Ulam-Rassias

anlam�nda kararl�d�r [15].

�spat

y ∈ C1(I) (6.5) denkleminin (6.6) ko³ulunu sa§layan yakla³�k çözümü olsun. O halde,

|y′ + p(t)y − q(t)yn| ≤ εϕ(t), y(t0) = y0

olacakt�r. ϕ(t) = e
−
t∫
t0

p(s)ds

olarak al�ns�n. Bu durumda,

−εe
−
t∫
t0

p(s)ds

≤ y′ + p(t)y − q(t)yn ≤ εe
−
t∫
t0

p(s)ds

yaz�labilir.

E³itsizlik e

t∫
t0

p(s)ds

ile çarp�l�rsa,

−ε ≤ e

t∫
t0

p(s)ds

(y′ + p(t)y − q(t)yn) ≤ ε

elde edilir.

Bu e³itsizlik düzenlenerek,

−ε ≤

ye t∫t0p(s)ds
′ − e t∫t0p(s)dsq(t)yn ≤ ε

elde edilir.

Bu e³itsizli§in t0 dan t ye integrali al�n�rsa,

−ε(t− t0) ≤ y(t)e

t∫
t0

p(s)ds

− y0 −
t∫
t0

e

s∫
t0

p(τ)dτ

q(s)ynds ≤ ε(t− t0)

elde edilir.
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E§er e³itsizlik e
−
t∫
t0

p(s)ds

ile çarp�l�rsa,

−ε(t− t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

≤ y(t)− e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

e

s∫
t0

P (τ)dτ

q(s)ynds


≤ ε(t− t0)e

−
t∫
t0

p(s)ds

elde edilir.

Buradan,

∣∣∣∣∣∣y(t)− e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

e

s∫
t0

P (τ)dτ

q(s)ynds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε(t− t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

(t1 <∞)

yaz�labilir.

E§er,

x(t) := e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

q(s)xne

s∫
t0

p(τ)dτ

ds


olarak tan�mlan�rsa x(t0) = y0 sa§lan�r.
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�imdi de üçgen e³itsizli§i uygulan�rsa |y(t)− x(t)| fark�ndan

|y(t)− x(t)| =

∣∣∣∣∣∣y(t)− e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

q(s)xne

s∫
t0

p(τ)dτ

ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣y(t)− e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

q(s)yne

s∫
t0

P (τ)dτ

ds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

q(s)yne

s∫
t0

P (τ)dτ

ds


−e
−
t∫
t0

p(s)ds

y0 +

t∫
t0

q(s)xne

s∫
t0

p(τ)dτ

ds

∣∣∣∣∣∣
≤ ε(t1 − t0)e

−
t∫
t0

p(s)ds

+ e
−
t∫
t0

p(s)ds
t∫
t0

|q(s)| |yn − xn| e
s∫
t0

p(τ)dτ

ds

elde edilir.∣∣∣∣∂ (q(t)yn)

∂y

∣∣∣∣ = |nq(t)yn−1| ifadesi her (t, y) ∈ [t0, t1]× R için s�n�rl�d�r ve q(t)yn ifadesi

n > 1 için Lipschitz ko³ulunu sa§lar.

Buradan,

|y(t)− x(t)| ≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

+ L

t∫
t0

|y − x| e
s∫
t
p(τ)dτ

ds

olarak yaz�l�p Gronwall e³itsizli§i kullan�l�rsa,

|y(t)− x(t)| ≤ ε(t1 − t0)e
−
t∫
t0

p(s)ds

eLq0[1−e
−p(t∗)(t−t0)] ≤ ε(t1 − t0)eLq0e

−
t∫
t0

p(s)ds

elde edilir. Burada (t1 − t0)eLq0 = K al�n�rsa,

|y(t)− x(t)| ≤ εKϕ(t)

elde edilir ki Tan�m 6.2.1 gere§i (6.5)-(6.6) problemi (HUR) anlam�nda kararl�d�r.

Bu durum a³a§�daki örnekle aç�klanabilir.
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Örnek

y′ + 4ty = ty2, y(0) = 1, t ∈ [0, t1]

problemini ele alal�m. E§er y yakla³�k çözüm ise, ϕ(t) = exp

(
t∫
0

− 4sds

)
= e−2t

2
olmak

üzere

−εϕ(t) ≤ y′ + 4ty − ty2 ≤ εϕ(t)

e³itsizli§i

−εe−2t2 ≤ y′ + 4ty − ty2 ≤ εe−2t
2

olarak yaz�labilir. Bu e³itsizlik e2t
2
ile çarp�l�rsa

−ε ≤ e2t
2 (
y′ + 4ty − ty2

)
≤ ε

elde edilir. Bu e³itsizlik düzenlenirse,

−ε ≤
(
ye2t

2
)′
− e2t2ty2 ≤ ε

olarak yaz�labilir. Bu e³itsizli§in t0 = 0 dan t ye integrali al�n�rsa

−εt ≤ ye2t
2 −

1 +

t∫
0

e2s
2

sy2ds

 ≤ εt

elde edilir. E³itsizlik e−2t
2
ile çarp�l�rsa,

−εte−2t2 ≤ y − e−2t2
1 +

t∫
0

e2s
2

sy2ds

 ≤ εte−2t
2

olur. Buradan,

∣∣∣∣∣∣y − e−2t2
1 +

t∫
0

e2s
2

sy2ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ εte−2t
2 ≤ εt1e

−2t2 (t1 <∞)
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yaz�labilir. E§er

x(t) := e−2t
2

1 +

t∫
0

e2s
2

sx2ds


olarak tan�mlan�rsa x(t0) = y0 sa§land�§�ndan (6.3)-(6.4) problemi sa§lan�r. �imdi de

üçgen e³itsizli§i uygulan�rsa |y(t)− x(t)| fark�ndan

|y(t)− x(t)| =
∣∣∣∣y(t)− e−2t2

(
1 +

t∫
0

e2s
2
sx2ds

)∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣y(t)− e−2t2

(
1 +

t∫
0

e2s
2
sy2ds

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣e−2t2 (1 +
t∫
0

e2s
2
sy2ds

)
− e−2t2

(
1 +

t∫
0

e2s
2
sx2ds

)∣∣∣∣
≤ εt1e

−2t2 + e−2t
2
t∫
0

se2s
2 |x2 − y2| ds

elde edilir.

Gronwall e³itsizli§inden ve Lipschitz ko³ulundan

|y(t)− x(t)| ≤ εt1e
−2t2e

e−2t2L
t∫
0

se2s
2
ds
≤ εt1e

−2t2eL

elde edilir. Burada, ϕ(t) = e−2t
2
oldu§undan t1eL = K olarak al�n�rsa

|y(t)− x(t)| ≤ εKϕ(t)

olarak yaz�labilir. Tan�m 6.2.1 gere§i y′ + 4ty = ty2, y(0) = 1, t ∈ [0, t1] problemi

Hyers-Ulam-Rassias anlam�nda kararl�d�r.
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7. SONUÇLAR VE ÖNER�LER

Bu çal�³mada önce fonksiyonel denklemlerin daha sonra birinci basamaktan lineer

diferensiyel denklemlerin ve en sonunda da Bernoulli diferensiyel denkleminin

Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam- Rassias anlam�nda kararl�l�klar� incelenmi³tir.

Diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararl�l�§� üzerine

yap�lan çal�³malar 2000 li y�llardan sonra oldukça artm�³t�r. Bu çal�³malarda baz�

lineer ve lineer olmayan fonksiyonel denklemlerin, birinci basamaktan lineer ve lineer

olmayan diferensiyel denklemlerin, yüksek basamaktan lineer ve lineer olmayan

diferensiyel denklemlerin Hyers-Ulam, Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam-Rassias-

Gavruta kararl�l�§� ile ilgili yap�lan çal�³malar ele al�nmaktad�r.

Son y�llarda k�smi diferensiyel denklemler, integral denklemleri, bir zaman skalas�

üzerinde tan�ml� dinamik denklemler ve kesirli mertebeden diferensiyel denklemler

için Hyers-Ulam kararl�l�§� üzerine çal�³malar yap�lmaktad�r. Bu konuya ilgi duyan

okuyucular yüksek mertebeden lineer diferensiyel denklemler için Hyers-Ulam,

Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta kararl�l�§� problemini yo§un bir

³ekilde çal�³maktad�rlar. Bu tezde ele ald�§�m�z çal�³malar�n, bu alanda çal�³acak olan

bilim insanlar�n� bilgilendirece§i ve onlar�n çal�³malar�na yard�mc� olaca§�

dü³üncesindeyiz.

Dolay�s�yla k�smi türevli denklemler, zaman skalas� üzerinde dinamik denklemler veya

kesirli mertebeden diferensiyel denklemler üzerinde Hyers-Ulam, Hyers-Ulam-Rassias

ve Hyers-Ulam-Rassias-Gavruta kararl�l�§� çal�³may� dü³ünen bir bilim insan�n�n bu ve

buna benzer çal�³malar� okumas� faydal� olacakt�r.
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