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OZET

Kapula modellerinin matematiksel ifadesi genellikle karmagsik bir yapiya sahiptir. Bu
sebepten kapulalara iliskin Kendall’1n t, Spearman’in p degerlerinin, kuyruk bagimlilig: ve
bunun gibi bazi ifadelerin kapali bigimlerinin hesaplanmasi ya olduk¢a zordur ya da
hesaplanamamaktadir. Kapulalarin bir ailesi olan Arsimedyen Kapula (AK)’larda da aym
durum s6z konusudur ve AK’larda bu 6l¢iiler, kapulanin iireticisinden yararlanilarak elde
edilir. Bu yiizden bu tezde amaglanan, bahsi edilen dlgiilerin hesaplanmasinda daha esnek
bir yapiya sahip olan iireticilerle yeni bir AK ailesi elde etmektir. Yeni bulunacak
reticilerin elde edilmesinde birgok oOzelligi iyi bilinen hiperbolik fonksiyonlardan
yararlanilacaktir. Burada elde edilecek olan kapulalarin gerekli 6zellikleri daha kolay bir
sekilde elde edilebilecektir. AK aileleri arasinda daha dnce hiperbolik fonksiyonlara dayali
tireticilerden yararlanilmamistir. Bu 6zelligiyle tez 6zgilin bir ¢alisma olacaktir. Tezin
ticiingli boliimde, Kim ve digerleri (2011) tarafindan onerilen, kapula genisletme modelinin
yanlighigl gosterilmis ve onun yerine bagka bir genisletme onerilmistir. Dordinct bolumde
bir kapula tiirii olan ¢arpim kapulasimin farkli bir gelisletmesi onerilmis ve elde edilen
kapulalarin birka¢ Olgiisii hesaplanmistir. Besinci boliimde, West Texas Intermediate
(WTI) ve Brent-Europe petrol fiyatlari arasindaki bagimliligt modellemek icin birkag
Arsimedyen kapula ve bunlarin konveks kombinasyonlar1 uygulanmistir. Boliim altida ise
kapula teknigini stokastik sinir analizinde ve karar verme birimlerinin teknik etkinliginde
nasil kullanilabilecegine iliskin bilgiler verilmistir.
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Anahtar Kelimeler : Kapula, Uretici, hiperbolik fonksiyonlar, Kendall t, Spearman p,
korelasyon, kuyruklar, stokastik sinir analizi.
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ABSTRACT

In the theory of copulas, the closed form of many copulas are generally complicated.
Hence, sometimes the calculation of copula measures, such as the Kendall’s T,
Spearman’s p tail dependence parameters, and so on, are very difficult and occasionally
impossible in respect of obtaining their closed forms. The family of Archimedean copulas
(AC) have also the same problems. In the AC families, the generator function plays the
main role in obtaining a closed form for these measures. Because of the reasons
mentioned, the main endeavor is to generate a new Archimedean family whose generator is
flexible for calculations. Since hyperbolic functions have very nice properties and well
known by their structure, we planned to introduce a new AC family with hyperbolic
generators, so that this study is an original contribution by this respect. In Section 3, the
accuracies of the model proposed by Kim et al. (2001) are given and instead a new model
is proposed. In Section 4, it is proposed a new generalization for the product copula and
then several properties of the new generated families are shown. As an application,
modeling the dependence structure between crude oil prices of West Texas Intermediate
(WTI) and Brent — Europe by copula technique is presented in Section 5. A use of copulas
in stochastic frontier analysis (SFA) to estimate production frontier and also technical
efficiency of DMUs are given in Section 6.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

| [0,1] aralig1

7] Arsimedyen kapulanin Ureticisi

Pc Sperman p degeri

Tc Kendall t degeri

W(u,v) Fréchet-Hoeffding alt sinirt (max (u + v — 1,0))
M(u,v) Fréchet-Hoeffding st sinirt (min (u, v))

Vc([a, b]) veya V¢ (B)

[a, b]’nin veya B’nin C hacmi

Kisaltmalar Aciklamalar

AK Arsimedyen kapulalar

BCC Banker, Charnes ve Cooper modeli (1984)
CCR Charnes, Cooper ve Rhodes modeli (1978)
COLS Corrected Ordinary Least Squares
FDH Free Disposal Hull

FGM Farlie-Gumbel-Morgenstern Kapula Ailesi
ML Maximum Likelihood

ECO En ¢ok olabilirlik tahmini

SFA Stochastic frontier analysis

SSA Stokastik sinir analizi

TE Teknik etkinsizlik

VZA Veri Zarflama Analizi






1. GIRIS

Ilk kez Sklar (1959) tarafindan aralarinda 6zel bir bagimlilik yapisina sahip diizgiin
dagilimli degiskenleri birlestirerek, ortak dagilim elde eden bir fonksiyon igin “kapula”
terimi kullanildi. Kapulalar, marjinallerin dagilimlari ne olursa olsun bagimlilik yapisini
modelleyebilmektedir. Baska bir korelasyon 6lgiisii bu 6zellige sahip degildir. Kapulalarin
bircogu eliptik ve Arsimedyen kapulalarda yer almakdadir (Habiboellah, 2007). Eliptik
kapulalar, eliptik dagilima sahiptir. Yani eliptik yapidadir bu nedenle de simetrik kuyruga
sahiptirler. Bu aileye mensup en iyi bilinen kapulalar, Gaussian ve Student kapulalaridir.
Gaussian kapula, Student kapulasina gore kullanim kolayligi bakimindan daha sik
kullanilir. Arsimedyen kapulalar (AK) kolay insa edilebilir. Parametrik ailelerin ¢ogu bu
aileye aittir. Cok farkli bagimlilik yapisina sahiptirler, bu ylzden bu tip kapulalar izerine
oldukca fazla calisma yapilmistir. Yapilan bu ¢aligmalarin ¢cogu bagimlilik yapisini ikili
olarak incelemistir. Bu tezde ¢oklu Arsimedyen kapula ailelerle ¢alisilacaktir.

Arsimedyen g0sterimle, ¢ok degiskenli kapulalar tek boyutlu diizgiin fonksiyona
indirgenir. Arsimedyen kapulalar C(u,v) = !"U(p(u) + ¢(v)) *dan elde edilir.
Buradaki her u,v degeri [0,1] araligindadir ve ¢ fonksiyonu kapula ureticisi olarak

adlandirilir.

Problem Durumu/ Konunun Tanimi

Kapula teorisinde, ¢ogu kapulalarin kapali formu oldukg¢a karmasiktir. Bu sebepten ¢ogu
zaman kapulalarin, Kendall’s 7, Spearman’s p, kuyruk bagimliligi ve bunun gibi baska
olcllerinin hesaplanmasi olduk¢a zordur ve bazen de elde edilememektedir. AK’larda da
ayni durum s6z konusudur ve AK’larda bu Olgiler kapulanin iireticisinden yararlanilarak

elde edilir.

Arastirmanin Amaci

Bu tezde amag, bahsi edilen dlculerin hesaplanmasinda daha esnek bir yapiya sahip olan
ureticilerle yeni AK aileleri elde etmektir. Yeni bulunacak ureticilerin elde edilmesinde
birgok ozelligi iyi bilinen hiperbolik fonksiyonlardan yararlanilacaktir. BOylece burada
elde edilecek olan kapulalarin gerekli Ol¢ileri daha kolay bir sekilde elde edilebilecektir.



Arastirmanin Onemi

AK aileleri arasinda daha once hiperbolik fonksiyonlara dayali {ireticilerden
yararlanilmamistir. Bu c¢alismada ilk kez AK’larda hiperbolik fonksiyonlardan dretici
olarak yararlanilmistir. Boylece kapula ailelerine yeni bir kapula ailesi kazandirilmstir.

Bu yeni kapulalar, stokastik sinir analizinde de uygulanmis ve sonuglari hem bagka kapula

hem de stokastik sinir analiziyle karsilastiriimistir.

Varsayimlar/Savyiltilar

AK’larda uretici ¢’nin konveks ve azalan olmasi gerekir. ¢ eger tiirevlenebilirse, o da her
t € [0,1] igin

p(1) =0, ¢'®) <0, ¢"()>0

ozelliklerin saglandigi anlamina gelir. Hiperbolik fonksiyonlarda hangisi bu ozellikleri
sagliyor. Sagladikdan sonra, yukarida bahsedilen 6lgllerin hesaplanmasi hangi kapula igin
daha kolaydir.

Sinirhiliklar

Kapula fonksiyonlarinda, Kendall t, Spearman p, kuyruk bagimliligi ve bunun gibi
Olcilerin hesaplanmasi olduk¢a zordur ve bazen de elde edilememektedir. AK’larda da
ayn1 durum s6z konusudur ve AK’larda bu 6l¢iiler kapulanin {ireticisinden yararlanilarak
elde edilir. Integrallerin ve limitlerin hesaplanmasi bu konuda ¢ok 6nemlidir ve calismay1

sinirlamaktadir.

Tezin devamindaki her bolim birbirinden bagimsiz sekilde hazirlanmis, dolayisiyla her
boliimiin girisinde kisa bir tanmitim verilmistir. Yeni coth-kapula ailesinin Uretilmesi,
bagimlilik dlgiileri ve baska detaylari tezin ikinci béliimiinde yer almistir. Uglincii bolimde
Kim ve digerleri (2011) tarafindan kapulalara onerilen genisletmenin tim durumlarda
dogru olmadigi gosterildi, sonra kapulalara yeni bir genisletrme onerildi. Ornek olarak
birka¢ ailenin genisletmesi verilecek. Dordinci bolimde Carpim kapulaya yeni bir
genisletrme gosterilecek ve sonra birkag 6rnekle bu 6nerme daha net agiklanacaktir. Bu
genisletme vyeni bir kapula Gretme metodudur ve planladigmiz simetrik, asimetrik

kapulalar1 iretebilir. Besinci bolimde coth-kapulasimnin bir uygulamasi planlanmistir.



Burada West Texas Intermidate and Brent-Europe ham petrollerinin fiyatlar1 arasindaki
bagimlilik yapisimi modellemesinde farkli kapula ve metodlarla galigilmistir. Altinci
bolumde coth-kapulay1, stokastik sinir analizinde de kullanilmistir. Amag stokastik sinir
analizinde u ve v rastgele degiskenlerin bagimliligini kapulalar ile modelleyip, En Cok
Olabilirlik(ECO) yontemiyle parametrelerini tahmin etmektir. Burada bir ka¢ kapulayi
degerlendirip sonuglarin1  birbiriyle, ayrica hem CCR, BCC hem de stokastik simir

analiziyle karsilastirihiacaktir. Sonug ve tartismalar ise yedinci boliimde yer almaktadir.






2. YENI ARSIMEDYEN KAPULA AILESI

Bu bélimde amag AK’larda yeni bir Gretici 6nermektir. Kesim 2.1.’de kapula konusunda

tanimlar ve agiklamalar verilmistir. Bu tanimlar diger boliimlerde de kullanilmistir.

2.1. Giris

Kapula teorisinde, ¢ogu kapulalarin kapali formu olduk¢a karisiktir. Bu sebepten
kapulalarin, Kendall t, Spearman p, kuyruk bagimliligi ve bunun gibi degerlerinin
hesaplanmasi1 olduk¢a zordur ve bazen de elde edilememektedir. AK’larda da ayni durum
s0z konusudur ve AK’larda bu 6zellikler kapulanin {ireticisinden yararlanilarak elde edilir.
Bu yuzden tezde amagclanan bahsi gecen degerlerin hesaplanmasinda daha esnek bir yapiya
sahip olan Ureticilerle yeni AK aileleri elde etmektir. Yeni bulunacak Ureticilerin elde
edilmesinde bir¢ok 6zelligi iyi bilinen hiperbolik fonksiyonlardan yararlanilacaktir. Burada
elde edilecek olan kapulalarin gerekli 6lglleri daha kolay bir sekilde elde edilebilecektir.

AK aileleri arasinda daha once hiperbolik fonksiyonlara dayali {ireticilerden
yararlanilmamistir. Bu ¢alismada ilk kez AK’larda hiperbolik fonksiyonlardan dretici

olarak kullanacagiz.

Hiperbolik fonksiyonlar, 1760'larda Vincenzo Riccati ve Johann Heinrich Lambert
tarafindan tanimlanmustir. (Cos t, sin t) noktalarinin birim yarigapli bir gember olusturmasi
gibi, (cosh t, sinh t) noktalar1 da eskenar hiperboliin sag yarisin1 olusturur. Hiperbolik
fonksiyonlar, zincir egrisini tanimlayan denklem ile elekromanyetik teori, 1s1 transferi,
akigkanlar dinamigive 6zel gorelilik gibi fizigin ¢esitli alanlarinda 6nemli bir denklem olan
Kartezyen koordinat sisteminde Laplace denklemi gibi lineer diferansiyel denklemlerin
coziimlerinde goriiliir. Hiperbolik fonksiyonlar trigonometrik 6zdesliklere bigimsel olarak
benzeyen bir¢cok 6zdesligi saglar. Siirekliler ve rahatca torevlenebilirler hemde integrallari
koly sekilde hesablanabilir (Robert ve digerleri, 2007).

Kapulalar asagidaki dzelliklere sahip olan C: 1?2 — [ fonksiyonlaridir.
a)Her u,v € I, C(u,1) =u, C(1,v) =v ve C(u,0) =0=C(0,v);
b) Her uy,u, ,v;,v, €1 (uy <uy, , 11 < vy),

C(uy ,v) —C(uy ,v1) —C(uy ,v) + C(uy ,v1) 20.



Kapulalar, en yalin ifade ile rastgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini ortaya
koymak amaciyla kullanilmaktadir. Son yillarda kapulalarin istatistiksel ozelliklerinin
arastirilmasi artarak siirmekte ve kapula uygulamalar ile yapilan galismalar glin gectikce

daha fazla yayginlagmaktadir.

Mimkun en buyuk kapula M ile ve en kicik kapula W ile ifade edilir (Nelsen, 2006) ve
asagidaki gibi tanimlanirlar,

W(u,v) =max(u+v—1,0) ve M(u,v)=min(u,v).

Boylece her C kapulasi asagidaki esitsizlikte yer alir,

Wu,v) < C(u,v) < M(u,v)

W ve M’ye sirastyla Fréchet-Hoeffding alt ve iist sinir1 denilir. Baska bir sik kullanilan
kapula, Carpim kapulasidir ve asagida tanimlanmistir:

(u,v) = uv.

Yukarida bahsedilen W, M ve Carpim kapulalarin yizey egrileri asagida Sekil 2.1.’de ve

onlarin kontur diyagrami da Sekil 2.2.”de verilmistir:

Sekil 2.1. W, M ve Carpim kapulalarmn yiizey egrileri

Kapulalarin istatistikteki dnemi Sklar Teoremiyle asagidaki gibi agiklanmaktadir:

2.1.1. Sklar teoremi

Dagilim fonksiyonlar1 sirastyla F(x) = P(X < x),G(x) = P(Y <y) ve ortak dagilim
fonksiyonu H(x,y) = P(X < x,Y < y) olan X ve Y rastgele degiskenler ¢ifti goz Oniine
alinsm. O zaman her x,y € R igin H(x,y) = C(F(x),G(y)) olacak sekilde bir C
kapulas1 vardir. F ve G surekli olduklar1 zaman C tekdir. Teoremin tersi de dogrudur.

Bagka bir ifadeyle kapula, ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlarmi bir degiskenli



marjinallerine indirgeyen veya baglayan ayni zamanda bir degiskenli marjinalleri de

diizgiin olan dagilim fonksiyonlaridir.
2.1.2. Arsimedyen kapulalar

Bu kapulalar ilk kez 1974 yilinda Kimberling tarafindan 6nerildi. Uygulamada hem rahat
kullanilmalar1 hem de farki bagimlilik yapilarina sahip olduklari i¢in arastirmacilarin bir

¢cogu bu alanda caligmaktadir.
A A A

L N

M(uv) TTw,v) W(ue,v)
Sekil 2.2. W, M ve Carpim kapulalariin kontur diyagramlari
Bu kisimda AK’larin temel Ozellikleri gosterilmistir. Daha detayli bilgi i¢cin Nelsen

(2006)’e bakilmalidir. Eger ¢:1 — [0, o] siirekli konveks ve kesin azalan bir fonksiyon
(strictly decreasing function) ve ¢(1) = 0olursa, 0 zaman ¢’nin s6zde (pseudo)-tersi
@'~ asagida verilmistir,

o1 = { D), 0<t<@(0)
0, p(0) <t < oo

Her u, v € [0,1] igin C(u, v) = " (pw) + ¢(v)) fonksiyonu bir Arsimedyen kapuladir
ve ¢ fonksiyonu Arsimedyen kapulanin iireticisi olarak tanimlanir. ¢(0) = oo oldugunda
¢ fonksiyonu kesin {iretici (strict generator) olarak tanimlanir. Dolayisiyla bu durumda
el =D olur ve C(u,v) = V(@) + @(v)) fonksiyonu kesin Arsimedyen
kapula (strict Archimedean copula) olarak adlandirilir.

Ornek

Eger ¢(t) = —Int , t € [0,1] olursa, 0 zaman ¢(0) = oo olur ve bdylece

Clu,v) = (p_1(<p(u) + (p(v)) = exp(—[—Ilnu — Inv]) = uv = l1(u,v)
olur. Yani ¢(t) = —Int Carpim kapuls1 IT(u, v) = uv ‘nn Ureticisidir.



Ornek

Eger ¢(t) = —In(1 — Oint) , t € [0,1],0 € (0,1] olursa, 0 zaman ¢(0) = oo olur ve
boylece

C(u,v) = (p‘l(q)(u) + (p(v)) = uvexp(—6lnu Inv) olur.
2.1.1. Teorem

Farz edelim C bir Arsimedyen kapula ve ¢ onun Ureticisi olsun. O zaman her u,v € [0,1]
icin,

a) C(u,v) = C(v,u) dir. Yani Arsimedyen kapulalar simetriktir.

b) C(C(u,v),w) = C(u, C(v,w)) dir. Yani, Arsimedyen kapulalar birlesmelidir.

c) Her a > 0 icin, a¢ de bir Arsimedyen kapula Ureticisidir.

Bu arada M (u, v) = min(u, v) Arsimedyen kapula degildir.
2.2. Yeni Arsimedyen Ailesi

AK’larda dretici ¢@’nin konveks ve azalan olmasi1 gerekir. ¢ turevlenebilirse, oda her

t € [0,1] i¢in agagidaki 6zelliklerin saglanmasi anlamina gelmektedir:
p(1)=10, ¢'(t) <0, ¢"(t) >0. (2.1)

Sonraki iki alt kesimde, iki yeni tiretici tanitilmistir, sonra Uretilen kapulalarin bazi 6lculeri
hesaplanmistir. Bu yeni ailelerin hiperbolik dreticileri vardir ve bagimlilik modellemesinde

daha esnek davranisa sahiptirler.

2.2.1. Coth-kapula

Her t € [0,1] icin ¢(t) = coth(tf) — coth(6) olarak tanimhiyahm. Agik¢a ¢ her
t € (0,1) icin Ll.inci ve 2. inci dereceden surekli tiirevi vardir ve 8 € (0, ) oldugunda, bu

fonksiyon (2.1)’deki 6zellikleri saglar. lim,_y+ @(t) = o oldugunda ¢ fonksiyonu kesin

ureticidir ve coth-kapulasini asagidaki sekilde Gretir:
Cwv) = o Yo +ow)



[acoth(coth(6u) + coth(6v) — coth(8)].

|-

Coth-kapula 6zel durumu

uv

0 parametresinin degeri sifira yaklasyorsa limg_ o+ Co(u,v) = olur, ve bu da Ali-

u+v—-uv

Mikhail-Haq kapulasidir. Yani 6 —» 0" oldugunda coth-kapulasi, Ali-Mikhail-Haq
kapulasini kapsamaktadir. Benzer sekilde limg_,o, Co(u, v) = min(u, v) = M(u,v) olur.

Yani 6 — oo oldugunda, coth-kapula, Fréchet-Hoeffding tist sinir1 elde edlir.

Coth-kapulada bagimlilik dlciileri

Bu yeni kapula icin Kendall 7, Spearman p ve kuyruklarin hesaplanmasi asagida

verilmistir. Once Kendall  6lciisiine bakalim:

Lo(t)
1+4f0 mdt

Tc

1+2 2 th(0)
92 HCO .

L'Hospital kurali dort kez uygulandiltan sonra limg_ o+ T =§ olarak hesaplanmustir.
limg_o Tc = 1 olmasmin gosterilmesi zor degildir. Sonug olarak 7. € (%,1] dir, yani

coth-kapulasinin (%, 1] araliginda olan bagimliliklarin modellemesinde basarili oldugunu

gostermektedir. Spearman p 6lgisunin bulunmasinda,

pc = 12ff Co(u,v)dudv —3
[0,1]?

integralinin bu yeni kapula igin kapali formu olmadigindan dolayr nimerik metodlarla

asagidaki tahmin hesaplandi:
2

A 1— o
Pc = po + ( pO)k2+62

burada p, =9lir(7)1+pc ~ 0,4784ve k= 2,925 dir. k nin deger1, sekil ve konum
parametrelerinin degeri sirasiyla 1/2 ve 0 olan Pareto tip 11, birikimli dagilim fonksiyonun

yardimiyla hesaplanmustir. Her 6 i¢in mutalaka |p- — pc| < 0,004 ifadesi saglanmaktadir.

Alt ve Ust kuyruk bagimlilik 6l¢tlerinin hesaplanmasi sirasiyla
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C(t,t
t—07t t
ve
1= i 1—2t+C(t,t)
U_tlgl- 1—t

Limitlerine dayanmakta ve coth-kapulada bu degerler her 8 icin A, = %ve Ay = 0°dir.

Sekil 2.3 ’de coth-kapulanin serpme diyagrami birka¢ parametre degeri i¢in verilmisdir.
2.2.2. Csch-kapula

Her t € [0,1] icin @(t) = csch(t?) — csch(1) olarak tanimlayalim. Agikca ¢ ‘nin her
t € (0,1) icin 1. ve 2. dereceden tiirevi vardir ve 8 € (0, ) oldugunda, bu fonksiyon

(2.1)’deki ozellikleri saglar. lim,_y+ @(t) = oo oldugundan ¢ fonksiyonu kesin dreticidir

ve csch-kapulasini
C(u,v) o (@) + ()

[aCSCh(CSCh(uQ) + CSCh(Ue) — csch(1)]v/°

sekilde tiretir . Bu kapula Bal ve Najjari (2013) tarafindan 6nerilmistir. Bu kapula Clayton
kapulasina benzer davranmiglar gostermektedir. Sekil 2.4’de csch-kapulsinin serpme

diyagrami parametresinin birkac¢ degeri i¢in verilmistir.
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3. MEVCUT KAPULALARA BiR GENiSLENDIRME

Iki boyutlu bir kapula ailesi olan Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) ve bagimsiz kapula
ailesinin bir genisletmesi Rodriguez-Lallena ve Ubeda (2004) tarafindan onerilmistir. Bu
calismadan yararlanarak Dolati ve Ubeda (2006), Onerilen modelin n boyutlu
genigletmesini ¢alismiglardir. Sonra Kim ve digerleri (2011) herhangi bir kapulanin 2
boyutlu genislendirilmis hali i¢in genel bir form elde etmislerdir. Nitekim Onerilen bu son
model, 2 boyutlu kapulalar bakimimdan Rodriguez-Lallena ve Ubeda (2004)’de 6nerilen
modelin en genel formudur. Bu bdlimde, Kim ve digerleri (2011)’da 6nerilen modelin
tiim durumlarda dogru olmadigi, farkli agilardan gosterilmistir. Sonra her kapula igin yeni

bir genisletrme modeli Onerilerek bu problemin giderilmesi amaglanmustir.
3.1. Giris

Kapulalar, en yalin ifade ile rastgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini olusturmak
amaciyla kullanilmaktadir. Son yillarda kapulalarin istatistiksel 6zelliklerinin aragtirilmasi
artarak siirmekte ve kapula uygulamalar1 giin gectikce daha fazla yayginlagmaktadir.
Kapulalarin bir genisletmesi Rodriguez-Lallena ve Ubeda (2004) tarafindan Onerilmigtir.
Onerilen bu model ile Carpim kapulas: ve Farlie-Gumbel-Morgenstern kapula ailesi gibi
bazi 2 boyutlu kapula ailelerinin genisletmesi yapilabilir. Bu ¢alismada 6nerilen genisletme
modeli yeni bir kapula lretme yontemi olarak da ele alinabilir. Rodriguez-Lallena ve
Ubeda (2004) tarafindan 6nerilen model

Cy(u,v) =uv + Af (w)g(v) (u,v) € I?

ile verilir. Burada A€ R ve f,g fonksiyonlar1 sifirdan farkli, mutlak siirekli reel

fonksiyonlardir ve f(0) = g(0) = f(1) = g(1) = 0, ve A ‘ nin degisim aralig

1 1
max(ay, f5) = = min(as, fr)
olur. Burada
a =inf{f (uW):u €A} <0 , B =sup{f (w):u €A4}>0
y=inf{g(v):v €B}<0 , S=sup{gw):v €B}>0
A={u €l: f(u)vardr} , B={v €l: g'(v)vardir}

ile verilir. Bu ¢alismadan yola ¢ikarak, Dolati and Ubeda (2006), Rodriguez-Lallena ve
Ubeda (2004) tarafindan 6nerilen modeli n-boyuta genisletmislerdir. Bu genisletme
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C(w) =ﬁui+ﬂﬁfi(ui) uem
1 1

olarak verilir. Burada A € R ve f; fonksiyonlart sifir olmayan mutlak siirekli reel
fonksiyonlardir ve f;(0) = f;(1) = 0’dir. A aralig1 ise

-1 -1
n ! S /1 S : n !
sup (17 fi'(w) inf (TI7 fi'(w)
ueDp+ ueb

ile verilir. Burada

D™ ={uel™: ﬂfi'(ui)<0} ve DY¥={uel": Hfi'(ul-)>0}
1 1

olarak tanimlanir. Kim ve digerleri (2011) tarafindan Onerilen bir baska model de ele
alan herhangi bir kapulanin genisletmesini elde etmek i¢in kullanilmaktadir. Yani Kim
ve digerleri (2011) calismalarinda Rodriguez-Lallena ve Ubeda (2004) tarafindan onerilen

modelin, her kapula i¢in genel bir formunu 6nermislerdir.

Bu bolimde temel amag, Kim ve digerleri (2011)’deki modelin eksik taraflarini
gostermektir. Bu amagla birka¢ durum icin model incelenmis ve ayni hedefi amaglayan
yeni bir model Onerilmistir. Daha sonra da birka¢ 6rnekle onerilen modelin dogrulugu

gosterilmistir.
3.2. Kim Ve Digerleri Tarafindan Onerilen Modelin Incelenmesi

Rodriguez-Lallena ve Ubeda tarafindan onerilen modelin, tiim kapulalara genisletmesi igin
Kim ve digerleri (2011)
Cy(w,v) = Cu,v) + Af (wg ), (u,v) € I? (3.1)
modelini Onermislerdir. Burada C(u,v) herhangi bir kapula olabilir. A€R vef,g
fonksiyonlar1 sifir olmayan mutlak siirekli reel fonksiyonlardir ve
fO)=90)=f1D=91)=0
dir. C3 * 1n kapula olmast igin asagidaki kosullar1 saglamasi gerekir.

—V:(B —V:(B
Py e T R ey e T
burada uq,u, ,vy,v, €1, (U <u, , v < vy)ve

Ve(B) = Cluy ,v3) — C(uy ,v1) —C(uy ,v2) + C(uy ,vyq)

ile verilir. Ayrica
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a = inf{f ' (u):u €A} <0 B =sup{f (u):u € A} >0
y =inf{ g(v):v €B}<0 , 5 =sup{g(u):v €B}>0
A={u €l: f(u)ymevcut} , B={v €l: g'(v) mevcut}

olarak tanimlanir.

Esitsizlik (3.2)’de verilen araligin lizerinde bazi agiklamalar yapilmak istenirse,

. Bu araligin alt ve st simirlart uq,u, ,vy, v, € [‘lara bagh fonksiyonlardir ve bu

sinir degerinin hesaplanmasi oldukc¢a zordur.

. Bu araligin alt ve {ist sinirlart uy, u, , v, v, € I’lara bagh fonksiyonlardir ve A’nin
her wu;,u, ,v;,v, durumunda gegerli olabilmesi ig¢in asagidaki gibi bir aralik

tanimlanmalidir.

—Ve(B) L —Ve®
max <A v max(ay,ﬁd)) < A1 < min <A v min(ay,ﬁS)) (3.3)

burada A= (u, — uy)(v, — v;) bicimindedir.

J Eger f(u) = u(1 — u), g(v) = v(1 —v) olursa o zaman,
a=-1, =1, y=-1,6=1 ve max(ay,fd) =min(ay,f5) =1 olacaktir.
Dolayisiyla
—Ve(B)
(uz — uy) (v, — vq)

olarak elde edilir. Yani A’ya bir aralik atanmasi gerekirken yalnizca bir say1 elde edilmis

A=

olur. Bu durum Rodriguez-Lallena ve Ubeda’nin buldugu sonuca uymamaktadir.

. Eger f(u) = u(1— uw)? g(v) = v(1—v)ise ozamana = —0.3333,

=1 y=-1, 6§ =1vemax(ay,f5) =1, min(ay, f5) = 0,3333

olarak elde edilir. Esitsizlik (3.2)’de verilen denklemin esitsizlik (3.3)” teki gibi oldugunu
varsayilsin. Bu durumda asagida verilen iki kapulanin genisletilmesi i¢in,

11. C(u,v) = uv = I alinirsa ve gerekli matematiksel islemler yapilirsa A’nin araligi
—3,003 <A < —1 olarak elde edilir. Dolayisiyla A = —3 iken Vg «(B) hacmi bazi
Uy, Uy ,Vy,V, icin negatif deger alabilir. Ornek olarak u; =0, u, = 0.2 ,v; =0, v, =
0.2 ise Vg+(B) = —0.0214 olur. Bu durumda 2-artan ozelligi saglanamadigindan C* bir

kapula olamaz.
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1.2. C(u,v) = min(u,v) = M alinirsa ve gerekli matematiksel islemler yapilirsa A’nin
aralignt —5 < A < —0.0001 olarak elde edilir. Dolayisiyla A = —4 i¢in V;«(B) hacmi bazi
Uy, Uy ,Vy,V, icin negatif deger alabilir. Ornek olarak u; =0, u, = 0.3 ,v; =0, v, =
0.1 ise V¢+(B) = —0.0238 olur. Bu durumda 2-artan ozelligi saglanamadigindan C* bir

kapula olamaz.

Sonug olarak Kim ve digerleri (2011) tarafindan Onerilen genisletme bazi durumlarda

kapulalar igin iki kosuldan en az birini saglamamaktadir.

3.3. Onerilen Model Ile Kapulalar1 Genisletme

Bu kesimde amag tiim kapulalar1 genisletecek yeni bir model 6nermektir. C(u, v) herhangi
bir kapula ve A € R ve f, g fonksiyonlar1 da sifir olmayan stirekli reel fonksiyonlar olarak
tanimlansin. Bu durumda asagidaki esitligi géz oniine alinsin.

Cy(w,v) =Cu,v) + Af (wg(v) (u,v) € I? (3.4)
Buradaki ama¢ C; (u,v) i¢in kapula kosullarini sagladigi durumda, A igin bir aralik elde
etmektir. Oncelikle bu amagla kullanilan bir teorem olan Teorem 3.1. verilsin (teoremin

ispat1 i¢in Rodriguez-Lallena ve Ubeda, 2004’e bakiniz).

3.3.1. Teorem

Eger f:[a,b] > Rve a, 8 € R, ise asagidaki ifadeler denktir.

) ay—x)<f)—fx) <P —x), herx,y € [a,b] vex < y.

it) f fonksiyonu [a, b]’de mutlak siireklidir ve her x € [a, b] icin a < f'(x) < B.

Esitlik (3.4)’de verilen denklemdeki C(u, v) kapula oldugundan, hem kapula 6zelliklerini
tasimaktadir hem de Fréchet-Hoeffding sinirlarinin igerisinde yer almaktadir (Fréchet,
1958; Nelsen, 2006).

C*(u,v) kapula olmasi igin bu kapulanin birinci boliimde verilen a ve b kosullarin
saglamasi gerekmektedir. f(0) = g(0) = f(1) = g(1) = 0 sartinin saglanmasi a sartin
saglanmasi icin yeterlidir. Onemli ve zor kismi1 b sartinin saglanmasidir. Burada A’nm iki
ozelligi saglayacak bicimde belirlenmesi gerekmektedir. Bunlardan birincisi C*(u, v)’nin

2-artan olma kosuludur ve
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Ve+(B) = C*(uz ,v2) —C"(uz ,v1) — C"(uy ,v5) + C*(uy ,v1) 20

olarak tanimlanir. ikinci kosul ise

0<C'(u,v) <1 heruvel (3.5)
ile verilir.

2-artan olma kosulunu incelemek i¢in, matematiksel islemlerle sadelestirilerek asagidaki
denklem elde edilir.

Ver(B) =Ve(B) + Af (upy — u)g(v, — v1) 20

buradan

—Af (uz — u) g, — v1) <Ve(B)

elde edilir. Dolayisiyla her kapula i¢in Vo(B) < 1 oldugundan

—Af (uy — u)gv, — vy) <1 (3.6)

olarak yazilabilir. Sonra esitsizlik (3.6)’in her iki tarafi ile carpilirsa,

(uz—uq)(W—vy)
fu; — u))gw, — vy) < 1
(U — u)y, — vy) = (U — u)W, — vy)

elde edilir. Burada uq,u, ,vy,v, €1 ve (u;<u, , v; < v,) olarak tanimlanir.

-1

1

(uz—uq) (- vq)

Ayrica min( ) = 1 oldugundan,

_Af(uz — Uuy) g(v, — vy) <1
(U — wy) (v2 — y)

olarak yazilabilir. f, g fonksiyonlar sifir olmayan mutlak siirekli reel fonksiyonlar oldugu

varsayilirsa Teorem 3.3.1°den Rodriguez-Lallena ve Ubeda’in ¢alismasina benzer sekilde,

asagidaki sonug elde edilir.

1 a1 (-7)
max(ay, £96) min(ad, By)

burada «, B, y, & terimleri Rodriguez-Lallena and Ubeda-Flores’de oOnerildigi gibidir.
Islemlerden goriildiigii iizere elde edilen aralik baz1 A degerleri igin C* degerini Fréchet-
Hoeffding sinirinin digina tagirmaktadir. Dolayisiyla A’ya C* degerinin Fréchet-Hoffding
siirindan disar1 ¢itkmamasi i¢in bagka bir kisit koymak gerekmektedir.

C* degeri Fréchet-Hoeffding sinirinin igerisinde olursa esitsizlik (3.5)’de verilen kosul da
saglanacaktir. W, M sirastyla Fréchet-Hoffding alt ve iist sinirlart olarak tanimlansin. Yani
W(u,v) = max(u + v —1,0) , M(u,v) = min(u, v) ile verilsin. Buradaki amag A’y1
asagidaki denklemi saglayacak bi¢imde kisitlamaktir. Bu durumda Fréchet-Hoeffding alt

ve list sinirlar yazilirsa

Wu,v) < C*(u,v) < M(u,v)
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her u, v € I olarak verilir. Buradan asagidaki denklem elde edilir.

W(u,v) — C(u,v) . M(u,v) — C(u,v)

fwg@) fwg@)

her u, v i¢in genel bir aralik bulmak amaciyla bu esitsizlik, asagidaki gibi tekrar yazilabilir.

max< W(u,v) — C(u, v)) <1 < min < M(u,v) — C(u, v))
fwg®) - fWg®) '

Esitsizlik (3.8) elde edilen alt ve iist sinirlarin her ikisi de ¢ok degiskenli (en az 2

(3.8)

degiskenli) fonksiyonlardir ve dolaysiyla bunlarin min-max (ya da inf-sup) degerlerini

bulmak zor degildir.

Sonug olarak, esitlik (3.4)’deki C*’1n kapula olmasi i¢in esitsizlik (3.7) ve (3.8) verilen
kosullarin ikisinin de ayn1 anda saglanmasi gerekmektedir. Yani A bu denklemlerin ikisinin
kesisimi bi¢ciminde kisitlanmalidir. Bu tartismanin sonucu asagidaki teoremin bir ispati

olarak degerlendirilebilir.

3.3.2. Teorem

Eger L€ R vef,g fonksiyonlar: sifir olmayan mutlak siirekli reel fonksiyonlar ve
f(0) =g(0) = f(1) = g(1) = 0 ve C(u, v) herhangi bir kapula ailesi olsun. Bu durumda
esitlik (3.4)’ de verilen C*’1n bir kapula olmasi i¢in A’nin aralig1 ancak ve ancak esitsizlik

(3.9) ve (3.10)’deki kosullarin kesisimidir.

-1 -1
max(ay, $6) sis min(aé, By) (3.9)
Wu,v) —C(u,v Mu,v)—C(u,v
max< (f(i)g(v() )) <A< min< (f(i)g(v() )>. (3.10)
Yukaridaki (3.9) ve (3.10) esitsizliklerde
a = inf{f' (u):u €A} <0 S =sup{f'(u):u €A4}>0
y =inf{g'(v):v €B}<0 , 5§ =sup{g(w):v €B}>0
A={u €l: f(u)mevcut} , B={v €l: g'(v) mevcut}
ile verilir.

Not: C(u,v) herhangi bir kapula ailesi olsun o zaman C*(u,v) ailesi C(u,v) ailesinden

daha esnektir.
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3.3.1. Sonug

Bu ¢alismada oOnerilen genisletmede C(u, v) = uv alinirsa Rodriguez-Lallena ve Ubeda’da
verilen sonu¢ elde edilir. Yani bu c¢alismadaki sonu¢ Rodriguez-Lallena ve Ubeda’daki
sonucun daha genel bir halidir. Calismanin devaminda Teorem 3.3.2°den tiretilen yeni

kapula ailelerinin kiimesi @ ile gosterilmistir.
3.4. Onerilen Ailelerin Baz Olgiileri

Bu kesimde ®’deki yeni aileleri igin hem bir kag bagimlilik 6l¢iisti (Kendall T, Spearman
p, Gini y Olculeri) hem de kuyruk bagimliliklart tizerinde agiklamalar yapilmistir. Her
hangi bir C(u,v) kapulasi igin bu bagimlilik olgiileri asagidaki sekilde verilir (Nelsen,
2006).

B ffaCaC p
Tc=1 5u 3y Cudv
’DC:lzj jC(u,v)dudv—3

0o Jo

Yo = 4] [CQu ) — CQu 1 — w)]du — 2
0

C(t,t)
tLC:t—lfo)}L t

1-C(tt

. =2— lim 1-¢@y

t-1- 1-—t¢

®’deki bir aile i¢in, yukaridaki dl¢iilerin hesaplamasina yonelik yeni bir teorem asagida

verilmistir.
3.4.1. Teorem

(X,Y) surekli rastgele degisken ¢ifti olsun. Bu durumda ® kimesinde C* kapulasinin,
Kendall 7, Spearman p, Gini y ve kuyruk bagimlilik parametreler1 asagidaki gibi

hesaplanir.

Ter =T — 42 j f = g (V)+—f(u)g(v)+/1f(u)f Wy @)y (v)]dudv

pe = pe + 122 f f W g(v)dudv
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Yoo = ve + 4A( f FWg(l—w)du + f F W g(wdu)
0 0

)  f(0g(0)

b = tlim = tr. + Atlir(ﬁ n
1-C(60) f(g()

R T = S ey

3. 5. Bazi Kapulalar icin Genisletmeler

Bu boliimde Clayton, Frank, A12 ve Bagimsizlik kapulalarinin genigletmeleri verilmistir.
fw) = u@d—w), glv) = v(1 —v) ise f,g fonksiyonlar1 (0,1/2) araliginda artan ve
(1/2,1) araliginda azalanlardir ve a=—-1, B =1, y=—-1, § =1 olarak elde edilir.

Teorem 3.4.1°deki Olgiilerin hesaplamasi bu fonksiyonlar igin asagida verilmistir.

1 1
Ter = Tc — 4‘1] f Adudv
0o Y0

Burada

ac oc
A=—u(l—-uw)(d—-2u)+—v(1l-v)(1-2u)+

u av
Auv(1 -2u)(1-2v)(1 —w)(1 —v)
Pc* = Pc 3

s 42
Ycr = Yc 3

)]
o = ¢ = e
S 1-=C*(t,t)

ty,. =2 — }i@? = ty,

elde edilir. Buradan anlasilacag gibi f ve g fonksiyonlar: kuyruklar etkilememektedir.

Bu fonksiyonlar uygulamada sikca kullanilan Arsimedyen kapula ailelerinden bazilaridir.
Bu aileler dnerilen model ile genisletilmistir ve genisletilmis ailelerin daha esnek olacagi
aciktir. Dolayisiyla daha fazla durumu modelleyebilir. Cizelge. 3.1°de bu ailelere iliskin

bazi bilgiler vardir.



Cizelge 3.1. Kullanilan kapulalara iligkin temel bilgiler
Kapula C(u,v) AL Ay 6 araligi
- 1 [_1' OO)
Clayton max([u=® +v=¢ —1] 7%, 0) 27 N
_ —-6u __ —-6v _ —
Frank —11n (1 + e e 1)> 0 0 (=2 e)
6 e ¥ -1 — {0}
AR | (1@t -0f+ @t D) | 2 228 | (L)
Carpim uv 0 0 -

Sekil 3.1. Clayton ailesi i¢in serpme diyagramlari
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C(u,v) Clayton ailesi icin Teorem 3.2 kullanilarak ve yukaridaki f,g fonksiyonlari

kullanilarak A araligi [-1,0] olarak hesaplanir. Sekil 3.1°de bazi1 parametre degerleri i¢in bu

genigletilmis ailenin serpme diyagramlari verilmistir.

=5

A=

o > El
o £5% o
e o °

08p

©

07+,

o
RC o @ o
o
°

Sekil 3.2. Al12 ailesi i¢in serpme diyagramlari

Benzer sekilde A12, Frank ailesi ve bagimsiz kapula i¢in A araligi sirasiyla [-1, 0.011], [-

1,0] ve [-1,1] olarak hesaplanir. Sekil 3.2, Sekil 3.3 ve Sekil 3.4’te bazi parametre degerleri

icin sirasiyla A12, Frank ailesi ve bagimsiz kapula ile elde edilen serpme diyagramlar

verilmistir.
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A= —

0=12 ;

=12, A= -0.6

fels]

04

03

03

lar1

iyagram

d

11¢in serpme

Sekil 3.3. Frank ailes

A=0.38
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Sekil 3.4. Bagimsizlik kapula ailesinin serpme diyagramlari
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4. BAGIMSIZLIK KAPULSININ BiR GENISLETMESI

Iki boyutlu bir kapula ailesi olan Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) bagimsiz kapula
ailesinin bir genisletmesi Rodriguez-Lallena ve Ubeda (2004) tarafindan onerilmistir. Bu
calismadan yararlanarak Dolati ve Flores (2006), onerilen modelin n boyutlu bir
genigletmesini ¢alismiglardir. Bu calismada, Rodriguez-Lallena ve Ubeda (2004)’da
onerilen model i¢in, yeni bir genisletme modeli Onererek simetrik ve asimetrik kapula

aileleri turetilecektir.

4.1. Giris

Kapulalarin bir genisletmesi Rodriguez-Lallena ve Ubeda (2004) tarafindan 6nerilmistir.
Onerilen bu model ile Carpim kapulas1 ve Farlie-Gumbel-Morgenstern gibi bazi iki
boyutlu kapula ailelerinin genisletmesi yapilabilir. Bu calismada onerilen genisletme
modeli yeni bir kapula tiiretme yontemi olarak da ele alinmistir. Rodriguez-Lallena ve
Ubeda tarafindan 6nerilen model
C(u,v) =uv + Af (w)g(v) (u,v) € I? 4.1)
sekilindedir. Burada A € R ve f,g fonksiyonlar1 sifirdan farkli, mutlak sirekli reel
fonksiyonlardir ve f(0) = g(0) = f(1) = g(1) = 0, ve A araligi

-1 -1
max(ay,§3) = * = min(as, fy)

olarak yazilir. Yine

a =inf{f'(u):u € A} <0 , B =sup{f'(u):u € A} >0
y=inf{ g'(v):v €B}<0 , 6 =sup{g'(v):v €B}>0
A={u €l: f'(u) mevcut} , B={v €1: g'(v) mevcut }

ile verilir. Bu ¢alismadan yola ¢ikarak, Dolati ve Ubeda (2006), Rodriguez-Lallena ve
Ubeda (2004) tarafindan 6nerilen modeli n-boyuta genisletmislerdir. Bu genisletme

C(u) = ﬁui + Aﬁfi(ui), u€ejm

olarak verilir. Burada A € R ve f; fonksiyonlar1 sifir olmayan mutlak siirekli reel
fonksiyonlardir ve f;(0) = f;(1) = 0°dir. A aralig1 ise

1 <1< 1
sup (I a) == ik (T3 £ )

uenp+t
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ile verilir. Burada

D-={u eI™: Hfi'(ui)<0} ve DY ={uel": Hfi'(ui)>0}
1 1

olarak tanimlanir. Benzer bir yaklasim Kim ve digerleri (2011) tarafindan 6nerilen bir
baska modelde ele alinan herhangi bir kapulanin genisletmesini elde etmek igin
kullanilmaktadir. Yani Kim et al. (2011) galismalarinda, Rodriguez-Lallena ve Ubeda
tarafindan Onerilen modelin, her kapula i¢in genel bir formunu asagidaki gibi
Oonermislerdir:

C* 3 (u,v) = Clu,v) + Af (wg(v), (u,v) € I? (4.2)
Bununla birlikte Kim ve digerleri (2011) tarafindan 6nerilen modelin tiim durumlarda
dogru olmadig1 Najjari ve digerleri (2013a) tarafindan gosterilmistir. Mesiar ve digerleri.
(2013)’da literatiirdeki metotlar1 kullanarak (4.1) ve (4.2)’deki genel formlar1 2-boyutlu
kapulalar icin (4.3)’deki gibi onermistir.

C*;(u,v) = max (O, C(u,v) — AH(f(u)g(v))), (u,v) € I? (4.3)

Bu kesimdeki temel ama¢ Rodriguez-Lallena ve Ubeda (2004)’da 6nerilen model igin yeni
bir genisletilmis model Onererek, yeni simetrik ve asimetrik kapula aileleri turetmektir.
Yeni tiretilen aileler n (n = 1) parametreye sahiptirler ve dolayisiyla Rodriguez-Lallena
ve Ubeda’nin 6nerdigi ailelerden daha esnektirler. Yeni aileler i¢in Kendal Tau, Spearman
Rho, Gini Gama gibi bagimlilik 6l¢iileri ve kuyruklardaki davranislar1 da hesaplanmistir.

Ayrica 6nerilen model i¢in birkag¢ 6rnek verilmistir.

Calismanin 4.2 Kesim’inde yeni simetrik/asimetrik kapula ailelerinin bagimsizlik
kapulasindan tiiretilen modelleri gosterilmistir. Kesim 4.3’de bu yeni modelden (retilen
kapulalarin bagimlilik OSlgiileri ve oOzellikleri incelenmistir. Kesim 4.4’de ise degisik
kapula ailelerini tlretmek icin onerilen yeni modelin bir uygulamasi yapilmistir. Yeni
modelin, baz1 kapula tiiretme modeliyle olan iligkisi boliim 4.5’de gosterilmistir. Sonug ve

tartigmalar ise bolim 4.6’da verilmistir.
4.2. Bagimsizhik Kapulasinin Genisletmesi

fi(w),gi(v) her i=1,..,n i¢in [0,1] araliginda sifir olmayan mutlak siirekli reel

fonksiyonlar olsun. O zaman
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C(u,v) =uv + Z Aifi(w)g;(v) (u,v) €[0,1]2 ,n>1 (4.4)

modelini Oneriyoruz. Burada amag¢ A; € R igin (4.4)’deki C’nin kapula olma durumlarini
belirlemektir. Buradaki kapulanin mutlak stirekli bir kapula oldugu acik¢a goériilmektedir.
Ayrica (4.4)’de verilen form (4.1)’deki formun daha genel bir halidir ve n = 1 icin (4.4),
model (4.1)’e denk olmaktadir. C’yi kapula yapan smir kosul igin yeter sart i = 1, ...,n
icin asagidaki esitligin saglanmasidir:

fi(0) = g:(0) = f;(1) = g:(1) = 0.

Ancak burada dikkat edilmesi gereken husus (4.4)’de C’nin 2-artan olmasi i¢in uygun
Ay’lerin belirlenmesidir. Yani koseleri [0,1]%°de yer alan tim R = [uy,uy] X [v1,v;]
tipindeki dortgenler igin asagidaki esitsizligin saglanmis olmasi gerekir:

Ve(R)>0 (4.5)
Rodriguez-Lallena ve Ubeda-Flores (2004)’deki sonuca gore, her

Cr(ii)(u, v):[0,1]?> - [0,1] icin, i = 1, ...,n olmak Uzere

€W v) = wr +7:f; (Wi (v) (4.6)

-1 -1
T; € [ )y
l max(a;y;,fi6;) " min(e; 6;,6;v:)

oldugunda bir kapuladir. Ayrica her aq, ...,a, € [0,1]

olsun ve Yt a;=1 ozelligini de saglasin. Bu durumda C = }[-; a; CT(:) de bir kapuladir
(Kapulalarin konveks toplami da kapuladir). Yani her (u,v) € [0,1]% icin kolayca
asagidaki esitlik gosterilir.

C(u,v) = uv + Xiz; a; /i (W) g: (v) (4.7)
Boylece her i = 1,...,n i¢in A; = a;t; olarak alindiginda, (44, ...,4,) = (a1 Ty, ..., AnTy),
(4.4)’de verilen denkleminin kapula oldugu gostermis olur. Yukaridaki durum asagidaki

O6nermede 0zetlenmistir.
4.2.1. Onerme
Yukaridaki verilen bilgilere gore,

-1 -1
(S )T
max(a;y;, f;6;) 'min(a; 8;, Bivi)

(4.8)
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ve aq,..,a, €[0,1] QL,a;=1) olmak uzere, (14,...,4,) = (a474, ..., @, T,) Olsun. O
zaman her i=1,..,n icin (4.4) ile verilen C(u,v):[0,1]> - [0,1] fonksyonu bir
kapuladir.

Onerme 4.2.1, denklem (4.4)’de verilen fonksiyonun kapula olmasi igin (A4, ..., 4,) lere
sadece bir yeter kosul verir. Agikga (4.4)’de verilen C fonksiyonunun 2-artan olmasi igin
buna karsilik gelen yogunluk fonksiyonu ¢’yi incelemek, (44, ..., 4,,) ’lerin belirlenmesinde
baska bir yontemdir. (4.4)’de verilen C fonksiyonunun yogunluk fonksiyonu;

c(u,v):[0,1]% - [0,1] asagida verilmistir:

cu,v) =1+ XA f Wy, (v). (4.9)

4.2.1. Teorem

(4.4yde verilen C(u,v):[0,1]%> - [0,1] fonksiyonu kapuladir ancak ve ancak (4.9)’da
verilen c(u,v) fonksiyonu, f'.(u) ve g'.(v)’lerin i =1,..,n igin mevcut oldugu
yerlerde negatif degildir.

Genelde C bir kapula ise A;’lerin her i =1, ...,n i¢in tanim kiimesini bulmak zor veya

karmagik olabilir. Dolayisiyla amacimiz yeni bir yeterli metod eklemektir. Kesim 4.4’de

bazi 6rnekler verilmistir.

4.2.2. Onerme

Onerme 4.2.1°deki bilgileri kullanarak, (4.3)’de verilen C(u,v) fonksiyonu (A4, ...,4,)

icin asagidaki esitsizlikler sagladiginda bir kapula olur.
n
- Ai(d; max(ayy;, Bi6;) + e;min(a; 6;, Bivi)) = —1
=1
her (dy, ..., dy), (eq, ..., en) € {0,1}" icin dyle ki
(dll . dn). (61, ey en) == (dlel, ey dnen) = (0, ‘e ,O)
dir.
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fspat.‘

Her (u,v) €[0,1]* icin f'.(u) ve g',(v), i=1,..,n mevcut oldugunda, eger
f';@ g’ ,(v) =0 ise, o zaman 0 < f".(u) g';,(v) < max(a;y;, B;5;) olur. Eger her
i=1,..,nicinA; = 0ise 0 zaman d; = 0 = e; seceriz ve dolayisiyla

Aif';(w) g';(v) = 0 = 2;(d; max(a;y;, f;6;) + e; min(a; &; , B;v:))

olur. Eger A; < 0 ise 0 zaman d; = 1, e; = 0 seceriz ve dolayisiyla

Aif",(w) g';(v) = 4;(d; max(a;y;, Bi6;) + e; min(a; &;, B;vi))

olacaktir. Benzer sekilde f',(u) g',(v) < 0 olmasi durumunda da esitsizligin saglanmasi
incelenir. Yani (dy,..,d,) ve (eq,..,e,) uygun secildiginde asagidaki esitsizlik de

saglanir.

n n
D Af @) g @) 2 ) Aildy max(ayi, fi8) + eimin(a; 6, fiy) = ~1
i=1 i=1

Yani hemen hemen her yerde c(u,v) mevcut ise c(u,v) = 0 kosulunu saglar. Bu da
C(u, v)’nin 2-artan oldugu anlamina gelir.

Acikga her Ly = (AW, .., AW ), .., Ly = (AW, ..., 20, )lara (4.4)’de karst gelen
Cy, ..., C, fonksiyonlar1 kapula olsun. Bdylece her konveks kombinasyonlar1 da L =
Yk a;Li = (A, ..., A,) olmak (izere bir C = ¥¥ | a;C; kapulasi elde edilir. Dolayisiyla
Teorem 4.2°de belirlenen L € R™ kumesi (tim (A4, ..., 4,,)’larin ¢6ziimleri) bir konveks
kiimedir. Buna ek olarak beklenmedik bir sekilde Onerme 4.2.1 ve Onerme 4.2.2 aym
konveks L kiimesini belirtebilecegini de sdyleyebiliriz (Kesim 4.4’de bu, bir 6rnek
Uzerinden gosterilecektir). Burada bu durumu sadece n = 2 i¢in ispat ediyoruz. Daha basit
bir gosterim igin

a; = max(a;y;, f;6;) >0, by =min(a; §;,Biy:) <O

olsun, 0 zaman Onerme 4.2.2, L kiimesini asagidaki sekiz esitsizlikle belirleyebilir:

1) Aa; = -1

2 Mby = -1
(3) Aa, = -1
() Ayby > —1 (4.10)
(5) Aaq + Aa, = -1

(6) /11a1 + Azbz 2 _1
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(7) Albl + /12a2 > -1
(8) Albl + Azbz 2 _1

Acikca (14,4,) = (0,0) tiim bu esitsizlikleri saglar ve eger her i. esitsizligin ¢ozimii L;
ise, L = N%_, L;’dir. Besinci esitsizlik bir (0,0) noktasim kapsayan L yari-diizlemi, bu da

(=1/a4,0) ve (0,—1/a,) noktalardan gegen bir dogruyla belirlenir. Benzer sekilde L da

(—=1/a4,0) ve (0, - i), hem de L, de (—1/b,,0) ve (0, —i) son olarak Lg yar1 diizlemi
bz az
de (~1/b;,0) ve (0,—=) noktalanyla belirlenir. Sonug olarak L kimesi,
2

(—ai,O),(O,—i),(—i O), ve (0,—1/a,) noktalariyla smirlandirilmis bir konveks
1

az a ’

kiimedir. Ayrica Onerme 4.2.1 inceledigimizde de ayn1 sonug elde edilir.
4. 3. Onerilen Ailelerin Bazi Olgiileri

Bu kisimde (4.4)’de onerilen yeni aileler i¢in hem Kendall t, Spearman p, Gini y gibi
birka¢ bagimlilik 6l¢iisii ve hem de kuyruk bagimliliklari {izerinde agiklamalar yapilmustir.
Agikea kapulalarin uygulamalarinda bunlar ¢cok 6énemlilerdir. Bir¢ok kapulanin bu 6l¢iiler
icin agik formlart yoktur. Bu Kesim’de (4.4)’de Onerilen yeni ailelerin Kendall t,

Spearman p, Gini y gibi dlgiiler i¢in agik formlarinin oldugu gosterilmistir.
Herhangi bir C(u, v) kapulas1 i¢in bagimlilik 6lgtileri

1 4f1 1acacdd
e o Jo Oudv v

1 ,1
pc = 12] j C(u,v)dudv — 3
0 Jo

Yc = 4] [C(u,u) —C(u,1 —u)]du — 2
0

. CtY
tie = tirglf t
1-C(tt)
tue _z_tllgl 1-t

ile verilir (Nelsen, 2006).
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(4.4)’deki her yeni aile igin, yukaridaki olgiilerin hesaplamasina yonelik yeni bir teorem

asagida verilmistir. Ispat agik oldugu igin burada verilmemistir.
4.3.1. Teorem

(4.4)’deki C kapulast ele alinsin. Bu durumda Kendall z, Spearman p, Gini y ve kuyruk
bagimliliklar1 asagidaki gibi hesaplanur.

ro = —4 fo 1 fo 1 [viliﬁ(u) g'i(v)uiaif'iw)gi(v) ¥ <Z 24, g'i<v)>

X (Z Aiﬁ’(u)gi(v)>] dudv
pe = 12i (ai | ' fwa | 1gi<v>dv>

i=1

Ye =4 ]01 (Zn: Aifiw)g;(u) + Zn: Aifiu)gi(1— u)) du

A f(D)a:(t
o =t P O8O _
4 t—0t t
~ 2i= Aifi(®)g:(0)
toe = Jim == =0

Yukaridaki Slgiiler bagimsiz kapula i¢in sifira esittir. Fakat Teorem 4.3.1’de gorildigi
gibi yeni ailelerde bu olgller f;, g; (i = 1, ..., n) fonksiyonlarina baglidir ve bu yiizden bu

aileler i¢in yukaridaki 6l¢iiler sifira esit olmayabilir.

4.4. Onerilen Genisletme Icin Uygulamalar

Burada onerilen bagimsizlik kapulasinin genisletmeleri bazi Orneklerle agiklanmustir.

Uygulamada genisletmelerin daha kolay incelenebilmesi i¢in n = 2 durumu ele alinmustir.

Ornek
fi, f2, 91, 92:10,1] = R fonksiyonlari agagidaki gibi verilsin.

fiw) =ul—uw) = g(w), fo(v) =min(v,1-v)= g,(v)
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fi» gi (i=1,2) fonksiyonlarmin, [0,1/2] araliginda artan ve [1/2,1] araliginda azalan oldugu
aciktir. Burada (4.4)’de verilen C fonksiyonunun bu durumda kapula olmasi incelenmis ve
sonra da bagimlilik 6l¢iileri hesaplanmistir. Bu yeni aile
Clu,v) =uv + Auv(l —uw)(1 —v) + A,min(y, 1 — u)min(v, 1 — v)
ile verilir. f, f2, g1, g» fonksiyonlari (a) kosulunu saglarlar. Bu yiizden C(u, v)’nin 2-artan
olmasini inceliyoruz. Bu kapulanin yogunluk fonksiyonu agagida verilmistir;
clu,v) = 1+A4(0-2uw)(1-2v)+

A2(L0,1/21(W) — 1117211 (W) (Ly0,1/2[{(V) — Ly1/2,1(¥)) = 0
burada ay =a, =a; =y, =y, =—-1, By =, =6, =, = 1'dir. Onerme 4.2.1’den
T, = T, € [—1,1]’dir ve bu ylizden her a € [0,1] icin, (14,1,) = (atq, (1 — a)t,) bir
kapula verir (Bkz. Sekil 4.1). (14, 1,) noktasi, koseleri (-1,0), (1,0), (0,1) ve (0,-1)’de olan
konveks kiimenin bir elemanidir.

Az
1

N
ANZEERENEAN

=] -1

A1

Sekil 4.1. Onerme (4.2.1) ve (4.2.2)’ten (A4, ;) icin mimkin alan (sol tarafta), Teorem
4.2.1° den (14, A,) igin miimkiin alan (sag tarafta).

Onerme 4.2.1’ten asagidaki esitsizliklerin ¢ozilmesi gerekir.

(dy,dy) (e1,€5)
1) (1,1) (0,0) MtAp = -1
) (1,0) (0,0) A= -1
©) (1,0) (0,1) M =1
(4) (0,1) (0,0) =1
) (0,1) (1,0) A A, > -1
(6) (0,0) (1,1) A=Ay > -1
@) (0,0) (1,0) A =1

(8) (0,0) (0.1) - = -1
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Sonra buradan Ay, A5, A; + A, A; — A, € [—1,1] elde edilir ve bu da Sekil 4.1°deki alana
karsilik gelir. Teorem 4.2 ile elde edilen ¢6zliim asagida verilmistir (Bkz. Sekil 4.1).
—1<M+M <1, —1<)A <1

Ornek olarak, A; = 2, A, = —1 olursa (4.4)’den asagidaki esitlik elde edilir

Clu,v) =uv +2uww(1 —uw)(1 —v) —min(y, 1 —uw)ymin(v,1 —v) (4.12)

Bu yeni kapula daha ayrintili olarak Sekil 4.2’de verilmistir.
Clu,v)

ur+u(l—v)(2v — 2uv — 1) | uvr + 2ur - 1)1 - 1) (1 - v)

0> 2ur(l —u)(1 — v) w4+ vl —w)(2u— 2uv—1)

0 0.5 1
c(t,v)
201+ (1— 20)(1 — 2w)) 2(1— 2u)(1 - 2v)
2(1 —2w)(1 - 2v) 21+ (1 - 2v)(1 — 21))
0 0.5 1

1

0.5

Sekil 4.2. A; = 2, A, = —1 i¢in kapula C (Ustde) ve onun yogunlugu c (asagida)

Buradan goriildiigii gibi (4.11)’te verilen kapula, Rodriguez-Lallena and Ubeda-Flores
metodunun iki C;, C, kapulasinin konveks kombinasyonu olamaz.

Ci(u,v) =uwv+tyuv(l —u)(1 —v)

Ve

C,(u,v) = uv + omin(u, 1 —uw)min(v,1 —v) 14,7, € [-1,1]

Bu yeni aile i¢in Kesim 4.3’teki bagimlilik 6l¢iileri asagida verilir:

1 1
TC = le + Elz

1 3
Pc:§/11+212

—4/1 +ZA
Vc—ls 1T 34

tLC :0: tUC



Ornek

fitw) =u(l —u) = g,(u), ve f,(v) = g,(v) fonksiyonlari asagidaki gibi verilsin.

f2(v) =

v—1/4,

3
iV

1/4<v<1/2
1/2<v<3/4

diger durumlarda
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f1, g1 fonksiyonlarinin [0,1/2] araliginda artan ve [1/2,1] araliginda azalan oldugu ag¢iktir

ve f',,g', fonksiyonlar1 [1/4, 'A]

araliginda 1 ve [1/2, %] araliginda -1’dir. Burada

(4.4)’de verilen C fonksiyonun bu durumda kapula olup olmadigi incelenmis ve sonra da

bagimlilik dlgiilerini hesaplanmistir. Bu yeni aile
Clu,v) =uw+Lyuww(A -w)(1—-v)+ 1, Wwg,(w)

ile verilir. Burada a; = a, =y, =y, = =1, p; = f, = &, = 6, = 1 ’dir. Onerme 4.2.1

ve Onerme 4.2.2’ten benzer sekilde A;,15,4; +4,, 4, — A, € [—1,1] elde edilir ve
Teorem 4.2.1°den asagidaki sonug elde edilir (Bkz. Sekil 4.3).

1
1< M+h sl —1sy <1

(-1,5/4)

I

\Il B
@1, -5/4)

Sekil 4.3. Onerme (4.2.1) ve (4.2.2)’ten (A, ;) icin mimkiin alan (sol tarafta), Teorem

4.2.1° den (14, A,) i¢in miimkiin alan (sag tarafta).

Bu yeni aile i¢in Kesim 4.3’deki bagimlilik 6lgiileri asagida verilmistir.

Tc

Pc

Yc

1
= le + _AZ

1
32

1 3

= _/11 + _AZ

3 64

4/1+1/1
1571 1 g2

tLC == O: tUC
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Onceki iki Orneklerde f; = g4, ve f> = g, oldugundan yeni aileler bagimsiz kapulaya
simetrik bir genisletme olmaktadir. Bundan sonraki oOrneklerde bazi asimetrik

genigletmelere yer verilmistir.
Ornek

fi, f> 91, 92:10,1] = R fonksiyonlar1 agagidaki gibi verilsin

f1(u) = max (0, min (u,% — u)), g1(v) = max (O, min (v — %, 1- v))

fo(w) = max(0,3u — 1 — 2u?), g, (v) = max(0,v? — 2v3)

burada a;=a, =y, =-1, B1=p,=6,=1, y, = —%, 5, =1/6 olur. Onerme
4.2.1’den 7, € [—1,1] ve 7, € [—2,2] bu yUzden her a € [0,1] icin, (14,4,) = (aty, (1 —
a)t,) bir kapula verir (Bkz. Sekil 4.4). (A4, ;) noktasi, koseleri (-1,0), (1,0), (0,2) ve (0,-
2) olan konveks kiimenin bir elemanidir.

Az Az
1 1

2 N N
NN

=1 -1

Sekil 4.4. Onerme (4.2.1) ve (4.2.2)’ten (A4, ;) icin mimkiin alan (sol tarafta), Teorem
4.2.1° den (14, A,) igin miimkiin alan (sag tarafta).

Onerme (4.3)’den asagidaki esitsizliklerin ¢dziilmesi gerekir.

(dy,dz) (e1,€2)

® Wy 0.0) Mt gh 2 -1

@ o ©00) M= -1
1

3) (1,0) (0,1) 7\1—57\2 > -1
1

4 (0,1) (0,0) E)LZ > -1
1

®) (0,1) (1,0) -\ + 57\2 > -1
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1
(6) (0,0) (1,1) -\ - 57\2 > -1
(7 (0,0) (1,0) A =1
1
® (0 (0.1) —h 2 -1

buradan Ay, Ay + 2z, A =54, € [~11], 4, € [-2,2] olarak elde edilir ve bu da Sekil
4.4°deki alana karsilik gelir. Bu alan Onerme 4.2.1°den hesaplanir. Teorem 4.2.1 ile elde
edilen ¢6ziim asagida verilmistir (Bkz. Sekil 4.4).

M+sh <1, 1< <1, A 22

bu yeni aile igin Kesim 4.3’deki bagimlilik dl¢iileri asagidaki gibi verilir:

1 1
TC__)\l +5§

32 Az

3
Pc = 6—4(7\1 +22)

Yc=10
tLC =0= tUC
Ornek

fi, f2 91, 92:10,1] = R fonksiyonlari asagidaki gibi verilsin.
1 . 1
fl(u) = QSU'L(3T[U), g1 (v) = max (0’ min (17, E _ U))

1
fo(uw) =u(l —uw), g>(v) = max (O,min (v —7 1- v))
burada a;=a,=y,=y,=-1, B;=B,=6,= 6, =1 olur. Onerme 4.2.1°den
71, Ty € [—1,1]7dir, bu yiizden her a € [0,1] igin, (14,4,) = (a7, (1 — a)t,) bir kapula
verir (Bkz. Sekil 4.5). (A4,A;) noktasi, koseleri (-1,0), (1,0), (0,1) ve (0,-1) olan konveks

kiimenin bir elemanidir.
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T 0 | 1A

A
<

Sekil 4.5. Onerme (4.2.1) ve (4.2.2)’den (A4, 2,) icin mimkin alan (sol tarafta), Teorem
4.2.1°den (A4, ;) i¢in miimkiin alan (sag tarafta)

Onerme (4.3)’den asagidaki esitsizliklerin ¢dziilmesi gerekir.

(dy,dy) (e1,€2)
1) (1.1) (0,0) L+A, = -1
2 (1,0) (0,0) A > -1
©) (1,0) (0.1) M =1
(4) 0.1) (0,0) A =1
) (0,1) (1,0) A 4> -1
(6) (0,0) 1,1) A=A, =1
(7 (0,0) (1,0) |
(8) (0,0) (0,1) |

ve buradan A;,A,,A; +2A,, Ay —A, € [-1,1] elde edilir ve bu da Onerme 4.2.1’den
hesaplanan Sekil 4.5’deki alana karsilik gelir. Teorem 4.2.1 ile elde edilen ¢oziim asagida
verilmistir. (Bkz. Sekil 4.5):

-1<\M <1 ,-1<A, <1
4.4.1. Hatirlatma

Her i=1,2,...,n igin f;, g; fonksiyonlarin tanim kiimesi ayrik oldugu zaman, A;‘larin
hesaplamasi i¢in Rodriguez-Lallena ve Ubeda’in sonucunu kullanila bilir. Yani her
i =1,2,..,n icin asagidak: gibi olur:
-1 -1
<A <—
max(a;y;, Bi6;) min(a; 6;, Bivi)
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4.5. Onerilen Metodla Bazi Kapula Uretme Metotlar1 Arasindaki Iliskiler

(4.4)’deki onerdigimiz model daha ayrintili olarak ele alinabilir. Ornegin, bu model

kapulalarda sirali toplamsal yapi (ordinal sum construction) ile uyumludur, Mesiar ve

Sempi (2010) ve Nelsen (2006). Bagimsiz kapuladan her sirali toplam (ordinal sum)

kapulas1 asagidaki gibi tanimlanir.

D = ((ug, v, II)/k € K) (4.12)

burada (Jug, vk Drek araligi [0,1] araliginin agik alt araliklarinin bir ayrik sistemidir ve D

fonksiyonu asagidaki gibi verilmistir:

D, v) = u, + %, her k € K i¢in (u, v) €]uy, vi| (4.13)
min(u, v), diger hallerde

fi» 91:[0,1] = R fonksiyonlar1 her k € K igin mutlak siirekli fonksiyonlardir 6yle ki her
k € K, icin Ci:[0,1]? - R olarak tammlanan Cy (u,v) = uv + A f (u) g, (v) fonksiyonu

her A € [Pk, qi] icin bir kapuladir.

Her k € K icin f;, gx: [0,1] = R fonksiyonlarini

Uu—-ug
€
fi(w) = { Ji (vk—uk) ’ U €l vl (4.14)
0, diger durumlarda
V-V
gr(w) = gx (Uk—uk> ’ v €, vie| (4.15)
0, diger durumlarda

gibi tanimlayalim. Agik¢a (fy)rex fonksiyonlarinin tanim kiimeleri de ayriktir. Aynisi

(gr)kek fonksiyonlarinda da s6z konusudur. Asagida verilen sirali toplam (ordinal sum)

C = ((u, vk, Cp)/k € K), (4.16)
Hatirlatma 4.4.1°den yararlanilarak
C(w,v) = D(u,v) + Xkek Ak fre W) g () (4.17)

gibi ifade edilebilecegi agiktir. Bu C fonksiyonu her k € K ve Ay € [py, qx] igin bir
kapuladir.

45.1. Hatwirlatma

Yeni Onerilen metot ile kapulalarin dondiirmeli/sagkalim yapisi (flipping/survival

construction) metodu arasinda ilging bir iligski vardir (Nelsen, 2006).
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C:[0,1]? - [0,1] kapuladir ancak ve ancak D:[0,1]? - [0,1] ile tanimlanan

Du,v)=u—C(u,1—v) (4.18)
fonksiyonu kapula olmasi gergeginden (D kapulasina C kapulasimin ikinci koordinat
dondirmesi denir) yararlanarak eger (4.4)’de verilen C fonksiyonu kapulaysa, bu kapulaya
karsilik gelen

D(w,v) = wv — T1y Aifi(Wgi(1 - v) (4.19)
ile verilen D fonksiyonu da bir kapuladir. Ayn1 zamanda bunun tersi de gegerlidir. Benzer
iddia C kapulasinin birinci koordinata gore dondiiriilmiis fonksiyonu E ve sagkalim

kapulasi F icin de gecerlidir. Bunlar

E(wv) =uw - XL 4fi(1 —wg:(v) (4.20)
ve
Fluv)=uw + Y4 4 fi(1—-wg;(1—-v) (4.22)

ile tanimlanir. Agik¢a tiim ((fi(u),gi(v)) Ji=1, ...,n), ((—ﬁ-(l —u),g;:(v)/i=

1, ...,n),((ﬁ.(u), —g:(1 - 1))/1, n) ve ((—ﬁ(1 —w),—g;(1-v))/1, n)
fonksiyon sistemlerindeki deki (A4,...,A,) larn  tanim kiimeleri ile (4.4)’deki

(A4, ..., Ap)’larin tanim kiimeleri aynidir.

Bu kistmda Nelsen (2006)’daki kapulalarin dondiirmeli/sagkalim yapisinda (a, b) € [0,1]?
Uzerinde bir genisletmeden bahsedilmistir. Her C:[0,1]> - [0,1] iken C’nin hacmi
iizerinden tanimli bir C(g py: [0,1]* = [0,1] kapulas:

Ciapywv) =Ve([a(l—w),u+a(l—w)] x[b(1—-v),v+b(1-v)])

ile tammlanir (Nelsen, 2006). C(,p) kapulasmmn (4.4)’de tanmimlanan herhangi bir C

kapulas1 i¢in asagidaki gibi ¢ikartildiginin gosterilmesi kolaydir.

Clapy) (W, v) = uv + Xitq Aifi (W) gip (V); (4.22)
burada

fia) = fi(u +a(1l —w)) - fi(a(l —u)) (4.23)
ve

9ip(W) = g;i(v+b(1 —v)) — g;:(b(1 —v)) (4.24)

ile verilir. Boylece (4.4)’de verilen C kapulasi ((fi(u),gi(v))/i = 1n) gibi bir
fonksiyon sistemine baglanirsa bu durumda C, ) kapulasi asagida verilen fonksiyon

sistemine baglanir.
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((frwgip) /1=1,...,m) (4.25)
Acikcast birinci fonksiyon sisteminden olusturulan ve (4.4)’de verilen C’nin kapula
olabilmesi icin (44, ..., A,,) parametrelerinin tanim kiimesi, ikinci fonksiyon sisteminden
olusturulan ve (4.22)’de verilen C,p)’nin kapula olabilmesi igin verilen (44, ...,4,)
parametrelerinin tanim kiimesinin bir alt kiimesidir. Ornegin, Ornek 4.1°deki birinci
fonksiyon sistemi goz Oniine alinsin ve Sekil 4.1 incelensin. a = b = 0,5 iken tim
fonksiyonlara karsilik gelen doniisiimle yeni parametrelerin tanim kiimesi bos kiimedir ve
dolayistyla her (1;,4,) € R? iken model (4.4)’de verilen kapula da bagimsizlik kapulasi

olur.
Ornek

fw)=u(l—u) olursa f,(w) =u(l—u)(1—2a) elde edilir. Eger f(u)=
min(u, 1 — u) olursa f, (u) = sign(1 — 2a)min(u, (1 — w)(1 — 2a)) elde edilir.

4.5.2. Hatirlatma

Genelde f,(w) =f(u+a(l—w)—f(a(l—w) ile verilir. Boylece f'y(u)=
1 -a)f'(u+al—w)+af'(a(l —uw)) olur. Agikca f’,(u) € [a,B] olur ki burada
a, [ araliklar girig boliimiinde

a =inf{f'(u):u € A} <0, B =sup{f'(u):u €A4}>0

ile tanimlanmustir.

4.6. Sonug

Bu bolimde bagimsizlik kapulasinin genisletmesine dayali yeni simetrik/asimetrik kapula
aileleri 6nerilmistir. Bu yeni kapulalar daha esnektir, bu yiizden bu kapulalarla daha ¢ok
ve daha farkli bagimlilik durumlar1 modellenebilir. Bu yeni aileler i¢in bir kag bagimlilik
Olgiisti ve kuyruk bagimliliklar1 da verilmistir. Ayrica bu yeni modelin bir ka¢ kapula

tiiretme metodu ile ilging iliskisinin var ordugu gosterilmistir (Mesiar ve Najjari, 2014).
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5. ARSIMEDYEN KAPULALARA BiR UYGULAMA

Bu boélimde temel amag, West Texas Intermediate (WTI) ile Brent-Europe ham
petrollerinin fiyatlar1 arasindaki bagimliligt modellemektir. Bu modellemede kapula
teknigini ele alip, iyi bilinen bazi Arsimedyen kapula aileleri yaninda ii¢ tane de yeni
Arsimedyen kapula ailesinden yararlanilacaktir. Veri kiimesini olusturan degiskenlerin
bagimlilik yapisinin daha iyi modellenmesi i¢in bu ailelerin konveks kombinasyonlar1 da
incelenmistir. Veri kiimesi ham petrol fiyatlarinin, Haziran 1987-Ekim 2013 tarihleri

arasindaki aylik ortalama degerlerini iceren 318 gozlemden olugmaktadir.

5.1. Giris

Korelasyon katsayisi, bagimliligin bir skaler 6l¢iisiidiir ve bagimlilik yapis1 hakkinda her
durumda fazla bir sey ac¢iklamamaktadir. Bir bagka deyisle degiskenlerin dagilimi normal
olmadig1 zaman, korelasyon katsayist giivenilir degildir. Bu gibi durumlarda bagimlilik
yapisinin modellenmesi ve incelenmesi i¢in kapulalar tercih edilir. Kapulalar tek
degiskenli dagilimlar1 birlestirip, ortak dagilimlart 6zel bir bagimlilik yapisiyla
tanimlamaktadir. Boylece Olgek ve sekil marjinallerine dayali olarak degiskenler
arasindaki bagimlilik yapisi kapula ile belirlenir (daha net bilgi icin Bertail (2006);
Kojadinovic ve Yan (2011); Schweizer (1991)’e bakiniz). Dolayisiyla bu o6zelligiyle
olasilik teorisinin yer aldig1 bir¢cok alanda degiskenler arasindaki bagimliligi modellemede

kapulalar oldukga 6nemli bir role sahiptir.

Son yilarda, kapula teknigi ¢ok genis alanlarda kullanilmaya baslamistir. Ornek olarak,
Clemen ve Reilly (1999); McNeil ve digerleri (2004) birgok arastirmact kapula
yontemlerini finans alaninda kullanmiglardir. Najjari ve digerleri (2014) kapula ile
meteorolojik verileri modellediler ve Celebioglu (2003) 6grencilerin vize ve final notlar
arasindaki bagimlilik yapisini kapula ile modellemistir. Bacigal ve Komornikova (2006)
jeodezik verilerinin bagimliliginda Arsimediyen kapulalari kullanmislardir. Najjari ve
digerleri (2014) selin alus zirvesi ve haciminin (flood peak and volume) arasindaki
bagimliligin modellenmesinde kapulalardan yararlanmiglardir. Zhu ve digerleri (2014)

borsadaki ham petrol fiyatlarinda kosulu ve kosulsuz kapula modellerini kullanarak
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bagimliligr modellemislerdir. Al-Harthy ve digerleri (2007) petroliin yerden ¢ikarilmasinin
karar asamasinda kapula tekniginden yararlanip bu teknigin hem Envelop metodu hem de
Iman-Conover metodundan daha iyi oldugunu gostermislerdir. Kapulalarin diger kullanimi

ile ilgili calismalar icin Hua ve Joe (2011)’den yararlanilabilir.

Bu calismada ama¢ West Texas Intermediate (WTI) ve Brent-Europe ham petrollerinin
fiyatlar1 arasindaki bagimlilik yapisin1t modellemede kapula parametrelerinin tahmini igin
en ¢ok olabilirlik yontemi ve Genest ve digerleri (1995)’de verilen parametrik olmayan
yontem ele alinmistir. Heniiz ¢alisilan yeni bir yontemle de parametreler tahmin edilip,
sonucu diger tahminlerle karsilastirilmistir. Bu yeni yontem uyum iyiligi testinin degerinin
minimum yapilmasina dayalidir. Kapulanin uygunlugunun karar verilmesinde (Genest ve
Rivest (1993); Genest ve digerleri (1995))’de verilen parametrik olmayan ve yari
parametrik prosediiriinden, uyum iyiligi testi ve Akaike bilgi kriteri kullanilmistir.

Kesim 5.2’de veriye uygun kapula se¢im tekniklerinden bahsedilmistir. Kesim 5.3’de ise
ham petrol fiyatlar1 arasindaki bagimlilik yapisinin modellenmesine yer verilmistir. Sonug

ve tartigmalar ise Kesim 5.4’de yer almaktadir.

5.2. Uygun Kapula Se¢cme Teknikleri

Bu béliimde veri kiimesinde yer alan degiskenlerin bagimlilik yapisina uygun kapula
secme tekniklerinin bir kismi verilecektir. Literatirde uygun kapula segimi icgin bazi
metotlar onerilmistir. Uyumluluk iceren metodlar (Genest, Rivest, 1993; Genest ve
digerleri, 1995), en ¢ok olabilirlik (ML), sozde en ¢ok olabilirlik (PML) (Genest ve
digerleri, 1995), marjinallere iliskin ¢ikarsama yontemi (IFM) (Joe, 1997; Hui-Ming ve
digerleri, 2014) ve minimum uzaklik (MD) (Schweizer, 1991; Song, 2007) bunlardan
bazilaridir. Bu bdliimde kapula parametrelerinin tahmininde ti¢c metod ve uygun kapula

seciminde de {i¢ Ol¢iiye dayali olarak caligilmistir.

5.2.1. Kapula parametrelerinin tahmini

Bu kisimda kapula parametrelerinin {i¢ ayr1 metotla tahmin edilmesi agsamalar1 verilmistir.

Birincisi parametrik olamayan tahmindir ve Genest ve digerleri(1995) tarafindan
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onerilmistir. Bu metotta veri kiimesinden Kendall 7, Spearman p ve Gini y 6l¢ilerinin
degerini hesaplanip bunlar kullanilarak kapula parametreleri tahmin edilmektedir. Bu
caligmada kullandigimiz kapulalar tek parametreli olduklarindan sadece Kendall T degerini

ele alinmistir.

ikinci metot sozde log-olabilirlik tahminidir. Eger (X;,Y;) her i = 1,..,n icin mevcut
ise, 0 zaman stzde log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi verilir.

L(6) = Xisy log (Fu(x), Gn(¥)) (5.1)
Burada E,, G, benzer sekilde asagidaki gibi tanimlanir.

E,(x) = ﬁZ?zl eger [X; < x;1; 0] (5.2)
ve

0 0
Cop = QECG (u, U). (53)

Bu durumda 6 log-olabilirlik fonksiyonunu en biiyiikleyecek sekilde tahmin edilir.

Uclincii metot tarafimizdan onerilen bir metottur ve hal {izerinde calismalarimiz devam

etmektedir. Bu metot uyum iyiligi testine dayanmaktadir:

k 2
2 — [fl B ei]
o ; e

i=1
Burada k grup sayisidir ve genelde k = Y/n ile hesaplanir (n veri sayisi), i.inci grupdaki
gbzlem sayis1 f; ve ayn1 grupta teorik (kapulayla) hesaplanan gozlem sayisi e; = np(x;) ile
gosterilmistir, tabi ki e; kapulanin parametere degerine bagli olarak hesaplanir. Bu

durumda y3 degerini en kiigiik yapan 8 degeri tahmin edilir.
5.2.2. Bagimhlik yapisina uygun kapula segme teknikleri

Kapula parametreleri tahmin edildikten sonra, kapulanin uygunlugunu test etmek i¢in ii¢
teknik kullanilmistir. Bunlar Genest ve Rivest (1993); Genest ve digerleri (1995)
tarafindan onerilen parametrik olamayan ve yari-parametrik olan iki tekniktir. Farz edelim
ki (X;,Y;) heri = 1,..,n mevcut olsun ve ortak dagilim fonksiyonu H, (Skaler teorem

ile) Arsimedyen kapulast C, kapulasi ile iliskilendirilsin. Amacimiz ¢ fonksiyonunun

formunu belirlemektir. ilk basta, bir yeni rasgele degisken Z; = H(X;,Y;) olsun ve bunun
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dagilim fonksiyonu K(z) = Prob(Z; < z) olarak verilsin. Bu dagilim fonksiyonu asagida

verilen denklemle bir Arsimedyen kapulanin tireticisiyle iligkilidir.

K(z) =K,(z) =z — %. (5.4)
@ fonksiyonunun belirlenmesi icin,

1. Veriden Kendall's tau degerini asagidaki gibi hesaplanir,
0 = ()7 S, Bt sienl (X, - )% - )] 55)
2. K ‘nin bir parametrik olamayan tahminini asagidaki gibi bulunur:
e Once sahte-gozlemler tanitilir.
Zi=(n-171 Yi=ieger [X; < X; & Y;—Y;1;0], i=12,..,n (56)
e Sonra, K ‘nin tahminini bulunur:
K,(2) =n 1Y eger[Z; < z 1;0]. (5.7)
3. Esitlik (5.5)’te yer alan fonksiyonu kullanarak K, nin parametrik tahmini bulunur. Ozet

olarak n tahmini anlamina gelmek iizere 7, > 8, = ¢, (t) = K,,_(2) ile ifade edilir.

Ugiincii adim her karsilastirmada, arzu ettigimiz kapula icin tekrar edilecektir. En iyi

Urete¢ K,(z) fonksiyonuna en yakin olan K, (z) tahminidir. Bu yakinsama L,-norm
yardimiyla asagidaki gibi ol¢iiliir.

Jy (K, (2) = Kn(2))?dz (5.8)
Ya da grafiksel olarak (i) z — K(z) grafigni z’ye gore veya (ii) kars1 gelen Q-Q plotlarini
cizerek modelin uyumlulugu anlasilir. Hatirlatma olarak, Q-Q plotlart yardimiyla iki
verinin aynt dagilima sahip olup olmadig belirlenebilir. Veri kiimelerinin
ceyrekliklerinden cizilen grafik ne kadar y = x grafigine yakin olursa, iki verinin dagilimi

o kadar birbirine yakindir. Daha detayl bilgi i¢in Frees ve Valdez (1998)’ye bakilabilir.

Ikinci 6lgiit AIC dir ve asagidaki gibidir verilir.
AIC = —2(log — likelihood) + 2k (5.9)
burada k parametre sayisidir. En kiigiik AIC degerine sahip olan kapula en iyi uyumun elde

edildigi kapuladir.

Uclinctl 6lglt, uyum iyiligi testidir ve asagidaki gibidir
k

2 [fi — el?
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burada k grup sayisidir ve genelde n 6rnek hacmi olmak iizere k = Y/n olarak alinir, i.
gruptaki gozlem sayist f; ve aym grupta teorik (kapulayla) hesaplanan gozlem sayisi
e; = np(x;) ile gosterilmistir. Detaylar igin Genest ve digerleri (2009)’¢ bakilabilir. Bu
caligmada bu testi yapmak i¢in her iki degisken 4 esit diizgiin araliga boliindii, Sd = 9 ve
a =0,05 olarak alindiginda kritik deger x§os0 = 16,9190 olarak belirlenir.

Hesaplamalarda Matlab programi kullanilmstir.

Cizelge 5.1. Bu ¢alismada ele alinan kapulalar ve bunlara iliskin bilgiler

Kapula Uretici Kendall tau AL Ay 6 aralig
11 0 _1
Clayton 7G =D T3 270 0 (0,00)
Gumbel (= Int)? % 0 2 _ 2% [1,0)
Al12 L1y o2 - L)
G-D ~38 276 2 — 20 )
Al4 510 T P R )
te-1) 1+26 2 - ’
1 2 1
Al5 (1— to)® T 0 2—26 [1,00)
cot-kapula cotg(n—t) 1-— 8 278 228 [1,0)
2 26
coth-kapula | coth(6t) — coth(6) | 1+ —=coth(6) 1/2 0 [1, )
csch-kapula | csch(t?) — csch(1) 9% 28 0 (0,00)

5.3. Ham Petrol Verisinin Fiyatlarinin Bagimhilik Yapisinin Modellemesi

Bu Kesimde West Texas Intermediate (WTI) ve Brent-Europe ham petrollerinin fiyatlar
arasindaki bagimliligin modellemesi yer almaktadir. Bu amagla Haziran 1987-Ekim 2013
tarihleri arasinda aylik ortalama ham petrol fiyatlari kullanilmistir. Kullanilan veri seti 318
gbzlemden olusmaktadir. Bu veri kiimesi Federal Reserve Bank of St. Louis sitesinde
online olarak mevcuttur. Veri kimesinde yer alan gozlemlerin serisel bagimliliklart
(serial/temporal independence) test edildi ve devaminda da bir fark alarak duragan hale
getirildiler, detayl bilgi i¢in Joe (2005)’ye bakilabilir. Sonra her verinin sira sayisini 318’e
bolerek bu veriler [0,1] aralifina tasindi. Sekil 5.1°de bu verilerin serpme diyagrami ve

Cizelge 5.2°de de bagimlilik dlgiileri gosterilmistir.
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Cizelge 5.2. WTI ve Brent-Europe ham petrol fiyatlari i¢in bagimlilik dl¢iileri

Veriler Kendall Spearman p Giniy

Ham petrol fiyatlar 0,7802 0,916 0,7886

Modellemede kullanilan Arsimedyen kapula ailelerine ait bilgiler Cizelge 1’de verilmistir.
Al12, Al4 ve AlS5 aileleri Nelsen’nin kitabinda Cizelge 5.2°de sirasiyla 4.2.12; 4.2.14 ve
4.2.15 aileleri ile numaralandirilmistir. Cizelge 5.1°de yeni tanitilmis iic Arsimedyen
kapula ailesi vardir. Ayrica Pirmoradian ve Hamzah (2011) tarafindan Onerilen cot-
kopulanin trigonometrik bir Greticisi de mevcuttur. Bunlarin disinda Cizelge 1°de yer alan
coth-kopula ve csch-kopula sirasiyla Najjari ve digerleri (2014); Bal ve Najjari (2013)

tarafindan Onerilmistir ve hiperbolik treticileri de Cizelgeye eklenmistir.

Kesim 5.3’de bahsedildigi gibi Cizelge 5.1°de verilen kapulalarin parametrelerini ii¢
metotla da tahmin edip, ii¢ farkli metotla da bu ailelerin bagimlilik yapisina uygunlugu test
edilmistir. Cizelge 5.1°de aileler tek parametreli oldugundan, parametrik olmayan
tahminlerden sadece Kendal t degeri kullanilmistir ve 0,7802 olarak hesaplanip Cizelge
5,2’de verilmistir. Cizelge 5.3’te ikinci siitunda ailelerin parametrelerinin, parametrik

olmayan tahminleri ve Ggtinc stitunda K, ve K, uzakliklar: verilmistir.

Sekil 5.1. WTI (U) and Brent-Europe (V) ham petrollerinin fiyatlar1 arasindaki bagimlilik
yapisi

Son olarak doérdiincii siitunda uyum iyiligi testine ait sonuglar yer almaktadir. Uyum iyiligi

testinde kritik nokta X3 os.o = 16,9190 oldugundan hi¢ bir aile bu veriler igin uygun

gorilmemektedir ve cot-kopula 19,1106 ile en kii¢iik uyum iyiligi test degerine sahiptir.
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d(K,, , Ky,) kriterine gore de A12 ve cot-kopula sirasiyla 0,0671 ve 0,0867 ile en kiiglk

degere sahiplerdir.

Cizelge 5.3. Parametrik olamayan tahminleri ve uygun kapula testlerinin sonuglari

Kapula Parametre | d(Kyp ,Kn) | Uyum I. testi
Gumbel 4,55 0,1466 37,6212
Clayton 7,10 0,6562 126,7121
Al2 3,03 0,0671 21,7133
Al4 4,05 14,2561 31,7156
Al5 5,05 0,2217 53,9645
Cot-kapula 3,69 0,0867 19,1106
Coth-kapula 7,96 0,1786 61,5989
Csch-kapula 7,10 14,3396 126,4086

Kapulalarin konveks kombinasyonlar1 da kapula oldugundan Cizelge 5.1°de yer alan bir
ka¢ kapulanin kovneks kombinasyonlar1 test yapildi ve sonuglar Cizelge 5.4’te verildi.
Cizelge 4’te 6, birinci aile ve 6, ikinci ailenin parametresidir ve a degeri ise uyum iyligi
testinin degerini minimum yapan deger olarak ayarlanmistir. Burada sadece uyum 1yiligi
testi yapilip testin degerleri son siitunda verilmistir. Bu deger ile verinin yapisina uygun

kapula gortlmemektedir.

Cizelge 5.4. Parametrik olmayan tahmini ve konveks kombinasyon sonuglari

aCo, + (1 — a)Cy, 0, 0, a GOF test
Clayton, Gumbel 7,10 | 455 | 0,46 | 27,1601
Clayton, Al12 7,10 | 3,03 | 0,01 | 21,6374
Clayton, Al4 710 | 4,05 | 0,92 | 28,7528
Clayton, csch-kapula 7,10 | 7,10 | 0,01 | 126,5237
Clayton, coth-kapula 7,10 | 796 | 0,31 | 51,8123
Clayton, cot-kapula 7,10 | 3,69 | 0,01 | 19,1840
Al2, Al4 3,03 | 405 | 0,91 | 18,0486
Al12, Gumbel 303 | 455 | 0,99 | 21,6785
Al2, cot-kapula 3,03 | 369 | 0,01 | 19,1789

Cizelge 5.5’de kapulalarin parametrelerini ECO metoduyla tahmin edilen degerleri
verilmektedir. Bu Cizelgede ikinci siitunda AIC degerleri ve iigiincii siitunda GOF testinin
degerleri yer almistir. A15 ailesinin ikinci tiirevinin agik bir formu olmadigi i¢in MLE

tahmini elde edilemedi. AIC kriterine gore csch-kapula en kiigiik degere sahiptir ve



46

dolayisiyla 4,01 olan parametre degeri ile bagimlilik yapisina uygun olan model
secilmektedir. Uyum 1iyiligi testiyle sadece Clayton kapulasi 4,96 parametre degeriyle
bagimlilik yapisinin modellenmesinde uygun oldugu belirlenmistir ve uyum iyiligi testinin

degeri 16,0366°dir.

Cizelge 5.5. ECO tahminleri ve uygun kapula segme sonuglari

Kapula Parametre AIC Uyum iyiligi
Gumbel 4,16 -610,55 29,0269
Clayton 4,96 -569,07 16,0366
Al2 2,99 -662,7 20,2576
Al4 3,73 -132,75 23,425
Al5 - - -
Cot-kapula 6,82 -376,12 98,5829
Coth-kapula 8,12 -633,2 68,9936
Csch-kapula 4,01 -823,59 29,6509

Cizelge 5.4’e benzer sekilde Cizelge 5.6 ECO tahminleri i¢in hazirlanmis ve burada
kapulanin bazi konveks kombinasyonlar1 test edilmektedir. Burada bazi kapulalar, bu
verilerin bagimlilik yapisinin modellenmesinde uygun bulunmustur. Parametre 4,96 degere
sahip olan Clayton kapulasinin diger bazi kapulalarla konveks kombinasyonu bagimlilik
yapisint  modellemeyi  basarabilmistir.  En  kiigik  uyum  1iyiligi = degeri
0,64Clayton+0,36Gumbel kapulasina aittir ve bu deger 9,2518 olarak bulunmustur. Agikg¢a
konveks kombinasyon da her kapulanin kotasi o kapulanin Cizelge 5.5 de uyum iyiligi

testin degerine iliskilidir.

Cizelge 5.6. ECO ve konveks kombinasyon sonuglari

aCy, + (1 —a)Cy, 0, 0, a GOF
Clayton, Gumbel 4,96 4,16 0,64 | 10,9009
Clayton, A12 4,96 2,99 0,69 9,2518
Clayton, Al14 4,96 3,73 0,87 | 11,3295

Clayton, csch-kapula 4,96 6,82 0,90 | 16,1664
Clayton, coth-kapula 4,96 8,11 0,90 | 16,0820

Clayton, cot-kapula 4,96 4,01 0,96 | 16,0289
Al2, Al4 2,99 3,73 0,88 | 17,5999
Al12, Gumbel 2,99 4,16 0,93 | 20,1785

Al12, cot-copula 2,99 4,01 0,99 | 20,3172
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Uyum iyiligi testinin degerini minimum yapan parametre degeri metodu ele alindiginda
elde edilen sonuglar Cizelge 5.7’de verilmistir. Agikga A14 ve A15 kapulalari hari¢ tiim
kapulalar bagimlilik yapisin1 modellemeye uygun goriilmiistiir. En kiiciik uyum 1yiligi
degeri, parametre degeri 4,11 olan Clayton kapulasidir. Burada uyum iyiligi testinin degeri
9,8438’dir. Bu metot (izerinde hala ¢alismalarimiz devam etmektedir ve metodun hangi
kosullar altinda dogru oldugu, hangi kapulalarda ve ne zaman kullanilabilecegi, ve bu tip
baska sorular1 cevaplamaya ¢alismaktayiz. Dolayisiyla bu metodun kullaniminin simdilik

yeterli oldugunu diisiinerek bu metot baska testleri tahminde kullanilmamastir.

Cizelge 5.7. Uyum iyiligi testinin degerini minimum yapan parametre

Kapula Parametre Uyum iyiligi
Gumbel 3,6 23,4352
Clayton 4,11 9,8438
Al2 2,48 12,2719
Al4 3,16 18,1885
Al5 4,04 29,5250
csch-kopula 4,12 9,8953
coth-kopula 5,36 16,0298
cot-kopula 3,08 11,9011

5.4. Sonug

WTI ve Brent-Europe petrol fiyatlar1 arasindaki bagimlilii modellemek i¢in bazi
Arsimedyen kapulalar ve bunlarin konveks kombinasyonlart denendi. Dogru kapulanin
secilmesinde parametrik olmayan ve yari-parametrik stre¢ (Genest ve Rivest (1993);
Genest, ve digerleri (1995)), uyum iyiligi testi (Genest ve digerleri (2009)) ve Akaike bilgi
kriteri (AIC) alindi. Cizelge 5.1°de verilen kapulalar ve onlarin konveks kombinasyonlari
parametrik olmayan tahmin ile Uyum iyiligi testinde veri kiimesinin bagimlilik yapisinin
modellenmesinde basarili degildir (Cizelge 5.3 ve Cizelge 5.4). Ancak ECO tahmin
yontemiyle 4,96 parametre degerine sahip olan Clayton kapulas1 (Cizelge 5.5) ve hatta bu
Clayton kapulanin bazi baska kapulalarla konveks kombinasyonu verinin bagimlilik
yapisint modelleyebilirler (Cizelge 5.6). Bu durumda En kiiglk uyum iyiligi degeri en iyi
model 0,69Clayton+0,31Gumbel kapulasina aittir ve bu deger 9,2518 olarak verilmistir.
Cizelge 5.3, Cizelge 5.4, Cizelge 5.5 ve Cizelge 5.6’dan sonu¢ olarak konveks

kombinasyon bagimlilik yapisinin modellenmesinde daha iyi uyum saglamistir.
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6. KAPULALAR VE STOKASTIK SINIR ANALIZi

Bu bolimde temel amag, kapula teknigini, stokastik sinir analizinde kullanmaktir.
Amacimiz stokastik sinir analizinde u ve v rastgele degiskenlerinin bagimliligin1 kapulalar
ile modelleyip, ECO yontemiyle parametrelerini tahmin etmektir. Burada bazi kapulalar
degerlendirip sonuglarini birbiriyle, CCR, BCC ve ayrica stokastik sinir analiziyle
karsilastiracagiz. Yeni AK’larda trigonometrik ve hiperbolik Gretici olan aileleri

kullanacagiz.

6.1. Giris

Firmalarin (DMU) teknik etkinligini 6lgmek, ekonomide ve finansda ¢ok Onemlidir.
Genelde veri zarflama analizi (VZA), Free Disposal Hull (FDH) ve stokastik sinir analizi
firmalarin teknik etkinligini 6lgmek igin kullanilir. VZA ve FDH nonparametrik
yontemlerdir ve bu yiizden girdiler, ¢iktilara hi¢ bir kisitlama yapmazlar ve dolayisiyla
hatalara firmanin etkinsizligi agisindan bakarlar. Ancak stokastik sinir analizinde hatalar
g = v; —u; seklindedir ve wv; istatistiksel guriltiyt ve w; de i. firmaya ait teknik
etkinsizligi gostermektedir. Genelde u’larin dagilimini, Ustel, Yar1 Normal veya Gama
dagilimi olarak alinir. v’lerin dagilimi ise Normal farz edilir (Aigner ve digerleri, 1977
Meeusen ve Van Den Broeck,1977; Smith, 2008; EI Mehdi, Hafner, 2013; Aigner ve
digerleri, 2014).

Yakin zamanlarda, stokastik sinir analizindeki hata bilesenleri u ve V’yi birbirinden
bagimsiz oldugu diisiiniilerek tahmin ediliyordu. Smith (2008) ilk kez bu rasgele
degiskenlerin arasinda bir bagimlilik potansiyeli oldugundan ortaya koyarak, kapula ile
modellenmesini 6nerdi. Sonra bu teknik, Carta ve Steel, 2012; EI Mehdi ve Hafner, 2013;

Amsler ve digerleri, 2014) tarafindan da kullanildi.

Stokastik sinir analizinde modelin parametreleri, kapula ile modellendikten sonra,
Diizeltilmis En Kiigiik Kareler (Corrected Ordinary Least Squares (COLS)) ve En Cok
Olabilirlik (Maximum Likelihood (ML)) yontemleri ile hesaplanir. Burada parametrelerin
tahmin edilmesi i¢in kullanilacak olan dagilim denklemlerinin ¢6ziimii olduk¢a zordur. Bu
sebepten hesaplamalar nimerik metotlar ile yapilir, ve bu metotlarin iizerinde ¢alismalar

hala devam ediyor.
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Bu bolimin ikinci Kesiminde bazi temel kavramlar verilmistir. Ugiincii Kesiminde ise
kapula kullanim1 hakkinda temel bilgilerden bahsedilmistir. Dordiincii Kesiminde ise bir
uygulama yer almaktadir. Bu uygulamada Japonya’da 12 profesyonel beysbal takimin
verisini ele alip, onlarin teknik skorlarini farkli 6nerilen kapula teknigiyle bulunmustur.

Sonuglar1 hem standart CCR, BCC hem de stokastik sinir analiziyle de karsilagtirlimistir.

6.2. Temel Kavramlar

Stokastik sinir analizi (SFA)’nin baslangic adimlar1 Aigner, Lovell, Schmidt (1977) ve
Meeusen ve Van den Broeck (1977) tarafindan Onerilmistir. Bu konuda {iretimin sinir
modeli rastgele degiskenler olmadan boyle yazilir:

vi=flx;B)+ ¢, i=1,...,1 (6.1)
Burada f Uretim fonksiyonu, (X;,Y;) gozlemler ve y; = log(Y;), x; = log(X;)’lerdir. ve
f’lar modelde tahminini elde edecegimiz parametreleridir. €; = v; — u; seklindedir ve v;
istatistiksel garaltiyl ve u; de i. firmaya ait teknik etkinsizligi(TE) gostermektedir. TE,
analizini yapacagimiz siirecin fonksiyonuna gore

1- Non-parametrik fonksiyonlar: Matematiksel programlama kullanilir.

2- Parametrik fonksiyonlar: Cobb-Douglas, Linear, Log-linear, Translog, Zellner-Revankar
genellestirilmis fonksiyonu tiplerindedir (Richmond, 1974; Fare ve Lovell, 1978;
Kumbhakar, 1987).

Bu tezde Cobb-Douglas fonksiyonunu ele alip, uygulama yapilmistir. Genelde
v;~N(0,02) ve u;~N*(0,02) olarak kabul edilir. Ancak literatirde v; ve u; hata
bilesenlerinin daha baska dagilima sahip oldugu varsayilan c¢esitli calismalar da vardir. Bu
durumda Cobb-Douglas(log-log) iiretim fonksiyonu, asagidaki gibi verilebilir,

Vi = Bo + XnBnXni + & i=1,...,1 (6.2)
Burada E (1) = a,/2/m ve Var(u) = ((m — 2)m)aZ olur.

Kesim 6.3’de f’lar1 tahmin ederken u ve v rastgele degiskenlerin bagimliligini kapulayla

modelleyip, ECO yOntemiyle parametrelerini tahmin ediligini gosterecegiz.
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6.3. Kapula ve Stokastik Simir Analizi

Eger v, u arasinda bir bagimlilik s6z konusuysa o zaman € = v — u oldugundan Var(e) =
Var(v) + Var(u) — 2Cov(v,u) olur ve buradan v, u arasinda bir pozitif bagimlilik varsa
Var(e) azalmasina neden olur ve v, u nin arasinda bir negatif bagimlilik olursa Var(e)’nin

artmasina neden olmaktadir.

Farz edelim ki u~G, ve v~G, dagilimlara sahip olsunlar o zaman eger H fonksiyonu u ve

v’nin ortak dagilimi ise Sklar teoremine gore bir C kapulasi vardir (Nelsen, 2006):

H(u,v) = Co(G1 (W), G2 (v)) (6.3)
buradan (6.3)’in olasilik yogunluk fonksiyonu bulunur,

h(u,v) = g1 (Wgz (v)ce(Gy (u), G2 (V) (6.4)
& = v — u oldugundan

h(e,w) = g1 (W g, (& + w)ce(G1 (u), G2 (e +u)) (6.5)
buradan da marjinal fonksiyon asagidaki gibi elde edilir.

h(e) = [7° g1 Wgz (& + W (G (1), G, (e + w))du (6.6)

ve ¢ =vy;— f(x;; B) oldugundan, h fonksiyonu B ve 6 parametrelerine bagli bir
fonksiyon olur. Boylece h fonksiyonundan ECO yontemiyle bu parametreler tahmin
edilebilir,

L(9) = Z=1 log he(yi — f(xis B)) (6.7)
burada 9 = (ay, 05, 8, B) dir ve 9’nin ECO tahmini asagida verilir

Oy = argmaxgeg L(9).

Burada tahmin degerleri elde edilmesinde niimerik metotlardan yararlanilir. Tahmin
degerlerinin elde edilmesinde kullanilacak yontemlere iliskin ¢alismalar halen devam
etmektedir. Model tahmin edildikten sonra teknik etkinlik skorlarmin tahmini
yapilmaktadir. 9 = (o, 05, 0, ) ya bagh olan teknik etkinlik skorlar1 x girdi ve y ¢ikti
degerleri olmak tizere asagidaki gibi hesaplanir:

TEy = E(exp{—U}| ¢) (6.8)
burada &’nun marjinal dagilimimni hem de u, ¢ ortak olasilik yogunluk fonksiyonlarini

kullanarak asagidaki gibi hesaplanir,
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TE,

f exp{—u} hg(ule)du

1
hg (&) Jg+
Ey(exp{—u}. g>(u + &).co (G (w), G, (u + £)))
Ey(g2(u + €).cg(G1(w), Gz (u + ¢)))
(6.9)°’den da goriileceg gibi 9 yerine onun ECO tahminini (9,,,)’y1 kullanirsak, o zaman

exp{—u} hy(u, &)du (6.9)

TEy’nin de ECO tahmini bulunmus olur. Burada TEy, nokta tahmini olarak bulunur, buna

iligkin giiven araliginin elde edilmesine yonelik ¢aligmalar ise devam etmektedir (EI Mehdi

ve Hafner, 2013).

6.4. Uygulama

Uygulama icin, Cizelge 6.1’de Japonyada 12 profesyonel beysbal takiminin bilgisi
verilmektedir. Veriler (Cooper, Seiford, Tone, 2006) den alinmisdir. Burada iki girdi ve tek
cikt1 vardir.

Girdi 1: takimin menajerinin ortalama geliri.

Girdi 2: takimin oyuncularinin ortalama geliri.

Cikdi: katilim, ve bu da yillik katilan seyircilerin sayist bolii toplam yillik seyirci
kapasitesidir. Yani yiizde seklindedir ve 100%’i gecemez.

Menajer ve oyuncularin geliri onbin Yen (Japon parasi) birimlidir. Bitun hesaplamalarda
Matlab programi kullanilmigtir ve teknik etkinlik skorunu bulunmasinda “fminsearchbnd”
komutunan yararlanilmistir. Burada baslangic degeri En Kiguk Kareler yontemi

yardimiyla hesaplanmastir.

Alt1 farkli kapula ile stokastik sinir analizi ile modelleme yapilmistir. Bu kapula aileleri
Cizelge 6.2°de verilmistir. Parametrelerin tahmini Cizelge 6.3’de ve takimlarin teknik
skorlar1 da Cizelge 6.4’de yer almistir. Cizelge 6.2°den gortldiigii gibi {i¢ yeni kapula
kullanilmistir. cot kopula, trigonometrik tireticiye sahiptir ve ilk olarak Pirmoradian ve
Hamzah (2011) tarafindan 6nerildi. coth-kopula ve csch-kapula hiperbolik iireticileri vardir
ve Najjari ve digerleri(2014); Bal ve Najjari(2013) tarafindan oOnerilmiglerdir. Bu
kapulalarin bagimliligi modellemede daha esnek davraniglart vardir. A12 kapulasi 6zel bir

adi olmadigi i¢in Nelsen (2006)’dan, 4.2.12 numarasi ile verilmistir.
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Cizelge 6.1. Japonyada 12 profesyonel beysbal takiminin bilgisi

Takim Yonetmen | Oyuncu | Katilim
Swallows 5220 6183 80,87
Dragons 2250 5733 93,76
Giants 6375 8502 100
Tigers 3125 4780 76,53
Bay stars 3500 4042 79,12
Carp 3125 5623 51.95
Lions 5500 10180 56,37
Fighters 3625 5362 57,44
Blue wave 2715 4405 58,78
Buffalos 3175 6193 53
Marines 2263 5013 43,47
Hawks 3875 3945 82,78

Cizelge 6.2. Calismada kullanilan kapulalar

Kapula Uretici Kendall 7 AL Ay 6
1 6 -1
Clayton —(t7?-1 — 5 0 0,00
y ) (t ) g n % 26 ( )
Gumbel (—Int)® % 0 |2-27| (L)
1 6 2 -1 1
Al2 —_ 1—— 2 — 29 1,00
(t 1) 39 29 | 2-20 | [L)
g (Tt 8 -1 1
cot cot (7 1-— m 26 2 —26 [1:00)
2 1
coth coth(6t) — coth(8) | 1+2/6% — (5)coth(9) 5 0 [1,00)
6 -1
csch csch(t?) — csch(1 _ 7 0 1,00
( ) (1) 012 26 [ )
Carpim —Int - 0 0 -

Cizelge 6.3’de stokastik smir analizinde modelin parametre tahmini, kapula teknigini
kullandiktan sonra, verilmistir. Son satirdaki “SSA”, normal stokastik smir analizi

modelidir (kapula kullanmadan).

Burada kapulanin 6 deger1 u ve v nin arasindaki bagimligi géstermektedir. Son siitunda t
degeri kendall T degeridir ve her kapulada formull Cizelge 6.2°de verilmis. Kapulalarin
hepsi u ve v’nin arasinda yiiksek bir bagimlilik oldugunu varsayar. En yiiksek bagimlilik
Al12 kapulasina aittir ve degeri 0,9269’dir. Yani Var(e) =Var(v) + Var(u) —
2Cov(v,u)’na gore, bu durumda Var(e) en disiik degeri alir ve boylece, f Uretim

fonksiyonu y; = f(x;; B ) + & modelinde, y;’lere en yakin fonksiyon demektir. Tabiki bu



54

en iyi stokastik sinir modeli anlamina gelmez ve bizim burada amacimiz sadece T
degerlerinin agiklanmasiydi. Cizelge 6.4’de beysbal takimlarinin etkinlik skorlar1 ve
etkinlik siwralart tum uygulanan kapulalarda ve ek olarak CCR ile BCC modelinde
verilmistir. Cizelge 6.4’de incelenen modellerinin karsilastirmasi igin onlarin etkinlik sirasi

tizerinden korelasyon degerleri bulunmustur ve Cizelge 6.5’de yer verilmistir.

Cizelge 6.3. Stokastik sinir modelinde parametrelerin tahmini

Kapula Oy Oy S Bo B1 B2 T

Clayton | 0,1516 | 0,0695 | 8,2052 |4,1232 |0,2830 |-0,2042 | 0,8040
Gumbel | 0,1517 | 0,0257 |8,6872 |4,2636 |0,0951 |-0,0528 | 0,8849
Al2 0,1683 | 0,0669 |9,1186 |4,2712 |0,2780 |-0,2148 | 0,9269
cot 0,1563 | 0,0685 |8,5636 |4,1924 |0,2762 |-0,2061 | 0,9053
coth 0,1881 |0,0301 |7,7433 |4,7314 |0,0787 |-0,0902 |0,7751
csch 0,1418 |0,0896 |4,9721 |3,8015 |0,3936 |-0,2647 | 0,7994
Carpim | 0,1517 | 0,0257 |8,6898 |4,2636 |0,0951 |-0,0528 | -
SSA 0,1652 | 0,0535 |- 44127 |0,0499 |-0,0834 | -




Cizelge 6.4. beysbal takimlarinin etkinlik skorlar1 ve etkinlik siralari
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CCR BCC Clayton Gumbel Al2
Takim Score | Rank | Score | Rank | Score | Rank | Score | Rank | Score | Rank
Swallows | 0,6572 6 0,6691 | 11 | 0,6903 6 0,7994 4 0,6819 5
Dragons 1 1 1 2 1 1 1 1 |0,9829 1
Giants 0,6139 7 1 1 0,8608 2 0,9863 2 0,8542 2
Tigers 0,8699 4 0,9514 7 0,7167 3 0,7836 6 0,7042 3
Bay stars | 0,9753 3 1 6 0,6934 5 0,7944 5 0,6805 6
Carp 0,5239 9 0,8199 8 0,5029 11 0,5365 11 0,495 11
Lions 0,3162 12 | 0,4612 12 0,5249 9 0,5692 9 0,5215 8
Fighters 0,5765 8 0,8042 9 0,528 8 0,5834 8 0,5199 9
Blue wave | 0,7368 5 1 5 0,5633 7 0,6073 7 0,5527 7
Buffalos 04947 | 11 |0,7739| 10 |0,55209| 10 |0,5493| 10 |0,5133| 10
Marines 0,5156 10 1 4 0,4504 | 12 0,4601 12 | 0,4421 12
Hawks 1 2 1 3 0,7014 4 0,822 3 0,6886 4
cot coth csch Carpim SSA
Takim Score | Rank | Score | Rank | Score | Rank | Score | Rank | Score | Rank
Swallows | 0,6943 6 0,7983 4 0,6267 6 0,7994 4 0,7734 3
Dragons 1 1 0,9822 2 0,9919 1 1 1 0,9993 2
Giants 0,8676 2 1 1 0,7793 2 0,9863 2 1,0000 1
Tigers 0,718 3 0,7685 6 0,678 3 0,7836 6 0,7441 5
Bay stars 0,695 5 0,7757 5 0,6412 4 0,7944 5 0,7272 6
Carp 0,504 11 0,5294 11 0,4804 11 0,5365 11 0,5247 11
Lions 0,5287 9 0,5796 8 0,4883 10 | 0,5692 9 0,6012 7
Fighters 0,5297 8 0,5761 9 0,4948 9 0,5834 8 0,5611 9
Blue wave | 0,5638 7 0,5925 7 0,5386 7 0,6073 7 0,5726 8
Buffalos 0,5222 10 | 0,5441 10 | 0,4997 8 0,5493 10 | 0,5463 10
Marines 0,4503 12 | 0,4497 12 0,4428 12 0,4601 12 | 0,4486 12
Hawks 0,7035 4 0,8033 3 0,6404 5 0,822 3 0,7450 4




Cizelge 6.5. beysbal takimlarmin etkinlik siralar1 arasindaki uyusma

CCR | BCC | Clayton | Gumbel | A12 cot coth csch | Carpim | SSA
CCR 1 0,58 0,804 0,79 0,755 | 0,804 | 0,72 | 0,783 | 0,79 | 0,6364
BCC 0,58 1 0,538 0,51 0,483 | 0,538 | 0,497 | 0,524 | 0,51 | 0,3846
Clayton | 0,804 | 0,538 1 0,951 | 0,986 1 0,937 | 0,972 | 0,951 | 0,9231
Gumbel | 0,79 0,51 0,951 1 0,951 | 0,951 | 0,986 | 0,916 1 0,9580
Al2 0,755 | 0,483 | 0,986 | 0,951 1 0,986 | 0,951 | 0,951 | 0,951 | 0,9580
cot 0,804 | 0,538 1 0,951 | 0,986 1 0,937 | 0,972 | 0,951 | 0,9231
coth 0,72 | 0,497 | 0,937 | 0,986 | 0,951 | 0,937 1 0,902 | 0,986 | 0,9790
csch 0,783 | 0,524 | 0,972 | 0,916 | 0,951 | 0,972 | 0,902 1 0,916 | 0,8811
Carpim | 0,79 0,51 0,951 1 0,951 | 0,951 | 0,986 | 0,916 1 0,9580
SSA |0,6364 | 0,3846 | 0,9231 | 0,9580 | 0,9580 | 0,9231 | 0,9790 | 0,8811 | 0,9580 1

56
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Cizelge 6.5’den, CCR modelinin etkinlik sira degerleri ile en yiiksek iliski 0,804 ile
Clayton ve cot kapulalar1 arasindadir. En az iligki ise 0,720 ile coth kapulalari arasinda
bulunmustur. CCR ve SSA sonuglari arasinda ise 0,6364’lik bir bagimlilik tespit edilmistir.
Benzer sekilde BCC modeli ile en yiiksek iliski. 0,538 ile Clayton ve cot kapulalari
arasindadir. En az iliskisi ise 0,497 ile coth kapulasi arasinda bulunmustur. BCC ve SSA
sonii¢lar1 arasinda 0,3846’lik bir bagimlilik vardir. Yani, SSA modelinin sonuglariyla CCR
sonuglart daha uyumludur. BCC ve CCR sonuglarin arasindaki iligki ise 0,58 olarak elde

edilmistir.

SSA modeliyle kullanilan kapula modelleri arasindaki en yiiksek korelasyon 0,9790 ile
coth kapulaya aittir. Yani stokastik sinir analizinde coth kapulasini kullanilirsa, normal
stokastik smir analizine yakin bir sonu¢ elde edilebilir. Carpim, Gumbel ve Al2
kapulalarmi kullanan modellerin sonuglart SSA modeliyle korelasyonda ikinci sirada yer
almislardir. En az korelasyon ise 0,8811 ile csch kapulaya aittir.

Carpim ve Gumbel kapulalari, beysbal takimlarina farkli etkinlik skoru vermelerine
ragmen bu takimlarin etkinligini ayn1 siralamiglardir. Aynisi cot ve Clayton kapulalarinda

da gecerlidir. Bu modellerin korelasyon katsayisi 1 olarak hesaplanmustir.

6.5 Sonug

Bu boliimde kapula tekniginin, stokastik sinir analizinde kullaniligt gosterildi. Stokastik
siir analizinde u ve v rastgele degiskenlerin bagimliligin1 kapulalar ile modelleyip, ECO
yontemiyle parametrelerini tahmin edilisi agiklandi. Uygulama Japonya’da 12 profesyonel
beysbal takimina ait veri ile denendi. Bazi kapulalarla degerlendirip sonuglarini birbiriyle,
hem CCR, BCC hem de normal stokastik sinir analiziyle karsilastirildi. CCR modelinin
etkinlik sira degerleri en yiiksek iliskisi 0,804 olarak Clayton ve cot kapulalar1 arasinda ve
en az iliskisi de 0,720 ile coth kapulalar arasinda tespit edilmistir. CCR ve SSA sonuglari
arasinda ise 0,6364’lik bir bagimlilik tespit edilmistir. Benzer sekilde BCC modeli ile en
yiiksek iliskisi olan kapula 0,538 ile Clayton ve cot kapulalariarasinda. en az iliski ise
0,497 ile coth kapulasi arasinda tespit edilmistir. BCC ve SSA sonuglari arasinda
0,3846’lik bir bagimlilik tespit edilmistir. Yani, SSA modelinin sonuclariyla CCR
sonuglari daha uyumludur. BCC ve CCR sonuglarin arasindaki iligki ise 0,58 olarak tespit

edilmisgtir.
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SSA modeliyle kullanilan kapula modelleri arasinda en yiiksek korelasiyon 0,9790°dir, ve
coth kapulasina aittir. Yani stokastik sinir analizinde coth kapulast kullanirsa. normal
stokastik sinir analizine yakin bir sonug¢ alinir. Carpim, Gumbel ve Al2 kapulalarini
kullanan modellerin sonuglari SSA modeliyle korelasyonda ikinci sirada yer almistir. En

az korelasyon ise 0,8811 ile csch kapulasina aittir.
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7. SONUC VE ONERILER
Her t € [0,1] igin ¢(t) = coth(tB) — coth(0) tamimliyarak AK’larda yeni bir Kkesin

Uretici ortaya kondu. Bu Uretici coth-kapulasini asagidaki sekilde iiretir:
Cwv) = o Yo +oeW)

[acoth(coth(Bu) + coth(6v) — coth(8)].

D[+

Bu kapulanin bazi hesaplanan olgiileri asagida verilmistir:
e =1+ —=coth(d), 1c€ (1]
2

m, Po = 0,4784 vek =~ 2,925

pc=po + (1 —=po)

Boylece AK’lara yeni bir aile eklendi. Tezin devaminde Kim ve digerleri (2011)’de
onerdigi kapula genisleme modelinin yanlisligi gosterildi ve onun yerine baska bir
genisletme Onerilip, yeni modelin iizerinde agiklamalar yapildi. Ayrica bu tezde Carpim

kapulasina yeni bir ilging genisletme onerildi.

Uygulamlarda, WTI ve Brent-Europe petrol fiyatlar1 arasindaki bagimliligt modellemek
icin bazi Arsimedyen kapulalar ve bunlarin konveks kombinasyonlart denendi. cot-
kapulanin daha esnek davranisli oldugu gosterildi.

Ayrica kapula tekniginin, stokastik sinir analizinde nasil kullanilacagi da gosterildi ve
sonra coth-kapula ile bazi baska kapulalar, Japonya’da 12 profesyonel beysbal takiminin
etkinlik skoru uzerinde denendi. Stokastik sinir analizinde coth kapulanin kullanilmasi

halinde, bu veride normal stokastik sinir analizine yakin bir sonug aldigi tespit edilmistir.
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