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1. GIRIS

Esitsizlikler, diger bilim sahalarinda oldugu gibi matematiginde hemen hemen tim
branglarinda dnemli bir rol oynamaktadir. 1934 yilindan bu yana yapilan caligmalarla
esitsizliklerin 6nemini gozler oniine serilmis, yeni esitsizliklerin bulunmasi ve analizin pek
cok boliimiinde bu esitsizliklerin uygulamalar1 adina biliyiik bir gayret sarf edilmistir.
Matematiksel esitsizliklerin kullanishi olusu baslangictan beri bilinmekte ve su an bu
esitsizlikler yayginlikla modern reel analizin gelismesindeki temel itici gliglerden biri
olarak gortlmektedir. Esitsizlikler teorisi siirekli gelisen bir isleyisin igindedir ve
esitsizlikler matematigin cesitli dallarina ait pek ¢cok problemin ¢oziimiinde etkili ve giiclii
birer ara¢ haline gelmektedirler. Bu teori son yillarda ¢ok sayida arastirmacinin ilgisini
cekmis, yeni arastirma sahalariin agilmasina sebep olmus ve matematiksel analiz ve

uygulamalarinin gesitli yanlarini etkilemistir.

Pek cok tipten esitsizligin arasinda Lyapunov esitsizligi derin koklere sahiptir ve
matematigin cesitli dallar1 {izerinde biiyiik bir etki yapmistir. Ozellikle son birkag yil icinde
Lyapunov esitsizligi ve onun pek c¢ok genellestirmelerinin diferansiyel ve fark
denklemlerinin teorileri i¢inde yer alan salmimlilik teorisi, diskonjuge, 0zdeger
problemleri, kararlilik, sinirlilik ve diger pek cok uygulama i¢in kullanigl birer ara¢ olmasi

bu konuda yapilan arastirmalarin sayisini bir hayli artirmistir.

Hazirladigimiz bu tezde 6nce amaca yonelik temel kavramlar daha sonra diferansiyel ve
fark denklem sistemlere iliskin bir dizi 6nemli sonug tarihsel stire¢ igerisinde sistematik bir
bicimde sunulacaktir. Son kisimda da sistemler i¢in elde etmis oldugumuz yeni ve orijinal

Lyapunov tipi esitsizlikler ayrintili olarak verilecektir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kesimde, bazi 6nemli tanim, teorem ve sonuglar {izerinde durulacaktir.

Green fonksiyonlari, diferansiyel denklemlerin kantitatif incelenmesinin yani1 sira kalitatif
inceleme igin de onemli bir rol oynamaktadir. Ornegin; Green fonksiyonlari, lineer
olmayan sinir deger problemlerinin ¢dzlmlerinin varlig1 i¢in oldukga genis bir sekilde
kullanilmistir. Simdi Green fonksiyonlari hakkinda bazi temel kavramlar ve 0Ozellikler

verilsin [1].

L z%(p%}tq lineer operatér icin verilen bir (a,b) aralig: iizerinde p(t) strekli ve

tlrevlenebilir, q(t) surekli ve p(t)>0 olmak iizere homojen smir sartlarina sahip

homojen olmayan genel a<t <b igin
L(u)=f(t) (2.1)

problemi ele alinsin. Homojen olmayan adi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimi homojen

kisminin iki lineer bagimsiz ¢6zimii u, (t) ve u, (t) biliniyorsa her zaman parametrelerin

degisimi metodu ile bulunabilir. Aslinda bir ¢éziim biliniyorsa ikinci ¢6zim, basamagin
indirgenmesi yontemiyle bulunabileceginden tek ¢ozlimiin bilinmesi homojen olmayan

diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiiniin bulunmasi igin yeterlidir. Parametrelerin

degisimi metoduyla Es. 2.1 in 6zel ¢ézimii, v,(t) ve v,(t) belirlenecek fonksiyonlar

olmak uzere
u(t)=v, (t)u, (t)+v, (t)u,(t) (2.2)

formunda aranir. Diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon sayist bir oldugundan

v, (t) ve v, (t) yi sabit kabul edip

du du, du,
— =V, —1+V,—=
dt dt dt
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olmasi saglanir. v, (t) ve v, (t) sabit olmadigindan bu durum yalmzca v, (t) ve v, (t) nin

yer aldig1

%Uﬁ%uz =0
dt dt

teriminin sifir olmasiyla miimkiindiir.

dvy du, | dv, du, (1)

dt dt dt dt p(t)

esitligi saglamrsa L(u)= f (t) diferansiyel denklemi saglanir. Bu agamada % ve %
bilinmeyenlerini i¢eren iki lineer denklem ortaya c¢ikar.
du, du,
C=p|U—=-U,— 2.3
pu - 5 23)
olmak Gzere v ve %
dt dt
vy -, Ty, (2.4)
tdt 7 dt
Ve
v, _ fu, _fu (2.5)
dt 7 dt

seklinde bulunur.



Wronksiyen W :ul%—uz% seklinde tanimli olmak iizere diferansiyel denklemin

homojen kismimin ¢oziimleri olan u, ve u, nin L(u,)=0 ve L(u,)=0 1 sagladigimn

kullanilmastyla Wronksiyen,

= - =W 2.6
dt ' dt2 7 dt? pdt " dt Zdt (2.6)

aw _ dzu‘,__u d’u, 1dp(U% y %J_ 1dp
p dt

degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklemini saglar. Bu diferansiyel denklemin

¢Ozimiyle W =— olarak bulunur. Buradan ¢ sabitinin homojen ¢6ztimler olan u, ve u,

se¢imine bagh oldugu goriilir. L(u)=f(t) nin u(t)=v,(t)u, (t)+v,(t)u,(t) seklinde

aranan 6zel ¢o6ziimii Es. 2.4 ve Es. 2.5 in integrallerinin alinmasiyla bulunur.

Ornek

% = f(t), u(0)=0 ve u(L)=0 problemini ele alinsin. Homojen kismun iki ¢oziimii 1
ve t dir. Fakat homojen kismin ¢éziimlerinden biri olan u, (t) smnir kosullarindan biri olan
u,(0)=0 1 saglayacak sekilde ve diger ¢6ziim u,(t) de diger kosul olan u,(L)=0 1
saglayacak sekilde segilirse u, (t)=t ve u,(t)=L—t olarak bulunur. Es. 2.4 ve Es. 2.5 in

integrallerinin alinmasiyla

1L
=E.!.f )(L—s)ds+c,

ve
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olarak bulunur. Sinir kosullarinin uygulanmasiyla homojen olmayan smir deger

probleminin ¢ozum

u(t):—ilj f (s)(L-s)ds-%i f (s)sds

olarak bulunur. Boylece

t(L-s)
- T t<s<L

G(t,s)= (L) (2.7)
— , t>s>0

olmak Uzere

u(t) :'L[ f(s)G(t,s)ds (2.8)

olarak bulunur. Green fonksiyonu G(t,s) nin

G(t,s)=G(s,t)

seklinde simetrik oldugu kolaylikla goriiliir.

2.1. Ozfonksiyon Acilimlariyla Green Fonksiyonu Elde Etme Metodu

diferansiyel denkleminin ayn1 homojen sinir sartlarina sahip ilgili 6zdeger problemini

L(¢)=—Acs (2.9)



seklinde tanimlayalim. L(u)= f (t) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii, 6zfonksiyonlarmn

(2.10)

u(t)= a1

seklinde genellestirilmis bir Fourier serisi seklinde aramir. neN igin ¢, (t) ve u(t), aym
homojen sinir sartlarin1 sagladiklarindan Es. 2.10 ifadesine L operatoriiniin uygulanmasi

ve Es. 2.9 un kullanilmasiyla

ianL( Za of, = f(t

elde edilir. Ozfonksiyonlarin o agirlik fonksiyonuna gére dikliginden

(2.11)

u(t) =T f(s) 3l UAE) g (2.12)

elde edilir. Buradan, Green fonksiyonu 6zfonksiyonlar cinsinden

6(ts)=3— P () (2.13)

b

n=t —ﬂnj¢n2 (T)O‘(r)dr

a
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seklinde ifade edilir. G (t, s) nin simetrik oldugu acikca goriiliir. Ozdegerlerden birinin 0

(sifir) olmasi halinde Green fonksiyonu yoktur. Simdilik 4, #0 oldugu kabul edilsin.
Ornek

dt?
d’¢

F__ﬂ¢’ #(0)=0 ve ¢(L)=0 bilinen bir problemdir. Ozdegerleri n=1,2,... igin

f(t), u(0)=0 ve u(L)=0 smir deger problemine iliskin 6zdeger problemi

2
. t . : .
A, = (nTﬂ] ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar Sin n% dir. u (t) nin Fourier

siniis serisi Eg. 2.10 ile verilendir. Es. 2.13 den Green fonksiyonun Fourier sinis serisi

. gi(sinfﬁt}(sin:nsj

G
L

L
olmak {izere u(t):.[ f (s)G(t,s)ds olarak bulunur.
0

2.2. Dirac Delta Fonksiyonunun Green Fonksiyonu ile iliskisi

Green fonksiyonu, kaynagin s nin her bir pozisyonunda t noktasinda ¢dzim lzerindeki
etkisini gosterir.

Dirac Delta fonksiyonu

f (t) kaynagi, sisteme bitiin noktalarda uygulanan kuvveti temsil eder. Her bir noktanin
bireysel etkisini ayirmak igin f (t) , At stliresinde anlik hareketlerin bir lineer
kombinasyonu seklinde incelenebilir. Yani, f(t)~ Z f(t) (t=t, de baslayan birim etki)

yazilabilir. Bu ifade bir yoniiyle integrali ¢agristirir. At ile ¢arpilip bdliiniirse



: birim uzunlugundaki etki
f(t):ilinozf(ti) A At (2.14)

elde edilir. At -0 bu limit t =s; noktasinda oo iken diger biitlin noktalarda O (sifir) olan

5(t—s,) ye yaklasir. Boylece 5(t-s,),

0, t=#s

5@—&)={

o, t=5

seklinde yazilabilir. Burada &(t—s;), t=s; de bir noktasal giic veya itici giic olarak
disiiniilebilir. Es. 2.14 @ f(t)=[f(s)5(t—s)ds; scklinde yazlabilir. &(t-s)

fonksiyon olmadigindan herhangi bir stirekli f (t) fonksiyonu igin
f(t)=[ f(s)o(t-s)ds (2.15)

saglayan bir operator olarak tammlanabilir. §(t—s;), Dirac Delta fonksiyonu olarak

tanimlanir. Dirac Delta fonksiyonunun diger onemli bir ozelligi birim alana sahip

olmasidir. Yani,

T&(t—si)ds.:l

dir. Ayrica, ¢ift fonksiyondur. Yani,

dir. Heaviside birim basamak fonksiyonu

0, t<s,
1, t>s

H(t—si)={
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olmak lzere Dirac Delta fonksiyonu onun tirevidir. Yani,

t
5(t—si):%H(t—si) ve boylece H (t—s)= .[é(s—si)ds

dir.

Green fonksiyonu

Iki homojen sinir sartina sahip homojen olmayan L(u)=f(t) probleminin ozel
b
¢6ziminin u( If G(t,s)ds oldugu biliniyor. Burada Green fonksiyonu, f (t)

kaynagi i¢in etki fonksiyonudur. Ornek olarak, t=t, noktasinda f(t) itici gii¢ olsun.

Yani, f(t)=5(t—t,) olsun. Boylece t noktasinda bu itici gli¢ Es. 2.15 ten ¢6ziim (cevap)

u(t),

u(t):.T&(s—ts)G(t,s)ds =G(t.t,)

a

esitligini saglar. Bu ise Green fonksiyonu G(t,t) i¢in temel bir agiklamaya yardimc olur.
G(tt,) de t=a ve t=b de aym sartlari saglamak tizere t; de bir itici gli¢ sayesinde t de

¢oziim (cevap) G(t.t,),

L[G(t,t,)]=5(t-t,) (2.16)

b
i saglar. u( f( tS ds m L(u)= f(t) i sagladig1 gosterilsin. L operatdrii en
Y1 sag

2

basit haliyle L = % ele alinsin. Es. 2.16 dan



11

L(u):T f (s)L[G(t,s)]ds:i f(s)s(t-s)ds=f(t) (2.17)

elde edilir. Es. 2.16, genellikle iki homojen sinir sartlariyla birlikte Green fonksiyonunun
b
bagimsiz tanimi olarak diisiiniiliir. u(t) =I f(s)G(t,s)ds yi elde etmek igin kullamlan

aligilmis yontem

b

dv du) (2.18)

IEUL(V)—VL(U)] ds = p(ua_va

a

seklinde olan Green formiilinde v=G(t,s) almaktir. Es. 2.18 de sag tarafta u(t) ve

G (t, s) ayni homojen sinir kosullarini sagladigindan O (sifir) olur. L(u) =T veEs. 2.16

dan

b

[[u(t)s(t-s)-G(t;s) f(t)]dt=0

elde edilir. Dirac Delta fonksiyonunun tanimidan
b

u(s):j f(t)G(t,s)dt

elde edilir. Bu esitlikte t ve S nin yerlerinin degismesiyle Green fonksiyonunun

simetrikliginin kullanilmasiyla
b b
u(t):'[ f(s)G(s,t)ds :'[ f(s)G(t,s)ds (2.19)

elde edilir.
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Maxwell in karsitlig1

Green fonksiyonunun simetrikligi ¢ok Onemlidir. Bunu Es. 2.18 de Green formilinde

u=G(tt,) ve v=G(tt,) alarak ispatlanmaya calisilsm. u ve v nin ikisi de aym
homojen smur sartlarmi sagladigindan sag taraf O (sifir) olur. L(u)=5(t—s,) ve

L(v)=5(t—s,) oldugundan

b

[[6(ts)d(t—s,)-G(ts,)5(t—s,) ]dt =0

a

elde edilir. Dirac Delta fonksiyonunun ozelliginden G(s,,s,)=G(s,,s,) olur ve ispat

tamamlanir. Bu simetriklige Maxwell in Karsitligi denir.

Sicrama sartlan

Green fonksiyonu, Es. 2.16 dan elde edilebilir. t<t, icin G(t,t;), t=a noktasinda

homojen kismin sinir kosullarini saglayan homojen kismin ¢6zUmi olmalidir. Benzer

durum, t>t, icin de gegerlidir. t=t, noktasindaki sigrama kosullar1 Es. 2.16 daki

singulerlikten belirlenir. G(t,t;), t=t, noktasinda sigrama siireksizligine sahip ise

S
dG/dt, t =t, noktasinda Delta fonksiyon singiilerligine sahiptir ve d ’G/dt? , Es. 2.16 nin
sag tarafinda daha fazla singiiler olur. Boylece G(t,t,), t =t, noktasinda siireklidir. Fakat

dG/dt, t=t, noktasinda siireksiz olup Es. 2.16 min t =t, de integralinin alinmasiyla elde

edilen sigrama stireksizligi vardir. Bu yontem asagidaki 6rnekte ele alinsin.

Ornek

—="f(t), u(0)=0ve u(L)=0 (2.20)

probleminin ¢6ziimii g6z 6niine alinsin. Green fonksiyonu
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d’G(t,s)

i =5(t-s), G(0,5)=0ve G(L,s)=0 (2.21)

problemini saglamak iizere ¢6ziim

u(t)=

(2.22)

O —
—h
—~
w
~
—~
.:—F
w
N—
o
w

seklinde ifade edilebilir. Green fonksiyonunun diferansiyel denklemler ile ifade
edilmesinin bir sebebi Green fonksiyonunun hesaplanmasinda kolay bir yol olmasidir.

Burada s, itici gucun yerini belirleyen bir parametredir. t=s iken ortada kuvvetler
(gugler) yoktur ve bdylece kararlt hal 1s1 dagilimi G(t,s), lineer olmalidir (d°G/dt® =0).

Yani, sabitler farkli olabilme kosuluyla

G(t s)— a+bt, t<s
) c+dt, t>s

olur. G(0,s)=0 dan a=0 ve G(L,s)=0 dan c+dL=0 elde edilir. Diger iki sabit ise
t=s noktasindaki iki sarttan elde edilir. G(t,s) sicakligi t=s noktasinda siirekli

olmalidir. Yani,
G(s,s)=G(s",s) (2.23)

olmalidir ve G (t, S) nin tiirevinde bu noktada sigrama vardir. Bu durum Es. 2.21 in t=s"

den t=s" ya integralinin alinmasiyla

_46
dt

dG

+ 20— 2.24
Lot (2.24)

t=s"

kolayca elde edilir. Es. 2.23 ten bs=d(s—L) ve Es. 2.24 ten de b—d =-1 elde edilir.

-L -
Boylece d =E ve b= ST olarak elde edilir ve bdylece
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t
Sts)- —E(L—S), t<s
—E(L—t), t>s

olarak bulunur.

2.3. Homojen Olmayan Sinir Kosullar
—="f(t),u(0)=a veu(L)=4 (2.25)

homojen olmayan sinir kosullarina sahip problemi ¢6zmek i¢in Green fonksiyonunun nasil
kullanilacag1 lizerinde durulacaktir. Green fonksiyonu her zaman ilgili homojen sinir

kosullarini saglar. Yani,

d°G

o~ 0 (2.26)

=5(t-s), G(0,5)=0 ve G(L,s)

dir. Es. 2.18 Green formiilinde, v=G(t,s) almirsa

elde edilir. u(t), homojen sinir kosullarini saglamadigindan sag taraf O (sifir) olamaz.

Onun yerine Es. 2.25 ve Es. 2.26 dan

I[“(t)ﬂt -s)-G(t,s) f () jdt=u(L) dGS:, s)

0

elde edilir. Dirac Delta fonksiyonunun 6zelliginden, t ile s nin yerlerinin degistirilmesiyle

ve Green fonksiyonunun simetrikliginden
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u(t)=] 1 (5)G (ts)is+ 2 ts) _, (2.27)

ds
s=L

elde edilir. Bu ifade homojen olmayan sinir kosullarina sahip homojen olmayan problemin

¢dziimiiniin standart Green fonksiyonu cinsinden ifade edilisidir. Onceki problemde Green

fonksiyonunun

t
Sts)- _E(L_S)’ t<s
—E(L—t), t>s

oldugunu bilinmektedir. Green fonksiyonunun kaynagin yerine gore (S ye gore) turevi

i t<s
dG(t,s) |L '

ds —(l—lj, t>s
L

seklindedir. U¢ noktalardaki tiirevi de

dir. Sonug olarak, ¢6zim

u(t)=J(tf(s)G(t,s)ds+,B£L+a(1—£Lj

olarak bulunur. Problemin homojen simir kosullarin1 saglayan 6zel ¢oziimii olan

L
I f(s)G(t,s)ds ve homojen kismin homojen olmayan sinir kosullarini saglayan ¢oziimii
0

t t
olan f—+« (1— E) nin toplaminin ¢éziim olduguna dikkat edilmelidir.
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2.4. Dirac Delta Fonksiyonlari ile Green Formiiliiniin Elde Edilmesi

Green fonksiyonunun elde edilisinde Green formiiliiniin 6nemi biiyiiktiir. Fakat burada

Green fonksiyonunun elde edilisinde kismi integrasyon gereklidir. L=%(p%j+q

olmak iizere v Green fonksiyonu olsa bile (Yani, L(v)=&(t—s)) Green formiilii

(2.28)

i (UL V)=V (u)Jos = p(u%—vccji_l:j:

gecerlidir. Simdi Es. 2.28 elde edilsin. Es. 2.28 in sol tarafi hesaplansin. t =s noktasinda
singiilerlik oldugundan Es. 2.28 in gegerli oldugunu bilinmemektedir. Onun yerine aralik

Uc parcaya

D ey T
Il

s~ st b
o] <
ayrilir. Singiilerligin disarida kaldigi a<t<s ve s" <t<b araliklarinda Green formiilii
kullanilabilir. Ek olarak, Dirac Delta fonksiyonunun o6zelliginden ve IVL(u)dt =0

e

oldugundan

SJ:[uL( )]dt SJ' us(t—s)—vL(u)]dt=u(s)

S

dir. Boylece

’ dv  du) v du’
![uL(v)—vL(u)]ds= p(ua—vaja +p(ua—vajs +u(s)
, (2.29)

_p(uﬂ_vd_u)ip(ud_v_vd_uy
dt dt )|, dt  dt ).




17

elde edilir. u, d_u ve v, t =S noktasinda siirekli olduklarindan

-
dv
S

( dv duj
plu—-v—
dt dt

st

elde edilir. L(v)=¢6(t—s) m integrali alimrsa p% =1 elde edilir. Bdylece Es. 2.28,

S

Es. 2.29 dan elde edilir.
2.5. Fredholm Alternatifi ve Degistirilmis Green Fonksiyonu

A =0 06zdeger ise Green fonksiyonu yoktur. Zorlugu anlamak i¢in homojen sinir sartlarina

sahip homojen olmayan

_[ f(s)g,(s)ds

_ad, - (2.30)
j¢n2(s)a(s)ds

olmak Uzere

u(t)=ian¢n () (2.31)

elde edilir.
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Bazi n ler igin A =0 ise homojen olmayan sinir deger probleminin hi¢bir ¢ozimii

b

olmayabilir. Ozellikle, A, =0 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon I f(s)g,(s)ds=0

a

ise Es. 2.30 saglanamaz.

Ornek
d’u , du du

_et Mgy—g )= 2.32
dt? © dt() Vedt()O (2.32)

elde edilir. Simir sartlar1 1+¢=0 ve e" +c=0 oldugundan saglanamaz. A =0 Ozdegeri

2
ilgili 6zdeger problemi (%:—ﬂn@, %(0)20 ve %(L)zOJ icin bir 6zdeger

oldugunda homojen olmayan sinir deger probleminin herhangi bir ¢dziimiiniin oldugu

garantilenemez.

Sifir 6zdeger

A =0 bir 6zdeger ise homojen sinir sartlarina sahip olan
L(u)=f (t) (2.33)

probleminin ¢dziimiiniin zorlugundan bahsedildi. Ayn1 homojen smur sartlarina sahip ¢,
ozfonksiyonlart L(g,)=—-2,0¢, isaglar. Béylece A =0 bir 6zdeger ise ona karsilik gelen

@, (t) 6zfonksiyonu ayni homojen sinir kosullariyla birlikte

L(¢,)=0 (2.34)
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1 saglar. Boylece ¢, (t), Es. 2.33 iin asikar olmayan homojen ¢ozlimiidiir. Es. 2.33 {in ayn1

homojen smir kosullarin1 saglayan asikar olmayan homojen kismin ¢ozumleri, sifir
0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlara denktir. Eger aynt homojen sinir kosullarini
saglayan asikar olmayan homojen kismin ¢ozimleri yoksa A =0 bir 6zdeger degildir.

Eger asikar olmayan homojen ¢oziimler varsa A =0 bir 6zdegerdir denir.
Simdi

d%¢

=z 0 (2.35)

+p=¢', #(0)=0 ve ¢(r)

problemi ele alinsin. ¢ =sint homojen kismin ¢ézimudir. Fakat A =0 m 6zdeger oldugu

sOylemek her ne kadar dogru olsa da karisikliga neden olabilir. Es. 2.35 in 6zdegerlerinin

tanimi

d%g

F+¢=—}t¢5, $(0)=0 ve ¢(7)=0

2
dir. Boylece n=1,2,... i¢in A+1:(nTﬁj =n” olur ve n=1 igin 2 =0 1n dzdeger oldugu

aciktir.
2.6. Fredholm Alternatifi

Ozfonksiyonlarin agilimi metoduyla elde edilen Es. 2.30 dan énemli sonuglar elde

edilebilir. Freedholm Alternatifi homojen sinir sartlarina sahip homojen olmayan
L(u)=f(t) (2.36)
problemleri i¢in elde edilen bu sonuglar1 6zetler. Ya u=0 homojen kismin tek

¢ozUimadar. Yani, A =0 o6zdeger degildir. Bu durumda homojen olmayan problem tek

¢ozlime sahiptir ya da homojen kismin asikar olmayan ¢6ziimleri vardir. Yani, A =0
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0zdegerdir. Bu durumda da homojen olmayan problemin ya hi¢ ¢6zimiu yoktur ya da

sonsuz ¢oziimil vardir. ¢, (t) , homojen kismin asikar olmayan ¢6ziimii olsun. Eger
b
[f(s)4(s)ds=0 (2.37)

ise Es. 2.30 dan karsilik gelen a, keyfi olacagindan sonsuz ¢6ziim vardir. Bu tek olmayan
¢Ozlmler homojen kismin ¢dziimii olan bir ¢, (t) nin keyfi bir sabitle ¢arpilmasina karsilik

gelmektedir. Es. 2.37 agirlik fonksiyonu 1 olmak iizere homojen kismin ¢6ziimiine dik

olan kuvvet fonksiyonuna karsilik gelmektedir. Eger

D C— T

f(s)g,(s)ds=0

ise homojen sinir kosullarina sahip homojen olmayan problemin ¢dzumu yoktur. Diger bir
ifadeyle Fredholm Alternatifine gore homojen sinir sartlarina sahip homojen olmayan Es.

2.36 probleminin ¢oziimleri, kuvvet fonksiyonu homojen kismin biitiin ¢6ziimlerine dik ise

vardir. Eger u=0 homojen kismin tek ¢6ziimii ise f(t) otomatik olarak ¢ozime dik

olacagi igin homojen olmayan diferansiyel denklemin ¢6zimi vardir. Fredholm

Alternatifinin bir kism1 6zfonksiyon a¢ilimi kullanilmadan gosterilebilir. Eger homojen

olmayan problemin ¢dziimii varsa L(u)= f (t) saglanir. Homojen kismin biitiin ¢dziimleri
¢, (t), L(4,)=0 1 saglar. Green formiiliinde V=g, alinirsa u ve ¢, ayni homojen sinir

sartlarin1 sagladigindan

T[“-O—% (s)f(s)]ds=0 veya i f(s)¢,(s)ds=0
saglanir.
Ornek

Uc 6rnek ele alinsin. Tk olarak,
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du
e E(L)_O (2.38)

problemi ele alinsin. u=1 homojen kismin ¢oziimiidir. Fredholm Alternatifine gore

sadece €', bu denklemin homojen kismin ¢oziimiine dik ise Es. 2.38 in ¢dziimii vardir.

L
Ies.lds # 0 oldugundan Es. 2.38 in ¢dzimi yoktur.
0

Diger bir 6rnek olarak,

2
d—u+2u:e‘, u(0)=0veu(r)=0

problemi ele alinsin. Homojen kismin u=0 dan farkli ¢6ziimii olmadigindan Fredholm
Alternatifine gore tek ¢6ziim vardir. Fakat burada 6zel ¢ozimu elde etmek icin belirsiz
katsayilar yOntemi, parametrelerin degisimi yontemi veya Ozfonksiyon acilimi gibi

standart yontemler kullanilmalidir.

Kolay olmayan bir érnek olarak,

2 2
%+(%} u=g+t,u(0)=0veu(L)=0

. . v e .t <
problemi ele alnsin. Homojen kismin ¢ozimi u:smf oldugundan sadece

ﬂ+s sm—ds 0 saglanir ise homojen olmayan problemin ¢6zimi vardir. Buradan

o'—.l—

¢ 7S
—.[ ssians L
sadece S nim degeri ff=—2————=— olarak bulunur. Fakat Fredholm Alternatifi
Isin”—sds
0 L

u (t) ¢Oziimiinii bulmak i¢in kullanilamaz.
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2.7. Degistirilmis Green Fonksiyonu
Homojen sinir kosullarina ve 4 =0 6zdegerine sahip
L(u)=f(t) (2.39)

problemi ele alinsin. Eger Es. 2.39 un bir ¢ozim( varsa bir degistirilmis Green

fonksiyonunu insa ederek Es. 2.39 un 6zel ¢6ziimii bulunur.
A =0 bir 6zdeger degil ise homojen sinir kosullarina sahip homojen olmayan sinir deger

probleminin bir tek ¢o6zimdnun var oldugu bilinmektedir. Ayrica, bu ¢dziimun, homojen

siir kosullarini ve
L[G(t;s)]=5(t-s) (2.40)

1 saglayan bir Green fonksiyonu kullanilarak yazilabilecegi bilinmektedir. A =0 1 bir

0zdeger oldugu durumda ise Es. 2.39 un asikar olmayan ¢h(t) ¢Ozlimleri vardir. Bu

¢ozimler L(¢,)=0 1saglar. Es. 2.39 un ¢6ziimlerinin oldugu kabul edilsin. Yani,

jif(s)¢h(s)ds =0 (2.41)

saglansin. Fakat Es. 2.40 ta tanimlanan Green fonksiyonu biitiin S ler i¢in yoktur. Cinki,

S(t—s) biitiin s ler i¢in homojen kismun ¢éziimlerine dik degildir. Yani,

dir. 5(t—s) nin ¢, (t) dogrultusunda bileseni oldugundan ¢, (t) ye dik degildir. Fakat

5(t—s)+cg, (t) seklinde kuvvet fonksiyonu ¢, (t) fonksiyonuna dik olacak sekilde yani,
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b

i%(t)[5(t—s)+c¢h(t)]dt:@(s)+cj¢§12(t)dt:0 olacak sekilde ¢  secilirse

a

S(t—s)+cg, (t) kuvvet fonksiyonu icin bir ¢dziim vardir. Boylece ayn1 homojen sir

kosullarini ve

L[ G, (t,s)]:é(t—s)—w (2.42)
4’ (s)ds

1 saglayan degistirilmis Green fonksiyonu G, (t,s) tanimlanir. Es. 2.42 nin sag tarafi
¢,(t) ye dik oldugundan sonsuz ¢6ziim vardir. Degistirilmis bir Green fonksiyonunun
simetrik secilebilecegi gosterilebilir. Eger g, (t,s) bir simetrik degistirilmis Green
fonksiyonu ise t ve s den bagimsiz keyfi § sabiti icin G, (t,5) =g, (t.5)+ B¢ ()4 (1)

de bir simetrik degistirilmis Green fonksiyonudur. Dolayisiyla, sonsuz simetrik

degistirilmis Green fonksiyonu vardir ve bunlardan herhangi biri kullanilabilir. Es. 2.18 de

Green formilinde u=u(t) ve v=G;,(t,s) almsa u(t) ve G, (t,s) ayn homojen sir

kosullarin1 sagladigindan

I{”(t) L[G, (t,5)]-Gy (t,s)L[u(t)]}dt=0

elde edilir. Es. 2.39 ve Es. 2.42 den

elde edilir. Dirac Delta fonksiyonunun &zelliginden ve t ve s nin rollerinin (yerlerinin)

degistirilmesiyle



elde edilir. Son ifade homojen kismin ¢éziimiiniin katidir ve boylece Es. 2.39 un bir 6zel

¢ozimu, 4 =0 1n 6zdeger olmadigr durumda oldugu gibi

u(t)=j‘ f(s)Gy(t,s)ds (2.43)
dir.
Ornek

Homojen kismi agikar olmayan ¢6ziime sahip olan en basit problem
—= f(t),a(0)=0 ve —(L)=0 (2.44)

dir. Homojen kismin ¢oziimii olan sabit bir sayi, sifir O6zdegerine karsilik gelen

L
6zfonksiyondur. C6zumin var olabilmesi icin Fredholm Alternatifinden If(s)ds:o
0

olmalidir. f(t) nin bu esitligi sagladigi varsayilsm. Yani, f(t):t—% olsun.

Ozfonksiyon sabit bir say1 olacagindan degistirilmis Green fonksiyonu G, (t,s),

d’G,
dt?

=5(t—s)+c, d(%(o):o ve dd%(L)=0 (2.45)

1 saglar. Boyle bir degistirilmis Green fonksiyonunun var olmasi i¢in sag taraf homojen

kismin ¢6ziimiine dik olmalidir. Yani,
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L

j[&(t—s)m]dt =0 veya c:—%

0

dir. Es. 2.45 i ¢6zmek igin Dirac Delta fonksiyonunun 6zelliginden yararlanilir. t =S i¢in

dir. Integral sabitleri t=0 ve t=L noktalarindaki sinir kosullari1 saglayacak sekilde

secilerek integral alinirsa

-—— , t<s
d:td _ It_ (2.46)
——+1 t>s
L

elde edilir. Tirevdeki sigrama sart1 Es. 2.46 da saglanmaktadir. Tekrar G, (t,s) 1 elde

etmek icin integral alinir. C(s), s ye bagl keyfi sabit ve homojen kismun ¢oziminun

keyfi kat1 olmak iizere G, (t, s) nin t=s da siirekli oldugu varsayilirsa

elde edilir. Bu ifade olas1 biitiin degistirilmis Green fonksiyonlarinin ifadesidir. Genellikle

G4 (t,s) m simetrik olmas: tercih edilir. Ornegin, t<s igin G, (t,s)=G, (s,t) olmast f

keyfi sabit olmak Uzere

2 2
—%S—+s+c(t)=—%5+s+c(5)

veya
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c(s) :—%%+ﬂ

elde edilir. Sonug olarak, degistirilmis Green fonksiyonu

t2 2
—1( +S)+s+,8, t<s
G, (ts)={ - 2
1(t2+52)
—— +t+p4, t>s
L 2

seklinde ifade edilir. G, (t,s) yukaridaki gibi olmak iizere Es. 2.44 {in ¢6ziimii Es. 2.43 ile

verilir.
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3. LITERATURDEKI LYAPUNOV TiPi ESITSIZLIKLER
Rus matematikgi Lyapunov [2], f(t)eC([a,b],[O,oo)) olmak tizere x(t),
X"+ f(t)x=0 (3.2)

denkleminin agikar olmayan ¢Oziimii olmak iizere a<b icin a,beR, x(t) nin
x(a)=0=x(b) olacak sekilde ardigik sifirlart oldugunda klasik Lyapunov esitsizligi

olarak bilinen
b 4
f > —— 3.2
[ o)== (3.2)

esitsizliginin gerceklendigini ispatlamistir. Bu esitsizlikte 4 sayisinin en iyi say1 oldugu

Hartman [3, Syf. 345] tarafindan gosterilmistir.

Bu sonug, Es. 3.1 denkleminin ¢6ziimlerinin salimmlilik, diskonjuge, kararlilik,
sinirlilik ve 6zdeger problemleri gibi cesitli 6zellikleri iizerine yapilan ¢aligmalarda

oldukg¢a fazla uygulama alani bulmustur.

Tez boyunca kolaylik saglamasi agisindan f*(t)= maks{ f(t), 0} seklinde gosterilecektir.

Bu sonucun ardindan Es. 3.1 lineer diferansiyel denklemi bir ¢ok yonde genellestirilmistir.

Ormegin; Hartman [3], ikinci béliimde bahsedilen Green fonksiyonunu kullanarak
feC([to,oo),R) ve X(t), x(a)=0=x(b) sinir sartin1 saglayan Es. 3.1 in [a,b]

araliginda asikar olmayan bir ¢oziimii ise

if*(s)%dsﬁ

esitsizligini elde etmistir.
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Bu esitsizlikte yer alan M (t)=(t—a)(b—t) fonksiyonunun maksimum degerini a+b

aldig1 kolaylikla goriiliir. Yani,

M (t) < maks, M (t)=M (a;bj=(b;aj2

dir. Bu deger yerine yazildiginda Hartman [3] tarafindan Green fonksiyonu kullanilarak

elde edilen esitsizligin Es. 3.2 esitsizliginin bir genellemesi oldugu goriiliir.

Bu boliimde Lyapunov tipi esitsizliklerin diferansiyel denklem sistemleri ve fark denklem
sistemleri i¢in en temel sonuclar1i ve uygulamalar tarihsel siire¢ i¢inde sistematik bir

bicimde sunulacaktir. Tezde sistemlerin ¢oziimlerinin varligi kabul edilmistir.
3.1. Diferansiyel Denklem Sistemleri i¢cin Lyapunov Tipi Esitsizlikler

Lyapunov [2] nin caligmasi ortaya ¢iktigindan giliniimiize kadar literatiirde Lyapunov
esitsizliginin pek c¢ok genellemesi ve ispati verilmistir. Lyapunov tipi esitsizliklere
katkida bulunan bazi yazarlar igin Afrouzi ve Heidarkhani [4], Aktas [5], Aktas ve
digerleri [6], Atkinson [7], Borg [8], Cakmak [9-12], Das ve Vatsala [13], He ve Tang
[14], Kwong [15], Lin ve Yang [16], Pinasco [17], Sim ve Lee [18], Tiryaki [19], Unal ve
digerleri [20], Wang ve Shi [21], Yang ve digerleri [22-23], ve Zhang ve Tang [24]

referans olarak gosterilebilir.
Diferansiyel denklemlerin farkli siniflari i¢in Lyapunov tipi esitsizlikler lizerine genis bir
literatiir bulunmasina ragmen lineer ve lineer olmayan sistemler i¢in yapilan ¢aligmalar ¢ok

daha az sayidadir.

2003 yilinda Guseinov ve Kaymakgalan [25], &, £, f, :[to,oo) — R fonksiyonlart siirekli

fonksiyonlar olmak Gzere

(3.3)
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lineer Hamiltonian sistemine iliskin Lyapunov tipi esitsizlik elde etmislerdir. Es. 3.3

sisteminde o, (t) =0 ve g (t) =1 alinirsa Es. 3.1 denklemi elde edilir. Sonuglarindan biri

asagidaki gibidir.
3.1.1. Teorem [25, Teorem 1.1]

Her teR igin £ (t)>0 olsun. a<b icin a,beR, x(t) nin x (a)=0=x(b) olacak
sekilde ardisik sifirlar1 olmak iizere Es. 3.3 sistemi asikar olmayan bir (Xi(t),x2 (t))

¢ozlmdune sahip ise

i|al(s)|ds+Uﬂl(s)dsj',B§(s)ds] >2 (3.4)

a a a
esitsizligi saglanir.

2007 yilinda Tiryaki ve digerleri [26], x,v>1 reel sabitler, «,f, 5, [t,,©) >R

fonksiyonlart siirekli fonksiyonlar olmak iizere

as(1)% (1) + A, (V)] (1) % ()
~Bo0)% (8] % (1)~ ea(t) %, ()

X' (t)
X, (t)

(3.5)

lineer olmayan sistemi i¢in asagidaki Lyapunov tipi esitsizlikleri elde etmislerdir. Elde

ettikleri sonuclar asagidaki gibidir. Es. 3.5 sisteminde v=2 ve g =2 alinirsa Es. 3.3

sistemi, ilaveten ¢, (t)=0 ve S, (t)=1 alinirsa Es. 3.1 denklemi elde edilir.

3.1.2. Teorem [26, Teorem 1]

tefty,0) igin B,(t)>0 olsun. a<b icin a,beR, x(t) nin x(a)=0=x(b) olacak

sekilde ardisik sifirlar1 olmak iizere Es. 3.5 sistemi asikar olmayan bir (Xi(t),x2 (t))
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¢bziimune sahip olsun. Boylece M :‘&(c)‘:maks{‘xi(t)‘:ad <b} ve l+£:1 olmak
a u

uzere

i|o:1 (s)|ds+m Z‘lﬁﬂl (s) dsfﬁﬂ; (s)dsji >2 (3.6)

esitsizligi saglanir.
3.1.3. Teorem [26, Teorem 3]

tefty, ) icin B,(t)>0 olsun. a<b icin a,beR, x(t) nin x (a)=0=x(b) olacak

sekilde ardigik sifirlart olmak Uzere ¢ (t)=0 iken Es. 3.5 sistemi asikar olmayan bir

(% (1), %, (1)) coziimine sahip olsun. Boylece EE ve
a u

M =[x, (c)| = maks {|x (t)|:a <t <b} olmak tizere
w{fawes] ([ e o

M U B, (s)dsJHU B, (s)dsj >1 (3.8)

T

ve

M ﬁ B, (s)ds}a_lﬁ B, (s)dsj > 2" (3.9)

esitsizlikleri saglanacak sekilde bir 7 (a, b) vardir.
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2010 yilinda Wang [27], Es. 3.3 lineer Hamiltonian sistemi igin Guseinov ve Zafer [28] in
buldugu kararlilik kriterini gelistirip elde ettigi yeni kararlilik kriteriyle yakindan ilgili olan
bir Lyapunov tipi esitsizlik elde etmistir. Wang [27] nin sonucu asagidaki gibidir.

3.1.4. Teorem [27, Teorem 3.1]

tefty,0) icin B, (t)=0 olsun. a<b icin a,beR, x(t) nin x(a)=0=x(b) olacak
sekilde ardisik sifirlari olmak (izere Es. 3.3 sistemi asikar olmayan bir (xl(t),x2 (t))

¢6zuimiine sahip olsun. Béylece bazi 7 (t;,t,) icin

b

ﬁﬂl (t)exp(—Zjal(s)dsjdt}jﬁ; (s)ds>4 (3.10)

a a
esitsizligi saglanir.

2011 yihinda Tang ve digerleri [29], Es. 3.5 lineer olmayan sistemi igin asagidaki
Lyapunov tipi esitsizligi elde etmislerdir.

Simdi kolaylik olmasi agisindan her t € R igin

ve
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seklinde tanimlansin.

3.1.5. Teorem [29, Teorem 2.1]

tefty, o) igin B,(t)=0 olsun. a<b igin a,beR, x(t) nin x (a)=0=x(b) olacak

sekilde ardisik sifirlar1 olmak iizere Es. 3.5 sistemi asikar olmayan bir (xi(t),x2 (t))

¢oziimune sahip olsun. Boylece 1+l =1 olmak (lizere
vou

[ 85 (s)D.(s)ds 21 (3.12)

esitsizligi saglanir.

2012 yilinda Tiryaki ve digerleri [30], Es. 3.5 lineer olmayan sistemi i¢in asagidaki

Lyapunov tipi esitsizlikleri elde etmislerdir.
3.1.6. Teorem [30, Teorem 2.1]

tefty, ) icin B,(t)>0 olsun. a<b icin a,beR, x(t) nin x (a)=0=x(b) olacak

sekilde ardigik sifirlar1 olmak tizere Es. 3.5 sistemi v =« igin asikar olmayan bir

(% (t),%,(t)) céztimiine sahip olsun. Boylece 12 21 olmak uzere
voou

[ 85 (s)D.(s)ds 21 (3.12)

esitsizligi saglanir.
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3.1.7. Teorem [30, Teorem 2.2]

tefty,0) icin B, (t)>0 olsun. a<b icin a,beR, x(t) nin x(a)=0=x(b) olacak

sekilde ardisik sifirlar1 olmak tizere Es. 3.5 sistemi v =« igin asikar olmayan bir

(% (t), %, (t)) coztmiine sahip olsun. Boylece 1121 olmak uzere
vou

[ 85 (s)E.(s)ds 21 (3.13)

esitsizligi saglanir.

Tang ve digerleri [29] un Teorem 3.1.5 i ile Tiryaki ve digerleri [30] un Teorem 3.1.6 sinin
ispatlar: farklidir.

Simdi Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.7 yi karsilastirabilmek i¢in Jensen esitsizligi verilsin.

t>0 ve l<a<2 i¢in  h(t)=t*"  fonksiyonu  konkav  oldugundan

1 1

W=~ ve V== olarak

[ (c)ox] -] 5 o e -] 510 o

a t

alindiginda Jensen esitsizliginden h ( W j > %(h (w)+h (V)) saglanir. Yani,

E.(t)>D.(t) (3.14)

esitsizligi saglanir.

a>2 ise h(t) fonksiyonu t>0 igin konveks oldugundan Es. 3.14 esitsizligi yon

degistirir. Yani,

E.(t)<D.(t) (3.15)
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esitsizligi saglanir.
3.1.1. Uyan

l<a<2 igin Es. 3.14 ecsitsizligi gergekleseceginden Es. 3.12 esitsizligi Es. 3.13
esitsizliginden daha iyidir. Yani, Es. 3.13 esitsizligi Es. 3.12 esitsizliginden elde edilir.
Ancak, tersi her zaman dogru degildir. Benzer sekilde « >2 oldugunda Es. 3.15 esitsizligi
gercekleseceginden Es. 3.13 esitsizligi Es. 3.12 esitsizliginden daha iyidir. Yani, Es. 3.12
esitsizligi Es. 3.13 esitsizliginden elde edilir Ancak, tersi her zaman dogru degildir.

2006 yilinda Napoli ve Pinasco [31], her teR ve k=1,2 igin f,(t) reel degerli, pozitif
ve strekli fonksiyonlar olmak tizere 1< p, <+ sartin1 saglayan p, ile negatif olmayan

o, parametreleri

i%ﬂ (3.16)

_ '
p-2 lej _ fl(t)|xl|a1l—2xl|xz|a22

(3.17)

py—2 Xz,j _ f2 (t)|xl|uzu|x2|0:2272X2

yari-lineer sistemi i¢in bir Lyapunov tipi esitsizlik elde etmislerdir.

Burada k=1,2 i¢in o, = p, = ve i=12, i#Kk i¢in ¢; =0 olarak alindiginda Es. 3.17

sisteminin

a-2 ! B
xk'j = f (D)% % (3.18)
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yari-lineer denklemine indirgendigine dikkat edilmelidir.
Elde ettikleri sonuglar asagidaki gibidir.

3.1.8. Teorem [31, Teorem 1.5]

a<b icin a,beR, k=12 icin x (t) nin x (a)=0=x(b) olacak sekilde ardisik

sifirlar olmak Uzere Es. 3.17 sistemi asikar olmayan bir (x, (t), X, (t)) ¢ziimne sahip ise

2 ¢ aik: y O 2
HD fk(s)ds}p > o (b—a) &™ (3.19)

=1
esitsizligi saglanir.

Ayrica, Napoli ve Pinasco [31], k=12 icin X (t), x(a)=0=x,(b) sartini saglayan
asikar olmayan ¢6ziim ve q(t) , R tizerinde reel degerli, pozitif ve siirekli bir fonksiyon

olmak Uzere 1< p, <+oo sartin1 saglayan p, ile negatif olmayan ¢, parametreleri Es.

3.16 sartin1 sagladiginda

_UX;
{

0zdeger problemi i¢in asagidaki sonucu elde etmislerdir.

- [£5Y]

2
X,|X,

" xij = L, q(t)%
(3.20)

’ o 0y =2
X, " X

X, |

p;—2 , '
X, j :izazzq(tﬂxl

2

3.1.9. Teorem [31, Teorem 1.4]

Es. 3.20 probleminin her genellestirilmis (/11 ﬂ.z) Ozdegeri i¢in
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P2
LoF]

Fzh(4)=— == (321)

“2| (hay)w (b-a)™ """ [q(s)ds

a

esitsizligi saglanir.

2010 yilinda Cakmak ve Tiryaki [32], her teR ve k=12 icin r,(t)>0 olmak izere

r(t) ve f (t) reel degerli, siirekli fonksiyonlar, 1< p, <+oo sartim saglayan p, ile

2
negatif olmayan i,k=12 icin ¢, parametreleri i=12 igin Gk _q sartini

k=1 Mk

sagladiginda

’p1—2 ! , 01— a
—(rl(t)\xl\ xlj = (O™ e[

—(rz (t)|x

seklindeki lineer olmayan sistemler i¢in Lyapunov tipi esitsizlik elde etmislerdir.

(3.22)

'
2

'
) szlj _ fz (t)|)(1|0521|)(2|0:22—2X2

Es. 3.22 sisteminde o, =, a,=a, Ve k=12 icin r(t)=1 alinirsa Es. 3.22
sisteminin Es. 3.17 sistemine indirgendigine dikkat edilmelidir. Ayrica, Es. 3.22 sistemi

icin Es. 3.17 sisteminde k =1,2 igin f, (t) fonksiyonlar {izerinde var olan pozitiflik sart:

kaldirilmistir. Bu yonleriyle Es. 3.22 sistemi Es. 3.17 sisteminin hem genellemesi hem de

gelistirilmisidir.

Yine Es. 3.22 sisteminde i,k =12 i¢in e, =p, =, ik igin o, =0 ve 1 (t)=r(t)

olarak alindiginda sistemin

—(r(t)

a-2 ! _
&JZHMMV% (3.23)
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denklemine buna ek olarak r(t)=1 alinirsa Es. 3.18 yari-lineer denklemine indirgendigi

gortlmektedir.

Cakmak ve Tiryaki [32] nin, Napoli ve Pinasco [31] in sonucunu genellestirdikleri

sonuglar1 asagidaki gibidir.
Kolaylik saglamasi agisindan her teR igin W(t) >0 olacak sekilde reel degerli, siirekli

bir fonksiyon, te(a,b), ue(1,+w0), 1+i,:1 olmak Uzere
JT"

M (t,w, z) = (J:(W(s))_ﬂdsjlﬂ+@(w(s))_udsjﬂ (3.24)

integral operatorl tanimlansin.
3.1.10. Teorem [32, Teorem 1]

a<b icin abeR, k=12 igin x (t) nin x (a)=0=x(b) olacak sekilde ardisik

sifirlari, M (¢, 1, p,) var olacak sekilde |x (c,)|=maks|x,(t) olmak tzere Es. 3.22

a<t<b

sistemi asikar olmayan bir (x,(t),x, (t)) ¢ozimiine sahip ise

ﬁﬁ f[(s)ds}k zﬁM “ (r ) (3.25)

esitsizligi saglanir.

2010 yilinda Cakmak ve Tiryaki [33], neN ve her teR, k=12,..,n igin f (t)
fonksiyonlar1 reel degerli, siirekli fonksiyonlar olmak tlizere 1< p, <+oo sartin1 saglayan

p, ile negatif olmayan i,k =1,2,...,n icin ¢, parametreleri i=1,2,...,n igin



Ui _q (3.26)

sart1 saglandiginda

X

|
N

_( X

sistemi

!

!

P2 ' q-2 ) a
= O el

!

' P—2 ' a U — a
xzj = 1, ()b 2 6y 20

P2 ’:f t o g @2
) = O P

icin Lyapunov tipi esitsizlik elde etmiglerdir. kK=1,2,...,n igin Es. 3.27 sistemi

asagidaki sekilde de ifade edilebilir.

!

X

{

P2 ' ’ Ay — L o
X, j = £ (O™ % J x| (3.28)
i=1

i=k

Es. 3.27 sisteminin Es. 3.17 sisteminin n boyuta bir genellemesi olduguna dikkat

edilme

lidir. Yine, i,k=12,...,n i¢in «, =p, ve i#k i¢in ¢, =0 olarak alindiginda Es.

3.27 sisteminin Es. 3.18 yari-lineer diferansiyel denklemine indirgendigi goriiliir.

Elde ettikleri sonu¢ asagidaki gibidir.

3.1.11.

neN

olacak

Teorem [33, Teorem 1]

olmak Uzere a<b icin a,beR, k=12,..,n icin x (t) nin x (a)=0=x,(b)

sekilde ardigik sifirlar1 ve |Xk (Ck)|=maks

a<t<b

X (t)| olmak iizere Es. 3.27 sistemi

asikar olmayan bir (Xi(t) X (1), X, (t)) ¢Ozuimine sahip ise
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Tk
Py

L I PO 1 1
j fr(s)ds| =] - ~ j+ (3.29)
esitsizligi saglanir.

2012 yilinda Tang ve He [34],

(H1) k=12 igin r(t) ve f (t) fonksiyonlar: R iizerinde tammli reel degerli, siirekli
fonksiyonlar, r,(t)>0 olsun ve 1< p, <oo, i,k=1,2 igin o, >0 olmak lzere i=1,2

igin Zﬂ =1 esitligi saglansin.

Ve

(H2) k=12,..,n igin r(t) ve f (t) fonksiyonlari R iizerinde tanimli reel degerli,

n

Lo : " %
stirekli fonksiyonlar, r,(t)>0 olsun ve 1<p, <o, o4 >0 olmak Uzere » —% =1

k=1 pk
esitligi saglansin.
hipotezleri altinda Es. 3.22 ve
' P2 ' ’ a2 a a
(RO ) = LOp g
P22, ’ a Qoo —2 a
—[rz (%" X, ) = £, () x| %[22 %, | (3.30)

_ t (P2 ,:f t a1y, |%22 n =2
LOX| %] = O] [,

sistemleri icin Lyapunov tipi esitsizlikler elde etmislerdir.
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Bu bolum boyunca, k =1,2,...,n igin & (t) ve g (t) fonksiyonlar:

& (t)zjrkl‘pk(s)ds Ve 4, (t)z'Trkl‘pk (s)ds (3.31)

vet>0ve k=12,...n igin

_ [5k (t) 4 (t)]pk_l
D, (t)= 0+ () (3.32)
E, (t)= 2" (%] ) (3.33)
Fo=2" (fk (t)+:uk (t))pk_l =2" (jl rkl_lpk (S)dS] i (3.34)
olsun.

Es. 3.14 ve Es. 3.15 dekine benzer bir diisiinceyle kK =1,2,...,n i¢in 1< p, <2 iken Jensen

esitsizliginden

D, (t)=E,(t) (3.35)

esitsizliginin ve p, > 2 iken ise

D, (t)<E,(t) (3.36)

esitsizliginin saglandigi kolaylikla goriiliir.
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k=12,...n icin p,>1 ve t>0 icin I(t)=t"™ fonksiyonu konveks oldugundan

I (W;—Vj < %[I (w)+ (V)] Jensen esitsizliginde w =& (t) ve v =y, (t) olarak almnirsa

D, (1) <F, (3.37)
esitsizligi saglanir.
4AB < (A+ B)2 esitsizliginde k =1,2,...,n icin A=¢& (t)>0 ve B =y (t)>0 alnirsa

E (t)<F (3.38)
esitsizligi saglanir.
Tang ve He [34] Un elde ettigi Lyapunov tipi esitsizlikler agagidaki gibidir.

3.1.12. Teorem [34, Teorem 2.1]

(H1) hipotezi saglansin. a<b igin a,beR, k=12 icin x(t) nin x (a)=0=x(b)
olacak sekilde ardisik sifirlar1 olmak iizere Es. 3.22 sistemi asikar olmayan bir

(% (t), %, (t)) coziimiine sahip ise

2 q.
i %k

ﬁ[i £°(s)D, (s)dsj TR s (3.39)

=~
|

e

1 i=1

esitsizligi saglanir.
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3.1.13. Teorem [34, Teorem 3.1]

(H2) hipotezi saglansin. a<b igin a,beR, k=12,..,n igin x(t) nin x, (a)=0=x,(b)
olacak sekilde ardisik sifirlar1 olmak tizere Es. 3.30 sistemi asikar olmayan bir

(% (1), % (t),....x, (t)) ¢dziimiine sahip ise

: _n U fk*(s)Di(s)ds] "ot (3.40)

esitsizligi saglanir.

2012 yilinda Aktas ve digerleri [35] in Es. 3.22 ve Es. 3.30 sistemleri icin elde ettikleri
Lyapunov tipi esitsizlikler asagidaki gibidir.

3.1.14. Teorem [35, Teorem 2.1]

(H1) hipotezi saglansin. a<b icin a,beR, k=12 icin x (t) nin x (a)=0=x(b)
olacak sekilde ardisik sifirlar1 olmak ftizere Es. 3.22 sistemi asikar olmayan bir

(% (t). %, (t)) gdziimine sahip ise

([ @8 o

esitsizligi saglanir.
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3.1.15. Teorem [35, Teorem 2.2]

(H2) hipotezi saglansin. a<b igin a,beR, k=12,..,n igin x(t) nin x, (a)=0=x,(b)
olacak sekilde ardisik sifirlar1 olmak ftizere Es. 3.30 sistemi asikar olmayan bir

(% (1), % (t),....x, ()) ¢dziimiine sahip ise

Ak i

”.nﬁnwﬂa@wﬁ”pﬂ- 3

esitsizligi saglanir.
3.1.2. Uyan

k=12,..,n icin 1< p, <2 olsun. Es. 3.35 esitsizligi gergekleseceginden Es. 3.41 ve Es.
3.42 esitsizlikleri sirastyla Es. 3.39 ve Es. 3.40 esitsizliklerinden daha iyidir. Yani, Teorem
3.1.14 ve Teorem 3.1.15 sirasiyla Teorem 3.1.12 ve Teorem 3.1.13 ten daha iyidir. Benzer
sekilde, k =1,2,...,n icin p, > 2 oldugunda Es. 3.36 esitsizligi gergekleseceginden Teorem
3.1.12 ve Teorem 3.1.13 sirasiyla Teorem 3.1.14 ve Teorem 3.1.15 den daha iyidir. Ayrica,

k=12,..,n i¢in p =2 alindiginda Teorem 3.1.14 ve Teorem 3.1.15 sirasiyla Teorem

3.1.12 ve Teorem 3.1.13 ile cakisir.

2013 yilinda Yang ve digerleri [36], Es. 3.30 sisteminin en genel hali olan

!
| = O e e

!

pZ_ZXr ’: f t | |a21|x |a22—2x |X |a2n
2 2( )X1 2 2+ n (3.43)

'
Py an’j _ fn (t)|Xl|anl|X2|an2,,,|Xn|ann_2Xn
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sistemini ilk ele alanlardir ve elde ettikleri Lyapunov tipi esitsizlik asagidaki gibidir.
3.1.16. Teorem [36]

k=12,..,nicine >0 ve

ek( —%)—iﬂei =0 (3.44)

Pe ) i Py
i=k

lineer homojen sisteminin asikar olmayan bir ¢6ziimii (e,,e,,...,e,) var olsun. k=1,2,...,n
icin r,(t)>0, 1< p, <o ve k,i=12,..,n icin ¢, negatif olmayan sabitler ve a<b reel
sabitler k=1,2,...,n icin x,(t) nin x (a)=0=x,(b) sartlarini saglayan ardigik sifirlari

olmak iizere Es. 3.43 sistemi asikar olmayan bir (x(t),%,(t),...x, (t)) ¢oziimiine sahip

: [Fk.b[ fk*(s)ds}ek >1 (3.45)
esitsizligi saglanir.

2013 yilinda Aktas [37], Es. 3.43 sistemi i¢in asagidaki sonuglar1 elde etmistir.

3.1.17. Teorem [37, Teorem 2.1]

k=12,..,ni¢in e >0 ve Es. 3.44 lineer homojen sisteminin agikar olmayan bir ¢6ztimi
(e.&,,....e,) varolsun. k=12,..,n icgin r, (t)>0, 1< p <o ve k,i=12,..,n icin ¢

negatif olmayan sabitler o,; =, olmak tizere a<b reel sabitler k =1,2,...,n icin x, (t)
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nin x (a)=0=x,(b) sartlarm saglayan ardisik sifirlar1 olmak iizere Es. 3.43 sistemi

asikar olmayan (Xl(t),x2 (t),mn X, (t)) ¢Ozumine sahip ise

n (b n G &

U £ (s)[ D" (s)ds] >1 (3.46)
esitsizligi saglanir.
3.1.18. Teorem [37, Teorem 2.2]

k=12,..,ni¢in e >0 ve Es. 3.44 lineer homojen sisteminin agikar olmayan bir ¢6zimi
(e.e,,...e,) varolsun. k=1,2,...,n icin r(t)>0, 1< p, <o ve k,i=12,..,n igin ¢
negatif olmayan sabitler «,, =, olmak tizere a<b reel sabitler k=1,2,...,n icin x(t)
nin x (a)=0=x,(b) sartlanm saglayan ardigik sifirlar1 olmak iizere Es. 3.43 sistemi

asikar olmayan bir (, (t),%, (t),...,, (t)) c6zimiine sahip ise

fk*(s)f[ Eii’kii(s)dsj >1 (3.47)

=~

Il B
N
VR
® —

esitsizligi saglanir.

2014 yilinda Tiryaki ve digerleri [38], Es. 3.22 ve Es. 3.30 sistemleri igin asagidaki

sonuglar1 elde etmislerdir.
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3.1.19. Teorem [38, Teorem 2.1]

(H1) saglansm. a<b reel sabitler k=12 icin x (t) nin x,(a)=0=x,(b) sartlari
saglayan ardigik sifirlari olmak iizere Eg. 3.22 sistemi asikar olmayan (X, (t),X,(t))

¢c6zlmdune sahip ise

2
k=1

w P
11l { ()T To.® (s)ds]f;k >1 (3.48)

i=1

D —y T

esitsizligi saglanir.
3.1.20. Teorem [38, Teorem 2.2]

(H1) saglansm. a<b reel sabitler k=12 icin x(t) nin x,(a)=0=x,(b) sartlarin
saglayan ardisik sifirlar1 olmak iizere Es. 3.22 sistemi asikar olmayan bir ()(1(t),x2 (t))
¢cozlmdune sahip ise

2
k=1

i

fk+(s)f[ Eipi(s)ds]'?k >1 (3.49)

[1

D ey T

esitsizligi saglanir.
3.1.21. Teorem [38, Teorem 3.1]

(H2) saglansin. a<b reel sabitler k =1,2,...,n icin x, (t) nin x,(a)=0=x, (b) sartlarmi
saglayan ardisik sifirlar1  olmak {izere Es. 3.30 sistemi asikar olmayan

(% (1), %, (),....x, (t)) ¢oziimiine sahip ise
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Pk
i Py

f," (s)f[ D,” (s)ds] >1 (3.50)

=~

Il =]
N
7~ N\
» —

esitsizligi saglanir.
3.1.22. Teorem [38, Teorem 3.2]

(H2) saglansin. a<b reel sabitler k =1,2,...,n i¢in x, (t) nin x, (a)=0=x, (b) sartlarm
saglayan ardistk sifirlar1  olmak {izere Es. 3.30 sistemi asikar olmayan

(% (1), % (t),....x, ()) ¢dziimiine sahip ise

n U (o) TE" (s)ds} "1 (351)

esitsizligi saglanir.

3.1.3. Uyan

Tiryaki ve digerleri [38] tarafindan elde edilen Teorem 3.1.19 ve Teorem 3.1.21 deki Es.
3.48 ve Es. 3.50 esitsizliklerine Holder esitsizligi uygulanirsa sirasiyla Tang ve He [34]
tarafindan elde edilen Teorem 3.1.12 ve Teorem 3.1.13 deki Es. 3.39 ve Es. 3.40
esitsizlikleri elde edilir. Boylece, Tiryaki ve digerleri [38] in sonuglar1 Tang ve He [34] iin

sonuglarindan daha iyidir.
3.2. Fark Denklem Sistemleri icin Lyapunov Tipi Esitsizlikler
1983 yilinda Cheng [39], ikinci basamaktan

~A’x(n)=f(n)x(n+1) (3.52)
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fark denklemi icin asagidaki Lyapunov tipi esitsizligi elde etmistir.
3.2.1. Teorem [39, Onerme 1]

abeZ a<bh-2, Z[a,b]={a,a+1,...,b—l,b}, f, 7Z Uzerinde tammli reel degerli

2

-1 .
fonksiyon olmak tizere neZ igin f(n)>0 ve 3I(z)={ z ' z—1Leift olmak Uzere

z , Z—1tek

ikinci basamaktan Es. 3.52 fark denklemi, x(a) =0= X(b) Dirichlet sinir gartint saglayan

ne Z[a, b] i¢in agikar olmayan bir x(n) ¢oziime sahip ise

S(b-a)> f(r)>4 (3.53)

esitsizligi saglanir.
Es. 3.53 esitsizligi Es. 3.2 Lyapunov esitsizliginin fark benzeridir.
Fark denklem sistemleri i¢in elde edilen Lyapunov tipi esitsizlikler su sekildedir.

Kolaylik olmasi agisindan bu bélimde i=1,2,...,m igin B, (n)

o]

r=n+1

B/(n)= (3.54)

o] (gl

seklinde tanimlansin.

2003 yilinda Guseinov ve Kaymakgalan [25], o, (n), B, (n) ve B,(n) reel degerli

fonksiyonlar ve ne Z igin 1— ¢, (n) # 0 olmak tizere
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{Axl(n)=a1(n)x1(n +1)+ A, (n) %, (n) (3.55)

sistemi icin asagidaki Lyapunov tipi esitsizligi elde etmislerdir.

3.2.2. Teorem [25, Teorem 1.2]

Es. 3.55 sistemi a<b-2 reel sabitler icin x,(a)=0=x(b) smnir sartim saglayan asikar

olmayan bir (x, (t),x,(t)) ¢6zimiine sahip ise

S0+ Za0)E8 ()] 22 356)

7=a

esitsizligi saglanir.

2011 yilinda He ve Zhang [40], x,v>1 igin l+£=1 ve al(n), ,Bl(n) ve ﬂz(n), Z
v

iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlar olmak tizere

A%, (n)=a ()% (n+1)+ 4 (n)x, (n)" %, (n)

s (3.57)
A, (n) ==, (n)x (n+1)| " x (n+1)—a (n)x,(n)

sistemi icin asagidaki Lyapunov tipi esitsizligi elde etmiglerdir.
3.2.3. Teorem [40, Teorem 2.1]

a<b-1 olmak lizere VneZ icin 1-¢,(n)>0 olsun. Es. 3.57 sistemi a ve b

noktalarinda genellestirilmis sifira sahip yani,
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x (a)=0 veya x (a)x (a+1)<0
ve (3.58)
¥ (b)=0 veya x (b)x (b+1)<0

kosulunu saglayan asikar olmayan bir (X1 (n), %, (n)) ¢Oziimiine sahip ise,

1

i\al(f)\ +(iﬂl(f)]ﬂ (Eﬂ; (r)jv >2 (3.59)

r=a

esitsizligi saglanir.

2013 yilinda Zhang ve digerleri [41], Es. 3.57 sistemi igin

*

R

D' (n)= ) L& 11 |
(Eaeti-ao] [ £a0fp-aor |

olmak lzere asagidaki sonucu elde etmislerdir.

3.2.4. Teorem [41, Teorem 2.1]

a<b-1 olmak tizere VneZ igin 1-;(n)>0 ve B (n)=0 olsun. Es. 3.57 sistemi Es.

3.58 gartin1 saglayan asikar olmayan bir (x1 (n),x, (n)) ¢Oziimine sahip ise

2.5 (r)D(7)21 (3.60)
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esitsizligi saglanir.

2012 yilinda Zhang ve Tang [42],

-2 [&V)

_A(rl(n)‘Axl(n)‘pl_2 Axl(n)) = f,(n)[x (n+1)

_A(r2 (n)[Ax, () "7 A, (n)) = f,(n)[x (n+1)

X (n+1)[x, (n+1)

(3.61)

253

“ %, (n+1)

X,(n+1)

Ve

o -2 Am

- (5 ()], ()] % (n)) = £y (m) g (n+2)

" g ()= o () (n+2)

X (n+1)[x, (n+1)

X (n+1)

o Omm

X, (N+1) %, (n +1)...[x, (n+1)

oy

{1 (M) () A, (1)) = £, (M) (1 41)

=2 X, (N+1)

(3.62)

X,(n+1)

% (n+1)

sistemleri igin

(H1)) VneZ ve i=1,2,...,m igin ri(n) ve fi(n) reel degerli fonksiyonlar ve I, (n)>0,

%y

2
(H2) 1< p, Py, 0y <0, 0,1y, 20 0lmak lizere k =1,2 igin
i1 P

ve
(H3) k=12,..,m icin 1< p, <o, o, =20 ve Zﬁ=1
i1 P

hipotezleri altinda, Lyapunov tipi esitsizlikler elde etmislerdir. Sonuclar: asagidaki gibidir.
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3.2.5. Teorem [42, Teorem 2.1]

a,beZ icin a<b-2 olsun. i=1,2 icin (H1) ve (H2) hipotezleri saglansin. Es. 3.61

sistemi i=1,2 igin
X (a)=0=x(b) (3.63)

Dirichlet sinir sartlarin1 saglayan asikar olmayan bir (X1 (n), %, (n)) ¢Ozuimine sahip ise

[0 (80 7 =2 oo

esitsizligi saglanir.
3.2.6. Teorem [42, Teorem 3.1]

a,beZ icin a<b-2 olsun. (H1) ve (H3) hipotezleri saglansin. Es. 3.62 sistemi

i=1,2,...,m icin Es. 3.63 Dirichlet siir sartlarin1 saglayan asikar olmayan Dbir

(%, (1), % (N). X, (M) gBZUMne sahip ise

(S @re]" " = .69

esitsizligi saglanir.

2015 yilinda Aktas ve digerleri [43], Zhang ve Tang [42] nin ¢alistig1 Es. 3.61 ve Es. 3.62

sistemleri i¢in daha iyi sonuglar elde etmislerdir.
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3.2.7. Teorem [43, Teorem 2.1]

a,beZ icin a<b-2 olsun. i=12 icin (H1) ve (H2) hipotezleri saglansin. Es. 3.61

sistemi i=12 igin Es. 3.63 Dirichlet smir sartlarini saglayan asikar olmayan bir

(%.(n),%,(n)) ctziime sahip ise

i=1 j=1

2 [ b2 2 G4 =P
[T 2B ()| =1 (3.66)
esitsizligi saglanir.
3.2.8. Teorem [43, Teorem 3.1]

a,beZ icin a<b-2 olsun. (H1) ve (H2) hipotezleri saglansin. Es. 3.62 sistemi

i=12,...,m igin Es. 3.63 Dirichlet sinir sartlarini saglayan asikar olmayan bir

(Xl(n) X, ()0 X (n)) ¢ozlime sahip ise

i

m Pi

Il Z fﬁ(f)ﬂ B,-"]'](f) >1 (3.67)

i=1| r=a

esitsizligi saglanir.
3.2.1. Uyan

Aktas ve digerleri [43] Un Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.8 de elde ettikleri Es. 3.66 ve Es.
3.67 esitsizliklerine Holder esitsizligi uygulanirsa sirasiyla Zhang ve Tang [42] nin Teorem
3.2.5 ve Teorem 3.2.6 daki Es. 3.64 ve Es. 3.65 esitsizlikleri elde edilir. Boylece, Es. 3.66
ve Es. 3.67 sirasiyla Es. 3.64 ve Es. 3.65 den daha iyi sonuglardir.
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4. SISTEMLER ICIN YENI LYAPUNOV TIiPi ESITSIZLIKLER

Bu bélumde sistemler icin elde ettigimiz yeni ve orijinal Lyapunov tipi esitsizlikler

verilsin.
4.1. Diferansiyel Denklem Sistemleri igin Yeni Lyapunov tipi Esitsizlikler

teR,neN, abeR icin a<b olmak tlzere k=12,..,n igin >0 ve
rk,fkeC([a,b],R) olsun. k=1,2,..,n igin 1<p <o ve i,k=12..n igin e, ler
negatif olmayan sabitler olmak tzere k =1,2,...,n icin

, Pk —2

X

xk'j = f, (t)|xk|”’““2 X J TI%|™ (4.1)
i=1

izk

(n9

sistemi icin elde ettigimiz sonuclar asagidaki gibidir.

Bu bolim boyunca, k=12,...n icin &(t) ve 4(t), Es. 3.31 de D (t) ve E(t) de

sirastyla Es. 3.32 ve Es. 3.33 de belirtildigi gibi olsun.

4.1.1. Teorem

k=12,..n icin e >0 olmak Uzere k =1,2,...,n igin

ek( —%)—iﬂei =0 (4.2)

Pe ) i Py
i=k

lineer homojen sisteminin asikar olmayan bir ¢oziimii (e,,e,,...,€,) olsun. Her te(a,b)

igin (X, (), (t),.... %, (t)), Es. 4.1 sisteminin k =1,2,...,n igin
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x.(a)=0=x(b) (4.3)

sartlarin1 saglayan asikar olmayan bir ¢oziimii ise

n (b n G &
HU . (s)[ [ D" (s)ds] >1 (4.4)
k=1 | 3 i=1

esitsizligi saglanir.

fspat

neN, abeR ve k=12,..,n icin x(t), [a,b] Uzerinde 6zdes olarak sifirdan farkli ve
a<b ardigik iki sifin olmak iizere x, (a)=0=x,(b) olsun. k=12,..,n ve te[a,b]

olmak iizere x,(a)=0 ve Holder esitsizliginden

‘Xk (t)‘g;‘: Xé(s)‘dss[irkl‘l'”k(s)dsJ ) @rk (s) i dsjpk

1 @5)
L ¢ , Pk lTk
—¢ (t)[.[rk(s) X (s) dsJ
esitsizligi elde edilir. Boylece k =1,2,...,n ve t e[a,b] olmak tizere
¢ , Pk
‘xk (t) & (t)sj.rk (s)x (s)| ds (4.6)

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde k=1,2,..,n ve te[a,b] olmak Uzere x (b)=0 ve

Holder esitsizliginden

ds (4.7)
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esitsizligi elde edilir. k=12,..,n ve te[ab] olmak iizere Es. 4.6 ve Es. 4.7 nin

toplanmastyla

b

<D, (t)J'rk(s)

a

Pk

% (t) X, (s) ds (4.8)

esitsizligi elde edilir. [34, Teorem 3.1] dekine benzer bir yontemle Es. 4.8 deki esitlik

durumunun gerceklesmedigi gOsterilebilir. Boylece k=12,..,n icin

A :.i.rk (S)

xk'(s)‘pk ds ve te(a,b) olmak tzere

% (1)< AD, (t) (4.9)

esitsizligi elde edilir. i,k=1,2,...,n i¢in Es. 4.9 un her iki tarafinin ﬂ-y1n01 kuvveti
Py

alinirsa

ik ik

Gk A{EDKE (t) (410)

‘Xk (t)

esitsizligi elde edilir. i=k i¢in Es. 4.10 un her iki tarafim k=12,..,n igin

f’ (t)ll[‘xi (t)‘aki ile carpip a dan b ye integrali alinirsa k =1,2,...,n i¢in
i=1

i=k

) Pk n
Mds< AP [ £ (s)D ™ (s)[]]x ()
% i=1

izk

“ds (4.11)

O

esitsizligi elde edilir. Diger yandan, Es. 4.1 sisteminin k -yinc1 denklemini x, ile ¢arpip a

dan b ye integrali alirnirsa k =1,2,...,n i¢gin



b b n
A =[5 (s)[x = [t ()T (s) (4.12)
a a i=1
esitsizligi elde edilir. Es. 4.12 nin Es. 4.11 de kullanilmasiyla k =1,2,...,n icin
%k b G n
A <A(ka-f s)D, ™ )H‘Xi (s) (4.13)
i=1
i=k

esitsizligi elde edilir. Boylece Es. 4.10 un Es. 4.13 te kullanilmasiyla k =1,2,...,n igin

1Tk<jf s)D, ™ ( nA D"()d (4.14)

|¢k
ve boylece k=1,2,...,n igin

_ O %i b

Pe <HA J‘f | T’k(s)ds (4.15)

|¢k

esitsizligi elde edilir. Es. 4.15 in her iki tarafinin swrasiyla K=1,2,..,n i¢in e, -ymnci

kuvveti alinip elde edilen esitsizlikler taraf tarafa ¢arpilirsa

€

170%

AR AR "[T fk*(S)fl[DiC:’k‘i(S)dSJk (4.0

k=1 k=1 i=1 k=1
izk

esitsizligi ve boylece

n el 1 Hik n g‘ite' n (b n i %
Ak ( Pk] < H'Aki;k P [I fk+ (S)H Di Pi (S)dSJ (4.17)
k=1 k=1 k=1 \ a i=1
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esitsizligi elde edilir. [34, Teorem 3.1] dekine benzer bir yontemle k =1,2,...,n i¢cin A >0

oldugu kolaylikla goriiliir. Boylece k=1,2,...,n icin 6, :ek( —%j— > %ei olmak
k i=1 k
i=k

uzere

X

1A% <] U fk*(s)f[Dipi(s)dsJ (4.18)

esitsizligi elde edilir. Hipotez geregi Es. 4.2 sisteminin k=1,2,...,n icin 6, =0 olacak
sekilde e >0 ve i={L2,...,n} icin en az bir ¢ >0 olmak iizere sifirdan farkli bir
(e,.&,,....,e,) ¢Oziimiine sahiptir. (e,e,,...,e,) ¢ozimlerinden birinin segilmesiyle Es. 4.18

den Es. 4.4 elde edilir. Ispat tamamlanur.
Elde edilen diger sonug asagidaki gibidir.

4.1.2. Teorem

Es. 4.2 sisteminin agikar olmayan bir (ee,,...,e,) ¢ozimii olsun. (xl(t),x2 (t)senn X, (t)),

Es. 4.1 ile Es. 4.3 probleminin [a,b] araliginda asikar olmayan bir ¢6ziimii ise

j)' f* (S)H E " (s)ds} | >1 (4.19)

esitsizligi saglanir.
fSpat

neN, abelR ve k=12,..,n icin x, (t) [a,b] Uzerinde 6zdes olarak sifirdan farkli ve

a<b ardigik iki sifiri olmak tizere k=12,...,n icin x (a)=0=x,(b) olsun. Teorem
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4.1.1 in ispatindaki islemlere benzer sekilde devam edilirse Es. 4.6 ve Es. 4.7 elde edilir.
Es. 4.6 ve Es. 47 nin k=12,..,n i¢in sirasiyla g >7(t) ve &P7(t) ile carpilirsa

k=12,..,n ve te[a,b] icin

p (1) [x (D) < ykp*‘l(t)ékpk‘l(t)jrk (s)|x( (s) ds (4.20)
ve
égkpk_l (t)‘xk (t) < égkpk_l (t)ﬂkpk_l (t)_[rk (S) Xk, (S) " ds (4.21)

t
esitsizlikleri elde edilir. Es. 4.20 ve Es. 4.21 in toplanmasiyla k =1,2,...,n ve te [a,b] icin

b

"6 O+ 0) < (4 (Om ) [ ()

a

ds (4.22)

‘Xk (t)

esitsizligi elde edilir. k=12,.,n icin & (c)=s4(c,) olacak sekilde c, e(a,b)
noktasinda &7 (t)+ ™ (t) fonksiyonlarmm minimum degerini aldigi kolaylikla

goralur. Boylece k=1,2,...,n i¢in

ds (4.23)

‘Xk (t)

(&5 (o) + a7 (e))

IA
e
e
—~
—
N—"
BS
—~
~t
N—
SN~
=
iR
D e T
]
—_
w
N

esitsizligi elde edilir. k=12,..,n ve te[ab] olmak Uzere Vtc e(ab) icin

S (Ck)+/uk (Ck)= S (t)+/uk (t) ve

k t k t ; l—lp
ék(ck)=M=%Irk “(s)ds (4.24)

a

oldugundan
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"[2577 (¢, ]<

Xk, (S) Pk

‘Xk (t)

o[25 (& 0 a0 (0 ]2 ()
(6. 0 0) 1. (5)

(4.25)
ds

ve boylece

ds (4.26)

esitsizligi elde edilir. [34] dekine benzer bir yontemin kullanilmasiyla Es. 4.26 daki esitlik

%(s)

P
“ds olmak

b
halinin gergeklesmedigi goriiliir. Boylece k=1,2,...,n icin A :Irk (s)
a

lizere t e (a,b) icin

% (t)

< AE,(t) (4.27)

esitsizligi elde edilir. Ispatin devami Teorem 4.1.1 in ispatina benzer oldugundan

verilmemistir.
4.1.1. Uyan

k=12,..,nicin 1< p, <2 ise Es. 4.19 un Es. 4.4 den elde edilemeyip Es. 4.4 iin Es. 4.19

dan elde edilebildiginden Es. 4.19, Es. 4.4 den daha iyi bir esitsizlik oldugu Es. 3.35 ten
kolaylikla goriiliir. Benzer sekilde k =1,2,...,n i¢in p, > 2 ise Es. 4.4 iin Es. 4.19 dan elde

edilemedigi Es. 4.19 un Es. 4.4 den elde edildigi ve boylece Es. 4.4, Es. 4.19 dan daha iyi
bir esitsizlik oldugu Es. 3.36 dan kolaylikla goriilir. p, =2 ise Es. 4.4 ve Es. 4.19

birbirlerine esit olur.
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4.1.2. Uyar

Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 de Aktas [37] nin Teorem 3.1.17 ve Teorem 3.1.18 de yer
alan i,k=12,..,n icin «, =¢, sartina bagh kalinmaksizin yeni Lyapunov tipi

esitsizlikler elde edilmistir. Bdylece Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.2 sirasiyla Teorem 3.1.17

ve Teorem 3.1.18 i genellestirir.

Es. 3.37 nin Teorem 4.1.1 veya Es. 3.38 in Teorem 4.1.2 de kullanilmasiyla asagidaki

sonugc elde edilir.

4.1.1. Sonug

Es. 4.2 sisteminin asikar olmayan bir (e,e,,...,e,) ¢oziimiiniin var oldugu kabul edilsin.
(X1 (1), % (1), X, (t)), Es. 4.1 ile Es. 4.3 probleminin [a,b] araliginda asikar olmayan bir

¢cozimda ise

n

(ll[ F,?T f.' (s)ds] >1 (4.28)

k=1 \ i=

esitsizligi elde edilir.

i=12,..,nicin
Zﬂzl (4.29)
k=1 Py

sart1 gerceklesirse Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.2 ve Sonug 4.1.1 den sirasiyla asagidaki

sonug¢ elde edilir,
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4.1.2. Sonug

Es. 4.29 sarti altinda k =1,2,...,n igin f, eC([a,b],R) ve (Xl(t),x2 (t),...,xn (t)), Es. 4.1

ile Es. 4.3 probleminin [a,b] araliginda asikar olmayan bir ¢oziimii ise

n

n (b n G j=1%:

[Ifk+(s)HDipi (s)ds}'*k >1, (4.30)
k=1 \ 3 i=1
n (b n i 1:10;]:

(_[fk*(s)l_[Eipi (s)ds}*k >1 (4.31)
k=1 \ 3 i1
veya
n n G b jil%f

{ FP fk*(s)ds}‘k >1 (4.32)
k=1 \ i=l A

esitsizligi elde edilir.
fspat

Teorem 4.1.1 in ispatindaki islemlere benzer sekilde devam edilirse k=1,2,...,n icin

Oy

o, :ek( ——j—zﬂei olmak iizere Es. 4.18 elde edilir. Teorem 4.1.1 deki hipotez
Pk i-T Py
i=k

geregi Es. 4.2 sisteminin k=1,2,...,n i¢in 6, =0 olacak sekilde k=1,2,...,n igin e, >0 ve
i={12,..,n} icin en az bir g >0 olmak iizere sifirdan farkli bir (e,e,,....e,) ¢dziimine

sahiptir. Es. 4.29 sart1 Es. 4.2 sisteminde kullanilirsa k =1,2,...,n igin

D e % =Zﬂei (4.33)
% P
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. . a;
esitligi elde edilir. Buradan j,k=1,2,..,n, j#k icin e, = ¥ elde edilir ve Es. 4.18 den
k

j=12,..,n ve j=k icin

ajk

% P

n U fk+(s)]i[ Dipi(s)ds] >1 (4.34)

esitsizligi elde edilir. Elde edilen esitsizlikler j=1,2,....,n ve j=k igin garpilirsa istenilen
sonug elde edilir. Benzer yontemle Es. 4.31, Teorem 4.1.2 den, Es. 4.32 de Sonu¢ 4.1.1

den elde edilir.
4.1.3. Uyar

Es. 4.1 de i,k=12,..,n icin &, =a, alinirsa Es. 3.30 elde edilir. Buradan Tiryaki ve
digerleri [38] in i,k=12,.,n i¢in ¢, =¢, sarti altinda sonuglar elde ettigi

gortlmektedir. Bu durumda, Es. 4.30 ve Es. 4.31, Es 4.29 sart1 altinda Tiryaki ve digerleri
[38] in Teorem 3.1.21 ve Teorem 3.1.22 de kullandiklari i,k=1,2,..,n icin o = o,

sartina bagli kalmaksizin Es. 4.1 ile Es. 4.3 problemi icin elde edilen yeni Lyapunov tipi
esitsizliklerdir. Dolayisiyla, Sonug 4.1.2, Teorem 3.1.21 ve Teorem 3.1.22 yi genellestirir.
Ek olarak, Es. 4.1 sisteminde n=2 alimirsa Es. 4.30 ve Es. 4.31 sirasiyla Tiryaki ve
digerleri [38] in Teorem 3.1.19 ve Teorem 3.1.20 deki Es. 3.48 ve Es. 3.49 esitsizliklerine

iner.

Es. 4.30, Es. 4.31 ve Es. 4.32 ye Holder esitsizligi uygulanirsa asagidaki sonucun elde

edilecegi kolaylikla goriiliir.

4.1.3. Sonug

(Xl(t), X, (1), X, (t)), Es. 4.1 ile Es. 4.3 probleminin [a,b] araliginda asikar olmayan bir

¢c6zUmda ise Es. 4.29 sart1 altinda
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n n (b %ITIJZ;:%:
Ufg(s)Di(s)dsj s, (4.35)
k=1 i=1 \ 3
Uf;(s)Ei(s)dsj sl (4.36)
k=1 i=1 \ g
veya
n n b %?1:1%2(
(Fijfk*(s)ds] s (4.37)
k=1 i=1 a

esitsizligi elde edilir.
4.1.4. Uyarn

Es.4.1de i,k=12,..,n icin &, =, alinirsa Es. 3.30 elde edilir. Buradan, [34] ve [35] in
Lk=12,.,n i¢in o, =a, sart1 altinda sonuglar elde ettigi goriilmektedir. Bu durumda

Es. 4.35 (veya Es. 4.36), Tang ve He [34] (ya da Aktas ve digerleri [35]) tarafinda verilen
Teorem 3.1.13 (ya da Teorem 3.1.15) deki i,k=12,..,n i¢in ¢, =¢, sartina bagh

kalmaksizin Es. 4.1 ile Es. 4.3 problemi igin Es. 4.29 sart1 altinda elde edilen yeni
Lyapunov tipi esitsizliklerdir. Bdylece Sonug¢ 4.1.2 ve Sonu¢ 4.1.3, Teorem 3.1.13 ve
Teorem 3.1.15 i gelistirir ve genellestirir. ilaveten, Es. 4.1 sisteminde n=2 alinirsa Es.
4.35 (veya Es. 4.36) Tang ve He [34] Un Teorem 3.1.12 (veya Aktas ve digerleri [35] in
Teorem 3.1.14) deki Es. 3.39 (veya Es. 3.41) a iner.

Simdi de Es. 4.29 yerine k =1,2,...,n igin

n

&g (4.38)

=g
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sart1 ele alinirsa Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.2 ve Sonug 4.1.1 den sirasiyla asagidaki sonug

elde edilir.

4.1.4. Sonug

(x1 (), % (1)1 X, (t)), Es. 4.1 ile Es. 4.3 probleminin [a,b] araliginda asikar olmayan bir

¢c6zUmdi ise Es. 4.38 sart1 altinda

n b n X

H.!; i (o) D,” (s)ds>1,

k=1 i=1

n i

i t(S)[]E "™ (s)ds>1

i=1

n

k=1

veya

n

F| f(s)ds>1

D ey T

k=1

esitsizligi elde edilir.

(4.39)

(4.40)

(4.41)

Sonu¢ 4.1.4 Un ispatt Sonu¢ 4.1.2 nin k=12,..,n icin e =1 halinin ispatiyla aym

oldugundan verilmemistir.

4.1.5. Uyarn

Es. 3.45 de Es. 4.38 sart1 ele alinirsa Yang ve digerleri [36] tarafindan elde edilen Es. 3.45,

Es. 4.41 ile gakisir.

Uyan1 4.1.2-4.1.5 ten sonug¢larimizin literatiirde var olan biitiin sonuglar1 gelistirip

genellestirdigi kolaylikla gorulir.
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4.1.6. Uyar

fr(t)< ‘ f (t)‘ oldugundan yukaridaki sonuglarda k =1,2,...,n igin f.*(t) yerine ‘fk (t)‘

yazilabilir.

Simdi Es. 4.1 ile Es. 4.3 probleminde k=12,.,n icin f (t)=Aq(t) alnarak

k=12,..,n igin

. | P -2
Xk

xk'j = /?qu(t)|xk|“kk_2 xkl_[|xi | (4.42)
i=1

izk

(ny

0zdeger problemi icin elde edilen Es. 4.4 ve Es. 4.19 Lyapunov tipi esitsizliklerin

uygulamasi verilecektir.
Bdylece Es. 4.2 lineer homojen sistemi asikar olmayan bir (e,e,,...,e,) ¢dziime sahip ise

1

[ €n

|zn|>[(ﬁwj " {Wq(s)\ﬁw(s)ds}k] (4.43

k=1 \ 3 i1
veya

i

W{(@WJ n [:\Q(S)\ﬁEi"(S)dsN (4.44)

k=1 i=1

esitsizligi elde edilir.
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4.2. Fark Denklem Sistemleri igin Yeni Lyapunov Tipi Esitsizlikler

i=12,..,mve VneZ icin r(n)>0 ve f(n) reel degerli fonksiyonlar ve i,k =1,2,...,m
icin 1< p, <o, o, 20 ve Bi(n) ler Es. 3.54 te belirtildigi gibi olmak (zere asagidaki

sistem icin elde edilen sonuclar verilecektir.

Mm

w? X (n +1)‘x2 (n+1)

" ax (n)) = R () (n+1)

" ax () = £ () (n+)

-1 ()] (n)
—A(rz(n)‘sz(n)

X, (n+1)

71 Aom

“ %, (n +1)..[x, (n+1)

X, (n+1)

Om1

2 X, (n+1)

(4.45)

{1 ()], () 4%, () = £y (M), (n+)

X, (N+1)

Xy (n+1)

4.2.1. Teorem

i=12,..,m icin ¢ >0 olmak Uzere (e,e,,....e,)

3 (1—ﬂj—iﬁej -0 (4.46)

lineer homojen sistemin ¢oziimii olsun. neZ[a,b]={a,a+1,..,b-1b} olmak iizere Es.
4.45 sisteminin [a,b] araliginda i=1,2,...,m,igin X (a):O: Xi (b) sartin1 saglayan asikar

olmayan bir (x,(n),%,(n),....x, (n)) coziimine sahip ise

IEERE AN

i=1| r=a

H[Z fir (f)lj Bj? (r)} | 21 (4.47)

esitsizligi saglanir.



69

fspat

i=12,..,m olmak Uzere x(a)=0=x(b) ve neZ[ab] icin x(n)#0 olsun.

i=12,...,m icin X (a) =0=x, (b) oldugunu géz 6niinde bulundurup Es. 4.45 sisteminin i

-nci satirint X, (n +1) ile garpip a dan b—2 ye kadar toplami alinirsa i =1,2,...,m icin

bZr (o)) &% ()" =iZ:[fi ()T (0" } sbz{ f;(f)lj\xj (z’+1)‘aij} (4.48)

esitsizligi elde edilir. i=12,..,m ve as<n<b-1 olmak Uzere x(a)=0 ve Holder

esitsizliginden

‘xi(n+1)‘p‘ =

s[gn*<r>]p1(in Ol (o) | (449)

ZAxi (7)

esitsizligi elde edilir. Boylece i =1,2,...,m igin

5002 (£ )] =S o (450

7=a

elde edilir. Benzer sekilde i=12,..,m ve a<n<b-1 olmak iizere x;(b)=0 ve Holder

esitsizliginden

\xi<n+1)\p'[ rﬁ‘l"i(f)] =8 (el (o) (51)

K= () (o) =2 ()] I (+)" (4.52)
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olmak {izere Es. 4.50 ve Es. 4.51 in toplamindan

o
LN

% (n+1)]" <B,(n) > x (z)]ax (7)]" =KB, (n) (4.53)

7=a

-
elde edilir. i,j=12,...,m icin Es. 4.53 esitsizliginin her iki tarafinin —*-nci kuvveti
P;

alinirsa

(n+1)" <K "B ™ (n) (4.54)

elde edilir.

j=i olmak Uzere Es. 4.54 Uin her iki tarafin1 i =1,2,....,m igin fﬁ(n)ﬁ‘xj(nﬂ)‘a” ile
j=t
ji

carpilip @ dan b—2 ye kadar toplam1 alinirsa i =1,2,...,m olmak lizere

IN]

3 (08 (T e+ (4.55)

J#i

b-2

St (T)lj\xj (r+1)

=}

<K,

T=a

elde edilir. Es. 4. 52 nin Es. 4.55 te kullanilmasiyla i =1,2,...,m olmak (izere
SKP (0B ()] T, (7 +2)" (4.56)

elde edilir. Boylece Es. 4. 55 in Es. 4. 56 da kullanilmasiyla i =1,2,...,m olmak (izere

_Yi bh-2 i m % %
Kil P> (2)B P (o)K7 B (7) (4.57)
7=a j=1

J#i
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ve buradan
1- i m %D—Z m OF;J
Ko P <TIK;" D ()] ]B," (v) (4.58)
j=1 r=a j=1
}:ti .
elde edilir. 1=12,..,m icin Es. 4.58 esitsizliginin her iki tarafinin sirasiyla e, -nci

kuvvetini alip elde edilen esitsizliklerin taraf tarafa ¢carpilmasiyla

m e 170‘%‘ m m ﬂ Im b-2 . m ﬂ g
HlKi[ "'Jle [Tx" H{Z (18" (r)} (4.59
1= 1= 1=l i= r=a j=
J#i
ve buradan

m el 1-%i m i%iei m (b2 o @ &
HK‘I[ s [1x" H{Z i (I8, (T)] (4.60)

- .. . .. a;; o OCji ..
elde edilir. Boylece i=1,2,....,m icin & =¢, 1—; —Z—ej olmak uzere

i Pi
=i

j

fl[ K. <1ﬂl[(bi £r (r)lj B,” (r)] | (4.61)

elde edilir. Hipotezden i=1,2,...,m igin =0, >0 ve i={12,..,m}icin en az bir
e >0 olacak sekilde Es. 4.46 sistemi agikar olmayan bir (e,,e,,....e, ) ¢ozimiine sahiptir.

(el,ez,...,em) cozimlerinden birinin se¢ilmesiyle Es. 4.61 den Es. 4.47 esitsizligi elde

edilir. Ispat tamamlanur.

i=12,..,migin
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m o

>y t=1 (4.62)
i P

sart1 gergeklesirse Teorem 4.2.1 den asagidaki sonucun elde edilecegi kolayca gordilebilir.

4.2.1. Sonug

i=12,...,m icgin fi(n) ler reel degerli fonksiyonlar ve Es. 4.45 sisteminin [a,b]

araliginda Es. 4.62 sart1 altindaki asikar olmayan ¢dziimii (X1 (n),%(n),.... X, (n)) ise

m
A

m 3P

H{bz £ (r)f[ Bj"ijj (r)]‘ >1 (4.63)

i=1

esitsizligi saglanir.
fspat

. ULy
i=12,..,m igin 6 =e [1—ﬂj—2—”ej olmak iizere Teoremin ispatinda oldugu gibi
b)) = b

=i
devam edilirse Es. 4.61 esitsizligi elde edilir. Teorem 4.2.1 deki hipotezden i=1,2,....m
icin 6 =0, ¢ >0 ve i={12,..,m} icin en az bir e >0 olacak sekilde Es. 4.46 sistemi
asikar olmayan (el,ez,...,em) ¢ozimine sahiptir. Es. 4.62 sarti Es. 4.46 sisteminde

kullanilirsa i =1,2,...,m i¢in

m a m a

e—=>Y Le (4.64)
JZ-; P JZ-; P
j#i j#i

a.
esitligi elde edilir. Yani, j=i, i,j=12,...,m icin e, =— dir ve Es. 4.61 esitsizliginden

I=i,1=12,....,micin
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m

[0 Ee" ()| =1 (469

i=1| r=a

esitsizligi elde edilir. 1 =i, 1=12,...,m icin elde edilen esitsizliklerin ¢arpilmasiyla Es.

4.63 esitsizligi elde edilir. Ispat tamamlanur.
4.2.1. Uyarn

Es. 4.45 sisteminde i, j=1,2,...,m igin o =c«; almirsa, Es. 4.63 esitsizligi Aktas ve
digerleri [43] tarafindan verilen Es. 3.67 esitsizligiyle cakisir. EK olarak, Es. 4.45
sisteminde m=2 icin Es. 4.63 esitsizligi Es. 3.66 esitsizligiyle ¢akisir. i, j =1,2,...,m igin
a; =a; sartina bagh kalinmadigindan bizim sonucumuz Aktas ve digerleri [43] Un

sonuclarini genellestirir.
4.2.2. Uyari

Es. 4.63 e Holder esitsizligi uygulanirsa

HH(bzz £ (r)B, (T)j‘”:;%”‘ >1 (4.66)

esitsizliginin elde edilecegi kolaylikla goriiliir. m=2 igin Es. 4.66 esitsizligi Es. 3.64
esitsizligi ile cakisir. Boylece m=2 igin Es. 4.66 esitsizligi Es. 3.64 den daha iyidir.
Ciinkii Es. 3.64 Es. 4.66 den elde edilir. Fakat tersi dogru degildir. Dahas1 Es. 4.45

sisteminde 1=12,...m i¢in a; =« almirsa Es. 4.66 esitsizligi Es. 3.65 e iner. Sonug

olarak, bizim sonuglarimiz Zhang ve Tang [42] nin sonuglarini gelistirir ve genellestirir.
Simdide j=1,2,....,m igin

M o

Zp—”=1 (4.67)
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sart1 kullanilirsa Teorem 4.2.1 den asagidaki sonug elde edilir.

4.2.2. Sonug

i=12,...,m igin fi(n) ler reel degerli fonksiyonlar ve Es. 4.45 sisteminin [a,b]

araliginda Es. 4.67 sart1 altindaki asikar olmayan ¢6zimi (x1 (n),%(n),...x (n)) ise

IEEREIRAT

S (T8, (7)1 (4.68)

esitsizligi elde edilir.
Sonug 4.2.2 nin ispat1, Sonug 4.2.1 in ispatina benzer oldugundan verilmeyecektir.

Simdi Es. 4.45 sisteminde i=1,2,...,m igin f,(n)=A¢,

q (n) >0 alinarak

-2 N

X (n+1)[x, (n+1)

X, (n+1)

- (| (m)[** % (m)) = A (n)]x, (n+1)
- (&%, ()] 4%, (1)) = 2,0 () x (n+1)

1 Aom

%, (n +1)...[%, (n+1)

X, (n+1)

Om1

=2 X, (N+1)

X, (n+1)

Xy (n+1)

"7 % (1) = At () (1 +)

—A(‘Axm (n)

(4.69)

6zdeger problemi i¢in elde edilen Lyapunov tipi esitsizliginin uygulamas verilecektir.

Béylece Es. 4.46 lineer homojen sisteminin asikar olmayan (e,,e,,...,€, ) ¢6zimu varsa

1Yy by

%>(Zaﬁfﬂiﬂaﬁa:wﬁl% (@.10)

esitsizligi elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Tezde ii¢ yeni ve orijinal ¢alisma bulunmaktadir. Calismalarimizdan biri “Gazi Uni. J.
Sci.” dergisinde basim asamasinda olup diger c¢alismalarimiz da indeksli dergilere
gonderilmistir. Calismalarimizda pek ¢ok uygulama alanina sahip sistemler i¢in yeni ve
orijinal Lyapunov tipi esitsizlikler elde edilmistir. Sonuglarimiz literatiirde yer alan
caligmalar1 genellestirmektedir. Elde ettigimiz sonuglar arastirmacilara 6nemli bir 151k

tutacaktir.
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