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OZET

Bu tez 6 bolimden olusmaktadir. Birinci boéliimde lineer pozitif operator
dizisinin tanimi verilmis ve temel ozellikleri elde edilmistir. Ayrica Korovkin

teoremi ve ispati verilmistir. Ikinci bélimde - Bernstein polinomlarinin

tamim verilmis, Korovkin teoremi yardimiyla yaklasim o6zellikleri incelenmistir.
Uciincii  boliimde siireklilik modiilii ve Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla

g - Bernstein polinomlarinin f fonksiyonuna yaklasim hizimin tahmini yer
almaktadir. Ayrica, f nin konveks bir fonksiyon olmasi durumunda
g — Bernstein polinomlarinin monotonluk o6zellikleri incelenmistir. Son olarak
gq— Bernstein polinomlarinin f fonksiyonuna yaklasim hizimin tahmini

Lipschitz simfindaki fonksiyonlar icin de elde edilmistir. Dordiincii boliimde

g — Bernstein polinomlarimin King tipli genellesmeleri elde edilmis ve King tipli
g— Bernstein polinomu i¢in iiciincii boliimde incelenen yaklasimlar elde

edilmistir.
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yaklasim ozellikleri incelenmistir. Altinci boliimde iki degiskenli King tipli
g— Bernstein polinomlarinin tanim verilerek Volkov teoremi yardimiyla

yaklasim ozellikleri incelenmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler agiklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

Simgeler

A (f;x)
B, (f;a;x)
C

C[a,b]

K(f;5)
Lipy, («)
(ﬂn,k(x)

a)(f;é)

[ legos

C’[ab]

Aciklama

n e N olmak tizere bir operatdr dizisi

g — Bernstein polinomlar1

Komplex sayilar ciimlesi

[a,b] arahginda tanimli ve siirekli tiim reel fonksiyonlarin

uzayl1

9,9'.9"” € C[a,b] olan fonksiyon uzay

n e N olmak {izere bir fonksiyon dizisi
{9,} fonksiyon dizisi g fonksiyonuna diizgiin yakinsar

f fonksiyonunun Peetre-K fonksiyoneli
Lipschitz sinifi fonksiyonlar
k-yinc1 merkezi moment

f fonksiyonunun stireklilik modiilii

C [a,b] uzayinda || || = maks| | ile taniml1 norm

Clab]  ‘a<x<b

14 :
Clas] ile tanimli norm

+|

g!

||g Cz[a,b]=||g||c[a,b]+| cfap) T1I9



1. GIRIS
Bu boliimde lineer pozitif operatorler ve sagladigi temel 6zellikler incelenecektir ve
sonraki bdliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar verilecektir. Ayrica Korovkin

teoremi ifade ve ispat edilecektir.

Temel Kavramlar

1.1 Tanim

Lineer normlu fonksiyon uzaylari tizerinde tanimli doniistimlere operator denir.
1.2 Tanim

U ve V' fonksiyon uzaylar1 olmak iizere

A:U -V

seklindeki A operatoriinii goz ontine alalim. Eger her f,g €U ve her a,f R icin

Alaf+pg)=aA(f)+PA(g)

kosulu saglaniyor ise 4 operatoriine lineer operatdr denir.

1.3 Tanim

g bir fonksiyon ve A bir operatdr olmak iizere

g>0 iken A(g)>0

saglaniyor ise 4 operatdriine pozitif operator denir.



1.1 Lemma

Lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Yani

gSf:L(g)SL(f)

esitsizligi saglanir.

Ispat

g < f olsun. f—g >0 olacagindan ve L operatorii pozitif oldugundan
L(f—g)ZO (1.1)
elde edilir. L operatorii lineer oldugundan

L(f-g)=L(f)-L(g)

olup Es. 1.1 den ispat tamamlanir.

1.2 Lemma

L bir lineer pozitif operator ise

[L(g) < L(le])

saglanir.



fspat
Herhangi bir g fonksiyonu i¢in
~|g|<g<|¢] (1.2)

gerceklenir. Lemma 1.1 ve Es. 1.2 den
L(-[gl)=L(g)=L(|g]) (13)

bulunur. L lineer oldugundan

L(~lgl)=-L(ll)

dir. Bu ifadenin Es. 1.3 de kullanilmasiyla

~L(|gl)<L(g)=<L(g])

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

1.4 Tanim

Kapal1 bir [a,b] aralig1 lizerinde taniml ve stirekli tiim reel degerli fonksiyonlardan

olusan kiimeye C|[a,b] fonksiyon uzay1 denir. Bu uzaydaki norm g e C[a,b] olmak

uzere

= maks
C[a,b] a<x<h

g(x)

le

seklinde tanimlanir.



1.5 Tanim

neN olmak lizere g :DcR — R seklinde tanimlanan ( gn) dizisine fonksiyon

dizisi denir.
1.6 Tanim

neN olmak iizere 4,:X >Y , 4,(f;x)=(4,(/))(x) seklinde tanimlanan (4, )

dizisine operator dizisi denir.
1.7 Tanim

Her x €[a,b] i¢in

lim ||gn —g” = limmaks|g, (x)—g(x)‘ =0

n—ow n—o a<x<b

kosulu saglaniyorsa (g,) fonksiyonlar dizisi g fonksiyonuna C[a,b] normunda

diizgiin yakinsaktir denir. Bu

ile gosterilir.

1.8 Tanim

0, (x)=1, ((t—x)s;x) {s=0,1,2,..} (1.4)



ile tanimlanan ifadelere (Ln) operator dizisinin s-yinci merkezi momentleri denir

[Lorentz, 1953].

1.1 Teorem (P.P. Korovkin 1953)

f €C|a,b] ve tim reel eksende

[/ (x)|<M, (1.5)

olsun. Eger (L, ) lineer pozitif operatdr dizisi, her x € [a,b] i¢in

_>

1. L, (1 1

1 n( ,x)_>
-

L

1 n(t,x)_)x
_>

.... L 2 2

111 n(t ,x)_)x

g . . -
kosullarini sagliyorsa bu durumda her f e Cla,b] i¢in [a,b] de L, (f;x)_)f(x)

dir.
Ispat

Kabul edelim ki, feC [a,b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan her pozitif ¢

sayisina karsilik 0yle bir 6 bulabiliriz ki, | — x| <9 i¢in

£ ()= f(x)|<e



olur. Es. 1.5 ve iiggen esitsizliginden
£ ()= 1 (x)| <[ £ (0) +]f (x)| < 2M, (1.6)

[£=]

yazabiliriz. Eger, t—x| >0 ise . >1 olacagindan

(f;) o1 (1.7)

olur. Es. 1.6 ve Es. 1.7 den

yazabiliriz. O halde

|t—x|< 6 igin ‘f(t)—f(x)‘<8

|t—x| >0 i¢in ‘f(t)_f(x)‘SZMf (f;f)

olur. Dolayistyla her x,z [a,b] i¢in

£ ()1 (x)|<e+2M, (’;f) (1.8)

gercgeklenir. (i), (ii), (iii) kosullarini saglayan (Ln) operator dizisinin

C[a,b]

lim

n—0

L(f)-rf



esitligini sagladigin1 gosterirsek ispat tamamlanmis olur. Simdi bunu gésterelim.

12, (£ (1)) = ()| = |E, (f (0)32) = £ () + 2, (f (x)s0) = L, ( f (x):)
=1 (£ (035) =L, (1 (x)sx) L, (1 (x):0) = £ ()
[, (£ ()~ £ (x):x) £ () (2, (1) 1)

yazilabilir. Uggen esitsizliginden

‘Ln (f(t);x)—f(x)‘ < ‘Ln (f(t)—f(x);x)‘—i—‘f(x)HLn (l;x)—l‘

yazilabilir. Lemma 1.2 den

‘Ln (f(t);x)—f(x)‘ <L (‘f(t)—f(x)‘;x)ﬂf(x)HLn (l;x)—l‘

olup, Es. 1.5 den

L (7))~ (<L, (1 () £ () 0, |2, (1)

yazabiliriz. (L, ) monoton artan oldugundan Es. 1.8 den

‘Ln (f(t);x)—f(x)‘SLn [5+2A;[2f (t—x)z;xJ+Mf ‘Ln (l;x)—l‘

olur. Diger taraftan (L, ) lineer oldugundan

M M,
L, [e+2 5; (t—x)z;X}Ln (8;X)+Ln[2 5! (’—x)z;xj

M,
=¢l, (l;x)+25—;Ln (tz —2xt+x2;x)

(1.9)



=¢l, (1;x)+2Mf {Ln (tz;x)—x2 —x*+2x°

52

—2xL, (t;x)+x°L, (1; x)}

=¢L,(1;x)+2 A;f {Ln (tz;x) — x> +2x°
—2xL, (t;x)+x°L, (1, x)— xz}
=¢eL,(I;x)+ 2%{(@1 (tz;x)—xz)

+2x(x -L (t;x)) +x° (Ln (l; x) - 1)}

yazabiliriz. Bu son ifadeyi Es. 1.9 da kullanacak olursak

1, (£(0):)- £ (x) <L, (1;x)+2j\§2f (L, (#3)-)

+2x(x -L, (t;x))+ x° (Ln (l;x) - 1)}
+M (L, (1;x)-1)|

elde edilir. (1), (ii), (iii) kosullarin1 Es. 1.10 da kullanirsak

[, (£)= 1= tim maks|L, (£:x)- 1 (x)f =0

olur. Boylece ispat tamamlanir.

(1.10)



2. ¢ — BERNSTEIN POLINOMLARININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde ¢ —Bernstein polinomlar1 tanitilarak Korovkin teoremi yardimiyla

yaklasim 6zellikleri incelenecektir.

2.1. ¢ — Bernstein Polinomlari

2.1 Tanim

Kabul edelim ki; xe[O,l] ,feC[O,l] ve 0< g <1 olsun.

B, (f;q;x)ifﬁiﬂm # ] (1-0%) .1

s=0

ifadesine g — Bernstein polinomu denir [Philips, 1996]. Burada

K], = {a-g ° 7" ,
k , g=1
i - {Ek]q[k—l] 1, . l]::)z |

seklindedir [Andrews, Askey and Roy, 1999].
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2.2. ¢ — Bernstein Polinomlarinin Diizgiin Yakinsakhg:

2.1 Teorem

Es. 2.1 ile verilen g — Bernstein polinomlar1 i¢in asagidaki esitlikler saglanir [Philips,

1996].

ii. B, (t;q;x)=x

1il. B, (tz;q;x) =x"+

jspat

i. Sonlu binom teoreminden

dir. Burada

i

dir. Simdi bir ¢ paremetresi kullanarak kabul edelim ki

yx=qxy , xq=4x , yq4=qy

n
olsun. Bu durumda [k} , ¢ — Binom katsayilar1 olmak {izere

q
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olarak tanimlayalim. Bu esitlikte y yerine 1—x alalim.

elde ederiz. Ayrica

x" (1+y)(l+qy)...(l+q”_]y)

(.X + Xy)n

dir. Simdi bunlar1 ispatlayalim.

—_~ —_~ A _— A ~ ~
_— 0 T A AT A n S 4+ 4+ 4+
oA + + + == = -
= + + H H + t+ = — —_ - = ~— ~—
Lo e =22 25X %% s
RO = ST = = =, N = =~ =
—_ R A D RS B L B U R
—_—~ 2 2 T & + o+ + + +
= -~ ~ S = + + + — — —
= + + + + + I oD - A = =
— — O O~~~
T o~ R R rR D RoRE =T T A
RO~ — — — =~ 2 % = S
—_ R R R R = T & D a5 TR
—~ o~~~ —~ —~ R = S & 5 T > =
SO A A AR A NS RO ¢
T+ + + 4+ + B P T Lok r o rox
11111 = = R — — — — —
RN — — — — — — — ~ ~ ~ ~
—_ R R R R =R R R = =R =R
W e U e Y e Y e W e W e W e S o N N N N N
+ + + + + + + + + + + + + +
1111111111111
x S S S S S S S S S S S S S
—_ R R RR =R R R = =R =R
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
—
=
+
=
~



= x(14 ). (1+¢7) (14 qy) (1+ )
= (147 y) (14 42) (Lr ) (1)
seklindedir.
(x+xy) =2 (1+)(1+qy)..(1+4""y)

ifadesinde y yerine —x yazilirsa

(s-2)
x" (l—x)n = x" (l—x)(l—qx)...(l—q”’lx)

Il
><‘
—_
[—
|
=
~
—_
[—
|
)
=
~
—
i
=
N—

elde edilir. Burada da n yerine n—k alinirsa

(l—x)"fk = (1—x)(l—qx)...(l—q"_k_lx)
(= = T1(-¢%)

12
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olur. Dolayisiyla

(2.2)

elde edilir. Yani

bulunur.

(2.3)

B, (t;q;x)=x

olur.



Sl
+

[n-1] ! ikt

= [i’l]q [n —k]q ![k—l]q !

[n=2], -1,

Q[[kni:]q [n—k] [k —2] k1], X ﬁ(l ~q'x)
+§[111]q [n—Zq_!E;]fil]q;xkﬁl(l—qsﬂ
LU S T | (0
0 Z[—Ec]_El]cl] <TI0
Ry el (B
R T K

14
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=
(2], [n],
:x2+x(1—x)

dir. Yani

B, (tz;q;x)=x2+x(1_x) (2.4)
[],

olur.

Bunlarin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.

2.2 Teorem

Eger 0<gq,<1 ve limg,=1 , limq!=c (c#1) saglamyor ise B, (f3q,;x)

n—»0

q — Bernstein polinomlari [0,1] araliginda siirekli ve tim R de siirh | f |£Mf

kosulunu saglayan f* fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Yani f € C [0,1] ise

B, (f;qn;x):f(X)

gergeklenir [Philips, 1996].
jspat

Bu teoremin saglanabilmesi i¢in B, (f;g;x) in lineer ve pozitif oldugunu gostermek
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yeterlidir.

Lineerlik:

Va,beR ve f,geC[0,1] i¢in

oldugundan (B, ) lineer bir operatdrdiir.

Pozitiflik:;

k=0,1,..,neN ve xe[O,l] i¢in

oldugundan f >0 ise
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B,(f:4:x)20

olur. Yani, B, ( f;¢;x) pozitif bir operatordiir.

Teorem 2.2 nin kosullarini saglayan g, dizisine 6rnek olarak ¢, :(1——j dizisini
n

verebiliriz. Burada 0 < ¢, <1 olup

n—>0 n—>0 n

1Y ,
limgq :lim(l——j =e' vee' =c,c=#ldir.

2.3 Teorem

q — Bernstein polinomlar1 i¢in merkezi momentlerin ilk ti¢ii

@,0(x)=1

@1 (x)=0 2.5)
0, (x)= x([;iqx) 2.6)
seklindedir.

Ispat

B, ((t —x)o ;q;x) =B, (1;¢;x)
oldugundan Es. 2.2 den

¢n,0 (x) = 1
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yazilabilir. Es. 2.2 ve Es.2.3 den

dir.

X—X

B, ((1=x):q;x)

oldugundan
¢n,l (x) = 0

dir.

=B, (tz;q;x) —2xx+x’B, (1;¢;x)

olup Es. 2.2 , Es. 2.3 ve Es.2.4 den



dir. Boylece ispat tamamlanir.

19
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3. ¢ — BERNSTEIN POLINOMLARININ YAKLASIM HIZI

Bu boliimde, g — Bernstein polinomlarinin yaklagim hizin stireklilik modiilii, Peetre-
K fonksiyoneli ve f in Lipschitz sinifindan olmasi durumunda hesaplanacaktir.
Ayrica f in konveks bir fonksiyon olmasi halinde ¢—Bernstein polinomlarinin

monotonlugu incelenecektir. Ilk olarak siireklilik modiiliiniin tanimini ve bazi

ozelliklerini ispatlari ile birlikte verelim.
3.1. Siireklilik Modiilii

3.1 Tanim

f €C|a,b] olsun. V& >0 igin

a)(f,-é‘):xf:[zf)b]‘f(t)—f(x)‘ (3.1
|t-x<s

ile tanimlanan a)( f;0 ) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

Stireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

i o(f;6)20

i. <0, ise o(f;6)<0(f36,)

ii. meN icin (f;m8)<mo(f;5)

iv.  AeR'icin o f;48)<(A+1)o(f;6)

V. limco(f;é')zO

50

vii £ ()= f(x) < o(f]r-x])
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vii. ‘f(t)—f(x)‘ﬁ[@ﬂ]a)(f;é)

jspat

1. Sireklilik modiilii, tanim1 geregince bir mutlak degerin supremumu oldugundan

ispat agiktir.

ii. 6,<6, i¢in |t—x|<5, bolgesinin |r—x|<&, bolgesinden daha biiyik oldugu

aciktir. Bolge biiytlidiik¢e alinan supremum biiyliyeceginden ispat tamamlanar.

1ii. Siireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1

o(f:ms)= sup |1(1)=1 (x)
|t—x|<ms

yazabiliriz.

|t—x|£m5:x—m5£t£x+m5

olup, t = x+mh se¢imiyle |h| <o ve

a)(f;mé') = xf:[tfb]‘f(x+mh)—f(x)‘
<o

seklinde yazilabilir. Diger yandan

m—1

sup ‘f x+mh) ‘— sup Z[ (x+ k+1 ) f(x—i—kh)]

X, te a b X, te a b =0
<& <&
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olup sag tarafa liggen esitsizligi uygulanirsa

sup ‘f(x+mh)—f(x)‘ Smii sup f(x+(k+1)h)—f(x+kh)‘
xtefa,b] k=0 X.t€[a.b]
= hj<s

<o(f:6)+..+o(f:5)
bulunur. Buradan
o(f;md)<mo(f35)
elde edilir.

iv. AeR" sayisinin tam kismini U/IH ile gosterirsek bu durumda

(4] 2<[14]+1

esitsizliklerinin gecerli oldugu agiktir. Simdi bu esitsizliklerden ve (ii) 6zelliginde

ispat ettigimiz a)( f;0 ) nin azalmayan fonksiyon olmasini kullanirsak
o(f:28)<o( f3([|2[]+1)5)

esitsizligi yazilabilir. [|/1|:| pozitif bir tam say1 oldugundan istteki esitsizligin sag

tarafina (ii1) 6zelligini uygulayabiliriz. Bu durumda
o £:([1Al]+1)0)= ([1A]+1)o(1:5)

esitsizligini elde ederiz. Ayrica her A € R igin
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[|A[]+1<2+1

oldugunu hesaba katarsak

o( 3([J4]+1)8) < (2+1)e(/39)
esitsizligi gegerli olur. Sonug olarak
o(f;A8)<(A+1)o(f;6)

yazilir ki, bu da ispati tamamlar.

V. |t—x| <0 esitsizligindeki 6 nin sifira yaklagmasi # — x olmasi anlamina gelir. f
fonksiyonu = siirekli oldugundan siireklilik tanimma gére ¢—>x icin

‘ f(e)-r (x)‘ — 0 oldugundan ispat agiktir.
vi. w(f;0) ifadesinde & =|r—x| segersek

a)(f;|t—x|) = sup]‘f(t)—f(x)‘

xela,b

elde edilir. O halde ‘ f(e)-r (x)‘ lerin supremumu a)( f; t—x|) olacagindan ispat

asikardir.

vii. (vi) ozelliginden

‘f(t)—f(x)\éw[f;m5]

)
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yazilabilir. Bu esitsizlikte (iv) 6zelligini kullanirsak

=< e fotro

bulunur ki bu da ispati1 tamamlar.

3.2. ¢ — Bernstein Polinomlarimin Siireklilik Modiilii ile Yaklasim Hizi

Bu kisimda, Es. 2.2 ile verilen g — Bernstein polinomlarinin yaklasma hizi Es. 3.1 ile

tanimlanan siireklilik modiilii yardimiyla hesaplanacaktir.

3.1 Teorem (Philips 1996)

Eger feC [O,l] ise g — Bernstein polinomlarinin siireklilik modiiliiyle yaklasim hizi

87595 s 530 S

olarak hesaplanir. Burada 0<gq, <1, limg, =1, limq! =c (c#1) dir.

fspat

Teoremin ispat1 Popoviciu’nun teknigi ile yapilacaktir [Popoviciu, 1935].

k= s

S [ A e

oldugundan



B, (Lg;x)= Zm T (-0

k=0 s=0

olur. Dolayistyla lineerlikten

elde edilir.

Lzo , X 20 ve nﬁl(l—qsx)zo
[n—k] \[K]. !

oldugunu ve ticgen esitsizligini kullanirsak

1B, (f34:%) = f(x)|<

k=0

n [k]q s [n]q! an—k—l o
f[@} 7 )‘[n—k]q![k]q! 11(1 %)

elde edilir. Siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginde ¢ =

[],

< %+1 w(f;6)

—X

25

(3.2)
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yazilabilir. Bu sonucu Es. 3.2 de yerine yazarsak ve lineer pozitif operatorlerin

monotonlugunu kullanirsak

B, (f;q;X)—f(X)\Sg

(3.3)
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bulunur. Bu ifade de

e T 00

k], e,

denirse

| =

DR
[[nk]q![k]q!x [T(1-a)

[n] ! == .
[[n k] [k]q!x g(l—(] x)]

[Z n kn]] 'k] |xk ﬁl(l_qsx)]z

=0

olup Es. 2.2 den
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olur. Diger yandan

([k]q J RO
() T

oldugundan

= a’(f;é‘){%(Bn (tz;q;x)—2xBn (t; q;x)+x23n (l;q;x))i +1}

yazilir. Bu esitlikte Es. 2.2, Es. 2.3 ve Es. 2.4 iin kullanilmasiyla

1

‘Bﬂ (f;q;x)_f(X)‘Sa)(f;é') l[f + x(l_x)—2x.x+x2.1]2 +1}

s
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bulunur. x €[0,1] igin

olacagindan

1

1 l+1
o [”]q 2

B, (f1q:x)= f (x)],, S@(£29)

elde edilir. 6 =

ve g =g, se¢imiyle

1
i,

1

. . — E o
I.(:030)- S o *30) S

bulunur ki bdylece ispat tamamlanir.

3.3. ¢ — Bernstein Polinomlarinin Peetre-K Fonksiyoneli ile Yaklasim Hizi

Bu kisimda, g — Bernstein polinomlarinin Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla yaklagim

hiz1 incelenecektir. Bu nedenle dncelikle Peetre-K fonksiyonelinin tanimin1 verelim

[Bleimann, Butzer and Hahn, 1980].

3.2 Tanim

fe C[a,b] ve 0 >0 olmak iizere
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K(70)= 17 {17 =elon Ol

ifadesine Peetre-K fonksiyoneli denir. Burada

le

C?[a,b] - ”g Cla.b] +||g' Cla.b] +||g" Cla.b]
ile verilir.

3.2 Teorem

Eger feC[0,1] ise

B,(f3q,:x)~ f(x)

. 1
c*[o.]] < 2K£f’{16[n]q ]J (3.5)

gergeklenir. Burada K { f ;[

J] Peetre-K fonksiyonelidir.

1
16 [n ]q
Once bu ispatta kullanacagimiz asagidaki lemmayi verelim.

3.1 Lemma (Integral bagintist)

g(x) fonksiyonu [0,4] araliginda ikinci basamaktan siirekli tiirevlenebilir bir

fonksiyon ise

g(t)—g(x):g'(x)(t—x)+'[g"(s)(t—s)ds (3.6)



esitligi saglanir.
jspat

t—s=u ise —ds=du ve g"(s)ds=dv ise g'(s)=v dir. O halde

!g"(s)(t—s)ds —(t-5)g'(s) x+£g'(s)ds
:(t—s)g'(s) ;+g(s) i

yazabiliriz. Bu ise ispat1 tamamlar.
Simdi teoremin ispatina gecelim.
Ispat (3.2. Teorem)

(Bn ) operatorii Es. 3.6 integral esitligine uygulanirsa

B (e0) )ii) = 2. & (=), [ (0o |

X

elde edilir. Esitligin her iki yaninin mutlak degeri alinacak olursa
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B,(g'(x)(1-x)::x)

B e )0-s)asas

8,(2(1)-g(x)sq:%) =

+
' (3.7)
<lg clo.]] B, ((t—x);q;x)‘
t
+||g"||c[o,1] B, [I(r —s)ds;q;xj
bulunur. Ote yandan
t . 2 _ 2
I(t—s)ds =_(t S) t _ (t x)
! 2 |x 2
olup bu sonug Es. 3.7 de yerine yazilirsa
B, (g(t)—g(x);q;x)‘ S|P (x)‘ g co,1]
" r1—x ?
el 5L
=[P (x)‘”g’”C[O,l]
1
+5||g”||c[o)l] B, (t2 —2xt+x2;q;x) (3.8)

(5 (x)‘”glnc[o,l]
1 "
+5”g ”C[O,l] {Bn (tz;q;x)

—2xB, (t;4;x)+x’B, (1;q; x)}

elde edilir. Es. 2.2 , Es. 2.3 ve Es. 2.4 den

14

g

clo.]

, 1
2% (x)‘ ”g ||C[0,1] T 5‘(071,2 (x)‘

B,(g:¢:x)-g(x)|<

yazilabilir. Burada Es. 2.5 ve Es. 2.6 kullanilirsa
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o 1x(l-x), ,
Bn (g’qax) g(x)‘gz [n]q ”g ||C[0,1]

bulunur.
”g c?[o.]] - ”g”c[m] +lg’ clo.1] + g” clo.q]
oldugundan
) 1x(1-x)
B,(g:q:x)-g(x)|< ) l&loy (3.9)

elde edilir. Diger taraftan

B,(f:q:x)— f (x)|=|B,(f:4:x) - f (x)+B,(g:4:x) - B, (g:4:x) + g (x) - g (x)|
seklinde yazilabilir.

B, (fiq:x) = f (x)|=|(B, (f3q:x) - B, (g:4:x))
H=/ (x)+&(x)+(B, (&%)~ g(x))

diyebiliriz. Uggen esitsizliginin uygulanmasiyla

L (g:g50) g ()

B,(f:q:x)— f (x)|<|B, (f —g:q:x)|+| £ (x) - g (x)|+

bulunur. (B,) lineer operatdr oldugundan
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‘Bn (f;q;x)_f(x)‘ < ”f_g"C[O,l] B, (l;q;x)‘ (3.10)
+ ”f - g||c[0,1] + ‘Bn (g; q x) -8 (x)‘
olur. Es. 3.10 da Es. 2.2 ve Es. 3.9 un kullanilmasiyla

x(l—x)

L],

e

B, (i)~ F (=27 =8l +

c?o.]]

elde edilir. O halde

11 1
07300 19y =21 =l 5 el

bulunur. Her iki taraftan g e C> [0,1] tizerinden infimum alinirsa sol taraf g den

bagimsiz oldugundan

1
<2K| f;
o [f To[a], ]

B,(fiq:x)~ f(x)

elde edilir.

q=q" , 0<q,<1, limq! =c (c#1) alinmasiyla Es. 3.5 ifadesi yaklagim hizim

Verir.

3.2 Tanim

f konveks bir fonksiyon ise 4,4, €[0,1] ve 4 +4, =1 olmak iizere

f(ﬂ“laﬁ+ﬂza2)£ﬂ1f(a1)+ﬂzf(a2)
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yani

[ (ha +Aa,) =4 f () =4[ (a,)<0
gerceklenir.

3.3 Teorem

Eger f konveks bir fonksiyon ise B, ( f ;q;x) , n ye gore monoton azalandir. Yani,

her n dogal sayist i¢in

B, (f;q:x)~B,(f34:x)<0

gerceklenir.

fspat

s=0

B,(f;q;x)= nofhn]j{ﬂqunﬁl(lqsx) ,0<x<1

n—k-1
Burada k£ =n ise H (1 - q“x) =1 olarak tamimlanmustir.

§=|
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St i e o
St [l TTo-e

(3.11)
elde edilir. Diger taraftan
[n+1]q ~ [n]q [n+1]q {n—l} (3.12)
[k+1], [k+1] [n—k],| & |,

], _ In], [n—l} (3.13)

[k+1]q [k+1]q k],
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mq ) [n[i]lz] {n; ll (3.14)

k+1] [n—k] [ J[k+1],

B,M(f;q;x)—Bn(f;q;x)_"zi{f{[k+1]qJ[ (], [n+1], _f[[kﬂ]q] (],

(3.15)
elde edilir.
[n—k] [k+1], [ +1] (K]
S P Rt P S P R )
segimiyle
[k+1],

A+, =1ve Ao, +Aa, =
[n+1]

q

olup, f konveks oldugundan Tanim 3.3 den
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[k+1]q ) [k+1]q [n—k]q_ [k]q [k+1]q<
f[[m]q} f[ o ][n+l]q f{[n]J[nﬂ]q‘O

yazilabilir. Es. 3.15 de

[n] [n+1] {Hlx

et gL & |7 TT0e)=0

s=0
oldugundan ispat tamamlanir.

Eger f lineerise 4,4, €[0,1] ve 4 +4, =1 olmak iizere

f(ﬂqaﬁ + /12052) = %f(%)‘*‘ /sz(az)
esitligi saglanacagindan dolay1 asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc

Eger f lineer ise bu durumda,
B..(f;9:x)-B,(f:4:x)=0

dir. Teorem 3.3 de yapilanlar Meyer-Konig ve Zeller operatdrii ve Szasz operatorii
icin Cheney ve Sharma tarafindan yapilmistir [Cheney and Sharma, 1964].

g —Meyer-Konig ve Zeller operatorii i¢in Dogru ve Gupta tarafindan yapilmistir

[Dogru and Gupta, 2006].
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3.4. g — Bernstein Polinomlarinin Lipschitz Sinifindaki Fonksiyonlar ile

Yaklasim Hiz
Bu kisimda Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar i¢in ¢ —Bernstein polinomlarinin

fonksiyonuna yaklasma hizin1 hesaplayacagiz. Oncelikle Lipschitz sinifinin tanimini

verelim.
3.4 Tanim

(Lipschitz siifi fonksiyonlar) : 0 <« <1 olmak tizere
£ ()= (x)| <M t—x (3.16)

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifina Lipschitz sinifi fonksiyonlar, M ye de

Lipschitz sabiti denir ve f € Lip,, («) ile gosterilir.
3.4 Teorem

felip, (a) , 0 <a <1 olmak lizere

1 2
‘Bn (f;qn;x)_f(x)uc[o,l] =0 (4[,,1] ] (3-17)
q
gerceklenir.
fspat
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oldugundan

s oS (o [1] # TH 0003 ] # T 000

elde ederiz. Ayrica

oldugundan ticgen esitsizligini kullanacak olursak

e (TR )
f[[n]q] f(x)

1B, (frq:x) - f(x)| < > m xknﬁ (1-¢'x) (3.18)

k
olur. Es. 3.16 da ¢ = [ ]q se¢imiyle

(],

yazabiliriz. Bu esitsizligi Es. 3.18 de kullanacak olursak

4],
],

‘Bn (f;q;x)—f(x)‘SM

k=0

| {mq . nﬁ(l ) qs")} (3.19)



elde edilir. p = 2 ve g = secilirse —+l =1 dir ve Es. 3.19 dan
a

n [k]q “ == ) 2
B (figix)=f ()= MITE M" Ho(l““)}




U k T n—k-1

=M [ ]q2 n} x (l—qsx)
Sl Le,"
n k’ B n—k—

—2x [£], n} x* kl(l—qsx)
k=0 [”]q _k ¢ 50

S}

=M {Bn (£:4:x)-2xB, (t:q:x)+x’B, (1; q;x)}E

bulunur. Es. 2.2 , Es. 2.3 ve Es.2.4 ten

0<x<1

olur. x€[0,1] oldugundan maks x(1-x) =i dir. O halde

Y
HB" (f;q;X)—f(x)HC[o,l] <M[ ]

olur. Yani

43
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L)
B, (f1q:x)=f (x)] 40 =© { J

bulunur ve bdylece ispat tamamlanir. Eger g=¢" , 0<q¢"<1 , limqg"=1 ,

n—x0

limq' =c (c # 1) secilirse Es. 3.17 yaklasim hizi veren bir ifade olur.

n—>0
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4. ¢ — BERNSTEIN POLINOMLARININ KING TiPLi GENELLESMESI VE
YAKLASIM OZELLIKLERI

P. P. Korovkin teoremine gore; eger {Ln} , C ([a,b]) iizerinde taniml1 lineer pozitif

operatdr ise Vf e C ([a,b]) icin lim||L, ( f ) -f HC[a 0= 0 olmasi igin gerek ve yeterli

kosul ¢ (x)=x", i=0,1,2 test fonksiyonlar1 i¢in Ln(ei(x))_)ei(x) olmasidir. Bir
H

¢ok lineer pozitif operatdr dizisi e,(x)=1 ve ¢(x)=x test fonksiyonlarmmn

2

yaklagimini korudugu halde e,(x)=x" fonksiyonu i¢in limit durumunda bir

yaklagim korunur. Yani

seklindedir. J. P. KING, (2003) bu tip operatdrlerin e, (x)=x" fonksiyonunu

koruyacak sekilde genellestirmelerinin yapilabilecegini gostermistir. Bu boliimde

q —Bernstein polinomlarinin King tipli genellesmesini elde edip, elde ettigimiz

genellestirilmis polinomun yaklasim hizini siireklilik modiilii, Peetre-K fonksiyoneli

ve f in Lipschitz sinifindan olmasi durumunda hesaplayacagiz.

4.1. ¢ — Bernstein Polinomlarimin King Tipli Genellesmesi

C [O,l] de tanimli g — Bernstein polinomlarinin King tipli genellesmesi (Vn) olmak
iizere; V, (e);9;x)=¢, ve V,(e,;q;x)=e, olacak sekilde ki polinomlart elde etmek
istiyoruz. Burada amacimiz /im ||Vn f-f || o] = 0 oldugunda elde ettigimiz yaklagim

derecesinin en az B, ( f ;q;x) lineer pozitif operatér dizisinin [ ye yaklasim

derecesi kadar 1yi oldugunu gézlemlemektir.
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4.1 Tanim

{r.(x)} . [0.1] iizerinde taniml: siirekli fonksiyonlarin bir dizisi ve 0<r, (x)<1

olsun. f€C[0,1],0<x<1,0<g<1igin ¥,:C([0,1]) > C([0,1]) operatdrii

V,(f:45x)= nof Gi”m ( (=) TL (14 (5 (x)) (4.1)

q §=

olarak tanimlansin. (rn (x)):x ozel durumu i¢in bu polinom ¢ - Bernstein

polinomuna denktir. Dolayisiyla da (¥, ) operatdrii igin

i. V. (e;q;x)=1 4.2)

ii. V. (e;q;x)=r,(x) (4.3)

ii. ¥, (esqx)=(r(x) + (4.4)

dir.
4.1 Teorem

v/ eC[0,1] , xe[0,1] i¢in limV,(f)(x)=f(x) olmas: igin gerekli ve yeterli

n—»0

kosul limr,(x)=x olmasidir. Bu durumda (V,) lineer pozitif operator dizisi i¢in

n—>0

. . o . *
Korovkin teoremi saglanir. r, (x) yerine 7, (x)

(4.5)
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seklinde segilirse V, (e,;9;x)=e,(x)=x> , n=1,2,... elde edilir. Es. 4.5 ile verilen

r, (x) ifadesi 0<x<1 i¢in 0<r, (x)<1 ve limr, (x)=x seklindedir.

n—0
fspat

r, (x) in Es. 4.5 seklinde oldugunu gorebilmek i¢in ¥, (e,;¢;x) =e,(x)=x" olacak

sekilde ki 7, (x) i bulmaliyiz. Bunun igin

elde edilir. Simdi bu denklemi diizenleyerek, denklemi saglayan 7. (x) degerini elde

edelim.

2

1, 1. .
[1@]@, O ) -0

Buradan 7, (x) i asagidaki sekilde elde ederiz.
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(1], 2([], 1) 2(n], =)\ ([} (7,

1 [n],

1
2([], ) \/4([n]q—1)2 (2], -1

elde edilir. Burada denklemin rn*(x) kokiinii bulurken negatif isaretli degeri

almamamizin sebebi; o durumda 7, (x) in istenen araliga diismeyecek olmasidir.
4.2 Teorem

(Ln ( f )) , C [a,b] lizerinde lineer pozitif operatorlerin  bir  dizisi,

feCla,b],xela,b] ve o(f;5) f fonksiyonunun siireklilik modiilii olmak iizere

L, (f;x)—f(x)” < ‘f(x)‘ L, (eo (x)—eo)‘
1 (4.6)
o f;5)[Ln (eo;x)+%(Ln (i) @, (x)}

dir. Burada o, (x)=1L, ((t —x)’ ;x) dir.

Simdi Teorem 4.2 den yararlanarak (V,) i¢in ez az (B,) kadar iyi bir yaklagim

derecesi elde etmeye ¢alisalim.
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(Vn ) lineer pozitif operatorler dizisi i¢in

al(x)=V, ((t —x)2 ;q;x)

=V, (2q:x) =22V, (t:q:x) + 5V, (i g: x)
seklindedir. Burada
V.(Lg;x)=1,V,(t:q;x)=r, (x) ve V, (t2;q;x) =x’ 4.7

oldugu kullanilirsa

a’ (x) = x> —2xr, (x) +x°

= 2x[x - r: (x)]

(4.8)

elde edilir. Es. 4.7 ve Es. 4.8 ifadelerini kullanarak Es. 4.6 esitsizligini (V)

polinomu i¢in yazarsak

7 (fia) s ()| =]l ol r0) 145 PxGr ()]
=o(f; 5)[“— 2x(x—7, (x) )}

elde edilir.

Bn<f;q;x>—f<x>usw(f;(s{“% x&]xq

oldugunu ikinci bdliimde gostermistik.
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V.(f;¢;x) in f(x) e yaklasim derecesinin en az B, (f;¢;x) in f(x) e yaklasim

derecesi kadar iyi olmasi i¢in

2x* = 2xr, (x) < x[;]x
* 1 x
-7, (x)S 2[n]q _Z[n]q -X
ALY L a—

elde edilir. O halde

(4.9)

olmast durumunda ¥, (f;q;x) in f(x) e yaklasim derecesi en az B, (f;g;x) in

f(x) e yaklagim derecesi kadar iyidir.

4.2. King Tipli ¢— Bernstein Polinomlarimn Siireklilik Modiilii ile Yaklasim
Hiza

Bu kisimda, Es. 4.1 ile verilen King tipli ¢ — Bernstein polinomlarinin yaklagim hizi

Es. 3.1 ile tanimlanan siireklilik modiilii yardimiyla hesaplanacaktir.
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4.3 Teorem

Eger feC [0,1] ise King tipli g —Bernstein polinomlarmin siireklilik modiiliiyle

yaklagim hizi

3 1 1
H fqn’ H clo.] 5 { ’ [n]q}

olarak hesaplanir. Burada 0< g, <1, limg, =1, limq! =c (c#1) dir.

fspat

Teoremin ispatini ligiincii boliimde yapilan ispata benzer sekilde yapacagiz.

n

Nfex)=2. ] Gk”u () TL-a7 (), 0=

k= s=0

oldugundan

v (Lgix)= m (. (x)) "_H(l ~q'r,(x))

k=0 s=0

olur. Dolayistyla lineerlikten

V(fiasx) =/ (x) =
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(L)) s
O[f{[”]J 4 )J[nk]q![k]q!("( ) 1114 (x))

s=0
elde edilir.

[n]q! 50, ( n—k-1

— >0
[n—F],\[<].
oldugunu ve li¢gen esitsizligini kullanirsak

n

W, (f1q:%)— f (x)|<

k=0

q §=

() D e
f{[”LJ /1 )‘[nk]q![k] !("( ) H(l q',( ))

(4.10)

q

[],

elde edilir. Siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginde ¢ = secimiyle

yazilabilir. Bu sonucu Es. 4.10 da yerine yazarsak ve lineer pozitif operatorlerin

monotonlugunu kullanirsak
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4,
[], o ]!
‘V (f q;X)_f(X)‘Sk 0 4 o w(f’5)[n_k]q![k]q'
x(rn (x))k ngl(l—q r (x))
K,
n [n]q [n]q! kel
£ et T

W, |,
o) A T
n [n]q! kel
+k o[n—k]q![k]q!( (X)) ]:! (l—q F(X))}
S
+V (l;q;x)} )
olup buradan
N I R OR
R e e o .
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bulunur. Bu ifadede

_ [k]q _ [n]q! o , k-l (s
T_k:O [n]q [n—k]q![k]qv( (x)) 1:!(1 q', ( ))
denirse

_ N [k]q [n]q' 5 Nkl %
T_;[n],, [[nk] 1[i] () TT0 W(X))]

[n] ! rxkkl_rxi
{[n—qu![qu!("( URVIS >>}

bulunur. Bu sonug Es. 4.12 de yerine yazilirsa
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olur. Diger yandan

(mq J L,
[, ) ) T

oldugundan

RN
_[ko [n]q2 [l’l—k]q ![k]q !(rn (x)) -
(]

-
am
—_
[E—
|
K
~N
—~
=
N—
N—

) w(f;é){%(l/" (£:q5) =237, (B.q:x) +277, (1;q;x)); +1}

yazilir. Bu esitlikte Es. 4.2 , Es. 4.3 ve Es. 4.4 iin kullanilmasiyla
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v, (fiq:x)-f(x)|<o(f: 5){5(x —2xr, (x)+ 7 1)1+1}
=o(f; 5){5(2x(x r(x )));+1}

bulunur. Burada Es. 4.9 da ki 7, (x) degeri yerine yazilirsa

bulunur. x €[0,1] i¢in

ngg/;s{(x(l—x))i} -1

olacagindan

I 1 1
HV qu H clo] , {E[TLE-FI}

elde edilir. 0 = ;] ve g =g, se¢imiyle
n
q

3 1
8 —o| f;
H fq x H clo.1] 2 ( [n]q]
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bulunur ki boylece ispat tamamlanir.

4.3. King Tipli ¢ — Bernstein Polinomlarinin Peetre-K Fonksiyoneli ile Yaklasim

Hizx

Bu kisimda, Es. 4.1 ile verilen King tipli ¢ —Bernstein polinomlarinin yaklasim hizi

Es. 3.5 ile tanimlanan Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla hesaplanacaktir.

4.4 Teorem

Eger feC[0,1] ise

V,,(f;q,,;x)—f(x)H<2K[f{1 6[1,4 D (4.13)

erceklenir. Burada K| f;
gerg {f [1 o[,

D Peetre-K fonksiyonelidir.

fspat
Teoremin ispatini ligiincii boliimde yapilan ispata benzer sekilde yapacagiz.

(V) operatérii Es. 3.6 integral esitligine uygulanirsa

) s0)0) ¢ )= iin)o0, [ ()-s)asin

X

elde edilir. Esitligin her iki yaninin mutlak degeri alinacak olursa



V(&' () (1=x)s )

K,@g”(s)(t—s)ds;q;x}

7, (g(1)-g(x):q:x)| =

+

!

V(1= x);g5x)

<118 o |V
t
+ g” o] I/n(j(l‘—s)ds,q,xJ
bulunur. Ote yandan
¢ . 2 _ 2
I(t—s)ds=—(t S) t=(t x)
! 2 |x 2

olup bu sonug Es. 4.14 de yerine yazilirsa

2 (x)‘”g’”C[O,l]
t—x 2
clo.1] V”(( 2) ;q;x]

@, (x )‘ e ’”C[O,l]

V(2(0)-g(+): i) <

14

g

Ly
t3 ¢ |0 (£ —2xt+x":¢:x)

(5 (x)‘ ”gI”c[o,l]
1 "
+5”g ”C[O,l] {Vn (tz;q;x)

=2xV, (t;q;x) +x°V, (L g; x)}

elde edilir. Es. 4.2 , Es. 4.3 ve Es. 4.4 den

P (x)‘ ”g””C[O,l]

! ]
@, ()€ o Y

v, (g:a:x)-g(x)|<

v ((t - x); q;x)‘”g’”C[O,l] 3

1 14
AR (P
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(4.14)

(4.15)
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Vn (t; 9> x) - an (1; 9> x)‘ ”gI”c[o,l]

14

1
+= g

2

V,(25q5x)=2xV, (t.q:x) + XV, (1;q;x)‘

clo,]

4

g

, 1
Ty (x)—x‘ ”g ||C[0,1] +5‘x2 = 2xr, (x)_’_xz‘ clo.]

14

g

, 1
rn ()C) - X‘ ||g ||C[0,1] T 5‘2)62 - 2X7’n (X)‘

clo.]

bulunur.

”g c*o.1] - ”g”C[O,l] +||g’||c[o,1] +||g”||c[o,1]

oldugundan

8 (g;q;x)—g(x)‘ < ‘rn (x)—x+x2 — X7, (x)“|g o] (4.16)
yazilabilir. Burada Es. 4.9 ile verilen 7, (x) degeri yerine yazilirsa
1 X 1
Vn(g;q;x)—g(x)é P I gl -
‘ 2[n]q Z[n]q Z[n]q 2[n]q ” cfo]

le

c?[0.]]

=[xl]x[xl]
Z[n]q Z[n]q 2[n]q 2[n]q

x—1-x"+x
2[n],
—(x*—2x+1)
2[n],
(x-1)
[],

||g||C2[0,l]

le

c*[o.]]

1

2

le

c?[o.]

(4.17)



elde edilir. Diger taraftan

V,(fiq:x)— f(x)|=

seklinde yazilabilir.

V, (f30:%)- 1 (x)|=

(v, (f:q:x) -V, (g:9:%))
H(=f (x)+(x)+ (7, (g:4:%) g (%))

diyebiliriz. Uggen esitsizliginin uygulanmasiyla

V,(fiq:x)— f(x)<

V,(f - g@:x)+|f (x)-g(x)|+

(gia:x)—g(x))

bulunur. (¥,) lineer operatdr oldugundan

Vo (frgsx)=f (x) <]/ -l
+f - g||c[01

lq, )‘

ACEIRTIE)

olur. Es. 4.18 de Es. 4.2 ve Es. 4.17 nin kullanilmasiyla

1{(x-1 2
(i)~ (520 =gl + 5 T el
q
elde edilir. O halde
1 1
(f q,x H clo,1] _2||f g” 01] ”g c?[o.]]

24[]
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V,(f:q:%)— f(x)+V,(g:4:%) =V, (g:4:x) + g (x) - g (x)|

(4.18)
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bulunur. Her iki taraftan g e C?[0,1] iizerinden infimum alinirsa sol taraf g den

bagimsiz oldugundan

1
<2K| f;
“io1> if ’16[n]qJ

V. (fia:x)—f(x)

elde edilir.

g=q" , 0<q,<1 , limq' =c (c * 1) alinmasiyla Es.4.13 ifadesi yaklasim hizim

Verir.

4.4. King Tipli ¢ — Bernstein Polinomlarimin Lipschitz Sitmfindaki Fonksiyonlar

ile Yaklasim Hizi
Bu kisimda, Es. 4.1 ile verilen King tipli ¢ —Bernstein polinomlarinin yaklasim hizi

Es. 3.16 ile tanimlanan Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla hesaplanacaktir.

4.5 Teorem

felLip,(a), 0<a<l olmak iizere

Vo (f10,03) =1 (%)) 40 =© [4[2] } (4.19)

gerceklenir.



fspat

oldugundan tiggen esitsizligini kullanacak olursak

| (19,)
f{mj /)

(i) ()3 e TT0-0n )

k=0

k
olur. Es. 3.16 da ¢ = [ ]q se¢imiyle

[],

62

(4.20)
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yazabiliriz. Bu esitsizligi Es. 4.20 de kullanacak olursak

1

K,

[],

. {[,’j (r,(x)) li! (1-q', (x))} (4.21)

q

AEEICORDY

secilirse l+l =1 dir ve Es. 4.21 den
2-a P q

elde edilir. p = z ve g =
a

2] e T-wet)
M{ ﬁ M( () T (1=a (x))}z
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olur. Es. 4.2 den

< [k]qz— [k]qurxz " T
- w([n]j ol HICEINY

=M {Vn (tz;q;x)—Zan (t;q;x)+x°V, (l;q;x)}g

bulunur. Es. 4.2 , Es. 4.3 ve Es. 4.4 den

olur. x €[0,1] oldugundan maks x(1-x)= L dir. O halde
0<x<l1 4
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V(549 S (g SM[@] ]

q

olur. Yani

(24

Rt
7, (f30:2) =1 ()] oy =© [ J

4[],

bulunur ve bdylece ispat tamamlanir. Eger g=¢q" , 0<q¢"<1 , limqg"=1 ,

n—x0

limq' =c (c # 1) secilirse Es. 4.19 yaklagim hizi veren bir ifade olur.

n—»0
Sonuc

g —Bernstein polinomunun King tipli genellesmesi icin Es. 4.9 ile verilen 7, (x)
degeri ile elde ettigimiz yaklasimlar ¢ — Bernstein polinomu i¢in elde edilen
yaklagimlar ile aym hizdadir. King tipli ¢ —Bernstein polinomu e, = x’

fonksiyonunu koruyan bir polinom oldugundan yaklasim ozellikleri incelenirken

daha kolay hesaplama yapma imkani1 sunar.
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5. iIKi DEGISKENLI ¢ - BERNSTEIN POLINOMLARININ YAKLASIM
OZELLIKLERI

Bu boliimde Volkov teoremi ifade ve ispat edilecektir. Daha sonra iki degiskenli

q — Bernstein polinomlar tanitilarak Volkov teoremi yardimiyla yaklasim 6zellikleri

inceleyecegiz.
5.1 Teorem (V.I. Volkov 1957)

f(x.y)eC(a,b;c,d) ve tiim reel eksende ‘f(x,y)‘ <M, olsun. L (f(t,r);x,y)

lineer pozitif operator dizisi igin diizgiin olarak

_)
1. L (Lx, 1
i . ( xy)_)
%
L (tx,
1 n(t X y)_)x
_)
111 n(r xy)_)y
1v. L (tz +r2;x,y)—>x2 +y°
%

kosullari saglaniyorsa her f(x,y)e C(a,b;c,d) igin

%

L(f(r)ixy) S (xy)

%

olur.
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f(x.y)eC(a,b;c,d) oldugundan V& >0 igin 36 vardir ki ‘(x,y)—(t,r)‘ < yani

\/(x—t)2 +(y—r)2 < & kaldiginda

‘f(t,r)—f(x,y)‘<€

saglanir.

Jo—t) +(y—r) 26

oldugunda

(= 4 (=r)
5 -

olup,

‘f(x’y)‘SMf

oldugunun kullanilmasiyla

(x=1) +(y=r)’

‘f(t,r)—f(x,y)‘S2Mf{ 5

yazilabilir. O halde her durumda

|
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\f(r,r)—f<x,y>\sﬂzM{(x—f)z;(y—r)z]
(5.1)

2M .
/ [xz +y2 —2(xt—yr)+t2+r2]

=&+ 52

yazilabilir. Diger yandan L  operatdriiniin lineerliginden ve liggen esitsizliginden

dolay1

1L, (£ (£r)ixy)= £ (50)| <|L (£ (67) = £ (x.2):%p)|
el x|

(5.2)
< ‘Ln (f(t,r)—f(x,y),‘x,y)‘

+M, ‘Ln (1,‘x,y) - 1‘
elde edilir. L, operatdriiniin monotonlugundan
|2, (£ ()= f (e)ixy) <L (1f ()= £ (x.3) % ¥) (5.3)
yazilabilir. Es. 5.1 in Es. 5.3 de kullanilmasiyla ve lineerlikten
‘Ln (f(t,r)—f(x,y);x,y)‘ < 6‘+8(Ln (l;x,y)—l)

2M
+ 52'f [(x2 +y° )(Ln (1,‘x,y)—1) (5.4)

—2x(L, (t:x,y)-x)-2y(L, (r;x.y)-y)

(L (2 ixy) =7 +5%)

yazilabilir. Es. 5.4 iin Es. 5.2 de kullanilmasiyla ve 1i,ii,iii ve iv kosullarinin

kullanilmastyla

L((er)-1 (x0)ixy)|ze
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elde edilir ki buda ispat1 tamamlar.
5.1 Tanim

iki degiskenli ¢ — Bernstein polinomu

wotie S (B

(5.5)
m—k;~1 ny—ky—1
< [T (1-a'x) [T (1-a2¥)
=0 52=0

seklindedir [Barbosu, 1999].

5.2 Tanim

=[0.1]x[0,1] . R" ={f/f:I* >R} , feR" , 0<q <1l ve 0<g,<1 olmak

uzere

5,=0

f q,; X, y Zf[ J[Z} xklnﬁ (l—qflx) (5.6)

Ve

ny—ky—1

(fiqxy)= Zf[ &, ][Zzl > IT (1-¢5x) (5.7)

q 5,=0

seklindedir.



5.2 Teorem

B, ,B, C (I 2) iizerinde Es. 5.6 ve Es. 5.7 seklinde tanimlanan operatdrler olmak

tizere Vf eC (I 2) icin B,  :C (I 2) —-C (1 2) iki degiskenli g — Bernstein polinomu

i¢in

BB, =B, B, =B, (f:4.49,%)
dir.

jspat

BB} (f:qx:x.y) =B} (B (f:q2x.))

ny [k,] {nz} mhcl
- B , q ky 1—qg>
. kzzof[x o L 0( g3y)
n _nz_ i 1y —ky 1 [kZ]
- : 1-¢yy)B; T
kzz_o_kz_qy HO (1-g5y)B; [f[x ]
_ "zz _nz_ ky ! 1— 52
_k2=0_k2_qy SZ_O( q, y)
o (K], [k, {nl} o
D l 1_ 3
[';)f[[”l]q [n2]q a qx “‘1‘1 ! X)
noon [kl]q [kz]q |:I’llj| |:n2:| ko Kk
‘%%f([m]/m 6l lel”
n—k~1 1y —kr ~1
[T (-ax) [T (1-4»)
=0 =0

elde edilir. Benzer sekilde
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B B, (f;4:;x,y) =B, (B, (f;ql;x,y))

(
< [kl ]q m|o s
o [Zf [mq’y o] TH-e
" _”1_ . -1 , [kl]q
:,;)_kl_qx [ (1—611 )Bn (f([nl]q aJ’N

(5.10)
elde edilir. Es. 5.9 ve Es. 5.10 ifadeleri denk oldugundan ispat tamamlanir.
5.3 Teorem

e, ) S S e, (x,y)=x'y’ , i,j=012 test fonksiyonlar: olmak iizere,

V(x,y)el® igin

i, B, (€039 @3 %y) = €y (%, ) (5.11)

ii. B, , (€o:q-9:: %) = ¢, (%) (5.12)

ii. B, (€:4,,4,%.) ) (5.13)
( )=

iv. B, (es9,90:%1)=¢,(x.») (5.14)

V. Bn]_n2 (620;%"]2;xay) =€y (xay)+ [n ] (5.15)
Lg
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1-
Vi. Bn]_n2 (eoz;%a%;x’y)zeoz (xay)+y[(n ]y) (5.16)
214
esitlikleri saglanir [Barbosu, 1999].
fspat
1.
noon n] n2 . n—k—1 ) ny—ky—1 )
B, (i 9%, y) =2, ) el e | X (I_Qilx) I1 (1_%2)’)
k=0k,=0[ ™ q 2 14 5,=0 5,=0
m nl . m—k—1 s 103 nz . ny—ky—1 .
= 2| | T (=g 2 | v T (1-a3y)
k=0 1 q 5=0 ky=0 2 q 5,=0
:Bnl (eo;%;x)an (€O’q2’y)
zl.lzlzeoo(x,y)
1.
noon [kl]q n nz - m—k;—1 \ ny—ky—1 \
A SSIEDIDY Ay TT (1=aix) T (1-a5y)
’ k1=0k2=0[n1]q k, q k, q =0 5,=0
m [kl ]q |:nl:| . m—k—1 n, |:n2:| . 1y —ky—1
— 1 1_ Slx 2 l_qS2
20l L), T 02| o TT0mar)
:Bnl € ql’x)an (eo:qzay)
=xl=x=¢,(x,y)
1il.
noon [k ] n n m =k —1 \ ny—ky—1 .
B, (€idndyx.y)=>, > — { 1} { 2} e T (1-aa) T (1-95y)
’ kI:OkZ:O[nz]q k, q k, q 5,20 5,=0
m m—k—1 ny k ny—ky—1
ST e S ] 0 T 1-00)
k=0 k, p =0 k=0 [nz]q k, g 5,20

=B, (€:¢:x)B,, (€:0:¥)
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=ly=y=¢,(x)

1v.
no [kl] [kz] {n} [n} ny—ky -1 ny—ky -1
B €9, 5 X, = - 4 ! 2 xkl k2 1— S'X 1— 52
’71,"2( 11 ql qz y) klz_;)kzz_;)[l’l]]q [ﬂz]q kl , k2 , y o ( q] ) SzHO ( % y)
S [kl]q {nl} b w [k ] [n} il
= X 1— qslx g2 ykz 1— qszy
Lzo[nl]q o) 02 e o T 0e)
=B, (€:9:3x)B, (€:4,:)
=xy=xy=¢e,(xY)
V.
’71 nz kl ] nl ! ny—k,—1
B, (€616 %,y) = : (1=g'x) [T (1-g3»)
kl 0k2 1]q 5;=0 5,=0
2
|: :| nl —k -1 1y |:n2:| . n2k21(1 \ )
)X e -4’y
[”1 k, p ) kzz—;) k, g 5,20 ’
=B, (ezaq” )Bn2 eoa%oy)
= x2+x(1—x) d=ey(x y)+x(l—x)
[”l]q [”1]q
Vi.
[k] 2 -1 k-1
o n n m—ky— 1y —ky—
B, (€nidqyix.y)=> 2| [ 1} { 2} e [T (1=a0x) TT (1-425)
’ k=0 ky =0 [nz]q k, q k, q 520 5,20

(8la] < oo 5 o] T )

=B, (€:9:;x)B,, (€30, 7)

1-(y2 +%Jeoz(x,y)+ rU-)

Boylece ispat tamamlanir.
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5.4 Teorem

Vf :I* = R fonksiyonu igin, a)( f ;51,52) iki degiskenli g — Bernstein polinomunun

sureklilik modiili olmak tizere

1 1
B, ( fH : (5.17)
i, ]
dir [Barbosu, 1999].
Ispat
VfeR", f:I* >R ve (6,,5,) e R icin »(6,,8,) siireklilik modiilii
a)(51,§2) = sup{‘f(x,y)—f(x',y')‘(x,y) € [2,(x’,y') el?, 5.18)
x| <8 |y-y] <o
seklindedir. Burada siireklilik modiilii monoton artan fonksiyondur. Yani
(5.5,)< R, (51’,52')6123 , 5. <8 ve 8, <8, ise a)(al,az)m(oi’,a;)
(5.19)
dir. Simdi teoremin ispatina donelim. Teorem 5.3 den
noon nl ”1 ke —1 ny—ky—1
1B, (/30:5%9)~ f (x.7) = ZZL} } (1-¢'x) TT (1-4>)
=0 k,=0 q 2 q 5,=0 5,=0

), ]
x[f[[nl]qa[nz]qJ f( ,J’)]
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1 2 |n n | ki —1 ny—ky =1
<SS ] e T T a)
l=0ky=0 %1 ], [ %2 |, 5,=0 5,=0
%], [%]
N |~/ (%)
[[”l]q [”z]q
(5.20)
yazilabilir. Siireklilik modiiliiniin monotonlugundan
k, k k, k
f [1]qa[ 2]q _f(xay)sa) [1q_xa|[ Z]q_y
[n], T, ], T,
= 1L
S[[nl]q —Xx [n]]q+1 [nz]q -y [nz]q'i'l
g 2lq
<o 1 1
\/[”1]q \/[”z]q
(5.21)
yazilabilir. Es. 5.21 , Es. 5.20 de yerine yazilir ve
1B, ... (f1¢1-0:%.9)~ f (x.3)| <K
denilirse
1 1 m [kl ] |:n1 :| m—k -1
K=o : [n] > -1 x" 1-g'x)+1
[\/[”l]q \/[”2]q }{ i [nl]q ki, H ( | ) (5.22)

5,=0

[k],
]

n, kznzkzl(l_ 5 )+1
k, qy 9,y
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dir. Simdi Cauchy-Schwarz esitsizliginden faydalanirsak

S]] 0] - e

elde edilir. Benzer sekilde

PN

(lquy)J = kzz;) [”z]q -y

:{Bﬂl (€)3¢5x)—2xB, (e;¢,5x)
+xZBnl (eo;ql;x)} B, (€:q1:x)
:x2+x(1—x)
[”l]q
_ x(l—x) < 1
4[n1]q

[”1 ]q

—2x" +x°

(5.23)
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R

m [p, . ny—ky—1 )
x Z{k} v TT (1-g3)
k=0l %> |,

5,=0

= {an (€39,3) ~2xB, (e39,:9)

+3°B,, (€y:42:7)} B, (€:::¥)

:y2 +y(1_y)_2y2 +y2
[”Z]q
-y 1
(], 4m],
(5.24)
elde edilir. Es. 5.23 ve Es. 5.24 degerleri Es. 5.22 de K da yerine yazilirsa
1 1 1
B,,.. (f:0,02:%.9) = f (x.)| <@ : Jin] ——+1
\)[nl ]q \/[nz]q "2 [nl]q
1
«| J[ra], ———+1
{ 2 q 2 [nz]q J
:20) 1 1
o, ],
(5.25)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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6. IKi DEGISKENLI KING TiPLi ¢ - BERNSTEIN POLINOMLARININ
YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde iki degiskenli King tipli ¢ — Bernstein polinomlarinin tanimini verdikten

sonra Volkov teoremi yardimiyla yaklasim 6zelliklerini inceleyecegiz..

6.1 Tanim

r=[01]x[0.1] , R" ={f/f:I" >R} , feR" ,0<r, (x)<1, 0<r, (y)<I,

0<g,<1ve 0<gq, <1 olmak lizere

=k —1

(395, 9) Zf( J[']ﬂ (7, (x))k‘ [T (1-a' (x) 6.1)

51=0
seklindedir. Burada

i Vr(Lgsxy)=1
i Vi(tgsxy)=r, (x)

ii. V) (Figsxy)=
dir. Benzer sekilde

ny—ky -1

(S50 %.0) = Zf( Hm (n. ()" TI (1-957, (»)) (6.2)

q 5,=0

seklinde yazilabilir. Burada

i V(Lgixy)=I
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i. P (taxy)=r, (»)

ii. ) (tz;qz;x,y) =y’

dir. Bu esitliklerde

n, (x) =x+ — ve r. (y) =y+ y __1 seklindedir.

2[n2]q 2[n2]q
6.2 Tanim

:C (1 2) —C (1 2) iki degiskenli King tipli ¢ — Bernstein polinomu

n,ny *

Ve, (/341255 ) ZZf ( L VC]J{ZH” (5 () (5, 0)

k=0 k=0 nl q ,[n2]q 1 q
m—k—1 ny—k, -1
< [T (1=a'r, (x)) TT (1-g¢2r, (»))
51=0 $,=0
(6.3)
seklinde tanimlanir.
6.1 Teorem
Ve V., C (1 2) tizerinde taniml operatérler olmak tizere Vf e C (1 2) i¢in
Vv (f3a05x3)=VV (f305% ) (6.4)

dir
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Ispat.

Vv (fia0) =V (V) (S 0)

(6.5)

elde edilir. Benzer sekilde

V,iV,;f(f;ql;x,y)=V,,f(V,,’f(f;q1;x,y))

:Vy ;)fu:t,y][ﬂq(r () T (- <x>>}

=Z Z( () H (1=gir, (1) {fﬁﬂ yn

-3 ) T i (0)
AR 0o T o)



S ][] o o

q
ny—k—1 ny—ky—1
]1 (1-g'r, (%)) HO (1-gv7, ()

elde edilir. Es. 6.5 ve Es. 6.6 ifadeleri denk oldugundan ispat tamamlanr.

6.2 Teorem

81

(6.6)

e,:I°>1° , e/(x,y)=x"y" , i,j=0,1,2 test fonksiyonlar1 olmak iizere,

V(x,y)el” igin

i (i y) =g (%))
iV, (€q,95%5)=r, ()
iV, (qnd95x)=1, ()

iv. ¥, (qiq.g:%)=(r, (x))(n, ()
Voo V(0340 @i X, ) = ey (x,9) = X
ViV, (€0381,455%, ) = € (X, ) = ¥

esitlikleri saglanir.

Ispat
1.
mom [y n : )
Voo leianaina)= 330 1] (50 (5, 0)
k=0k=0[ % |, [ K2 ],
m—k;—1 ny—k,—1

IT (=g () [T (=457, ()

5;=0 5,=0

(6.7)
(6.8)
(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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1il.
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k=0

M=

=V, (eo;ql;x)Vnz (ez;qz;y)
=1-(y2):eoz (x’y)

Boylece ispat tamamlanir.

{ } (s, ) T1 (1-g7r, ()

Bl Lo



85

KAYNAKLAR

Agratini, O., “On A Class Of Linear Positive Bivariate Operators of King Type”,
Studia Univ. Babes-Bolyai, Mathematica, L1(4): 13-21 (2006).

Altomare, F., Campiti, M., “Korovkin-type Approximation Theory and its
Applications”, Walter de Gruyter Berlin, New York, 141-180 (1994).

Andrews, G.E., Askey, R. , Roy, R., “Special Functions”, Cambridge University
Pres, 481-485 (1999).

Barbosu, D., “Some Generalized Bivariate Bernstein Operators”, Mathematical
Notes, Miskolc, 1(1): 3-10 (2000).

Bleimann, G., Butzer, P.L. , Hahn, L., “A Bernstein-type operator approximating
continuous functions on the semi-axis.”, Math. Proc., A, 83: 255-262 (1980).

Cheney, E.W. , Sharma, A., “Bernstein power series”, Canad. J. Math., 16: 241-252
(1964).

Dogru, O. , Gupta, V., “Korovkin-type approximation properties of bivariate q-
Meyer-Konig and Zeller operators”, Calcolo, 43: 51-63 (2006).

Dogru, O. , Orkcii, M., “King type modification of Meyer-Koénig and Zeller
operators based on the g-integers”, Mathematical and Computer Modelling, 50:
1245-1251 (2009).

King, J.P., “Positive Linear Operators Which Preserve x*”, Acta Math. Hungar, 99
(3): 203-208 (2003).

Korovkin, P.P., “Lineer operators and approximation theory”, Hindustan Publ. Co.,
Delhi, 20-110 (1960).

Lorentz, G.G., “Bernstein polynomials”, University of Toronto Press, Mathematical
Expositions, 10-130 (1953).

Philips, G.M., “On generalized Bernstein polynomials”, D.F. Griffits, G.A. Watson
Eds., 263-269 (1996).

Volkov, V.I., “On the convergence of sequences of linear positive operators in the
space of continuous functions of two variables”, Russian Dokl. Akad. Nauk., SSSR
(N.S.) 115: 17-19 (1957)



OZGECMIS

Kisisel Bilgiler

Soyadi, adi : ALTIN , Hiiseyin Erhan

Uyrugu : T.C.

Dogum tarihi ve yeri  :30.07.1986 , Ankara

Medeni hali : Bekar

Telefon : 05558763110

e-mail : fenerhan_86(@hotmail.com

Egitim

Derece Egitim Birimi

Yiiksek lisans Gazi Universitesi /
Matematik Boliimii

Lisans Ondokuz May1s Universitesi/
Matematik Bolimii

Lise Dr. Binnaz Ridvan Ege
Anadolu Lisesi

Yabanci Dil

Ingilizce

Hobiler

Futbol, Tenis, Bilgisayar

Mezuniyet tarihi

2010

2008

2004

86



