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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullandigimiz bazi simgeler aciklamalariyla beraber
verilmistir.
Simgeler Aciklama
t Zaman skalasi
r Reel sayilar kiimesi
z Tam sayilar kiimesi
o(t) Ileri sigrama operatorii
p(t) Geri sigrama operatoril
u(t) Graniil fonksiyonu
fA(1) Delta tiirev
b
j f(r)Ar Delta integral (Riemann)
C. Rd-siirekli fonksiyonlar kiimesi
R Regressiv fonksiyonlar kiimesi
e,(t,t,) Genellestirilmis tistel fonksiyon
O(f) Landau notasyonu (Biiylik O Notasyonu)

o(f) Landau notasyonu (Kiiciik O Notasyonu)

1X

asagida
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1. GIRIS

Bu tezde, zaman skalasinda lineer dinamik denklem sistemlerinin asimptotik
ozellikleri verilecektir. Bazi tiplerdeki dinamik denklem sistemleri ile bunlarin belirli

tiplerdeki perturbasyonlari arasinda asimptotik iliskiler incelenecektir.

Zaman skalas1 kavrami modern matematikte yeni bir kavramdir. 1988 yilinda Stefan
Hilger’in, ayrik ve siirekli kiimeler iizerinde tanimli fonksiyonlarin analizini

birlestirmek i¢in yaptig1 caligmalarla zaman skalasi teorisi kurulmustur.

Son yillarda tizerinde ¢ok yogun ¢aligmalar yapilan zaman skalasi teorisi, stirekli ve
ayrik analiz veya fark denklemleri ve diferensiyel denklemler teorilerini
kapsamaktadir. Kisaca zaman sikalast teorisi, siirekli ve ayrik analizin

genellestirilmesidir.

Bu tezin ikinci bolimiinde zaman skalast kavrami tanitilmig, temel ozellikleri

verilmis ve zaman skalasinda lineer dinamik denklemler teorisi kisaca verilmistir.

Uciincii boliimde zaman skalasinda lineer dinamik denklem sistemleri ve bazi temel

ozellikleri verilmistir.

Dordiincii boliimde zaman skalasinda lineer dinamik denklemlerin asimptotik

davranislar ile ilgili baz1 6zellikleri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Zaman Skalas1
2.1.1. Tanim

R reel sayilar kiimesinin herhangi bir kapali alt kiimesine bir zaman skalas: denir ve

T ile gosterilir[3]. Bu kiime iizerinde metrik, R deki alisilmis metrik olarak

almacaktir, yani s,z €t i¢in d(s,t) = |S - t| olarak alinacaktir.

2.1.1. Ornek

R, Z, N, N", [0,1], [0,1]]U[2,3] kiimeleri zaman skalasina birer 6rnektir. Q ,

Q', C,(0,1) gibi kiimeler ise zaman skalas1 olamazlar[3].

2.1.2. Tanim

T bir zaman skalasi olsun. 1 € T i¢in o : T — T ileri sigrama operatérii,
o(t)=mf{seT s>t}

ile verilir. Benzer sekilde ¢ € T i¢in geri sigrama operatorii,
pt)=sup{seT:s<t}

ile verilir. Bu tanimda inf & =supT alinir. Yani T nin maksimumu ¢ ise o(¢) =¢

dir. Benzer sekilde tanimda sup@ =inf T alinir. Yani T nin minimumu ¢ ise

o(t) =t dir[3].



Tanim 2.1.3.

1:T —[0,00) graniil (graininess) fonksiyonu,

u(t)=o(t)—t

olarak tanimlanir[3].

2.1.1 Tanima gore zaman skalasinin elemanlar1 asagidaki gibi siniflandirilir:

(1)o (t)=tise t € T elemanina sag yogun denir.

(i)o ()= tise t € T elemanina sag sagilimli denir.
(ii1) p ()= t ise t € T elemanina so/ yogun denir.

(iv) p (¥) = tise t € T elemanina sol sa¢ilimlr denir[3].

Ayrica hem sag sac¢ilimli hem sol sa¢ilimli noktalara ise izole noktalar denir. Hem

sag hem de sol yogun noktalara ise yogun nokta denir[3].
Ornek 2.1.2.

Kisaca T =R ve T =Z 0Orneklerini verelim.

1) T =R alirsak, her t € R igin,

o(t) =inf{s R :5 >t} =inf(t,00) =1

olur. Benzer sekilde p(z) =t oldugu da goriiliir. Bundan dolay1 her # € R noktasi

yogundur ve graniil fonksiyonu, x(¢) =0 olur.



i) T =Z alirsak, her t € Z igin,
o(ty=inf{seZ:s>t}=inflt+1,t+2,.}=1+1

olur. Benzer sekilde p(¢) =¢—1 oldugu da goriiliir. Bundan dolay1 her # € Z noktasi

izoledir ve graniil fonksiyonu, x(z) =1 olur[3].
2.1.3. Ornek

a,b >0 olsun.

0

p.,=Yk(a+b),k(a+b)+a]

k=0

zaman skalasini ele alalim. Bu durumda,

[k(a+b),k(a+b)+a)

t+b

,te?
o(t) = =
;e Y {k(a+b)+al

olur. Graniil fonksiyon,

0 ,te ﬁ}[k(a+b),k(a+b)+a)

u(t) =

00

b ,teY{k(a+b)+a}

k=0

elde edilir[3].



2.1.1. Not

Dikkat edilirse # € T oldugunda o(¢) ve p(¢) de T dedir. Bu, T nin R nin kapali

bir alt kiimesi olusundandir[3].

2.1.4. Tanim

T sol-sa¢ilimli bir m maksimuma sahipse T* =T —{m}, diger sartlarda T =T"

alinir. Bu tanimi kisaca

t , supt =00
T":=4t , supt <o ve p(supt )=supt
(—oo,supt ) , supt <o ve p(supt )<supt

ile de verebiliriz[3].

2.1.1. Teorem (Tiimevarim Prensibi)

t, € T olsun ve kabul edelim ki

INOREID)
ailesi agagidaki maddeleri saglayan ifadelerin ailesi olsun,

1) S(¢,) ifadesi dogrudur.

1) t€[t,,0) noktas1 sag-sacilimhi ve S(¢) ifadesi dogru ise S(o(¢)) ifadesi de
dogrudur.

iil) ¢ €[¢,,) noktasi sag-yogun ve S(¢) ifadesi dogru ise, o zaman ¢ noktasinin bir

U komsulugu vardir dyle ki. Vs € U N (¢,0) igin S(s) ifadesi dogrudur.



iv) t€[t,,»o) noktasi sol-yogun ve Vse[t,,t) icin S(s) ifadesi dogru ise, S(¢)

ifadesi de dogrudur.
Bu durumda S(¢) ifadesi her ¢ €[#,,0) i¢in dogrudur(3].
fspat

S" ={tet,,o): S(t) dogru degildir}
kiimesini alalm. Amacimiz S =@ oldugunu gostermektir. S° =@ olsun. S
kiimesi kapali ve bostan farkli oldugundan bir minimumu vardir. infS" =¢" €T
olsun. S(¢") ifadesinin dogru oldugunu iddia ediyoruz. ¢ =t¢, ise (i) den dolay1
S(¢") ifadesi dogrudur. ¢* noktas1 sol-sagilimli ise S(¢') ifadesi (ii) den dolay1
dogrudur. ¢ noktasi sol-yogun ise (iv) den dolay1r S(¢*) ifadesi dogrudur. Sonug

olarak her kosulda ¢ ¢S~ oluyor. Bundan dolay1 ¢ noktasi sag-sagilimli olamaz.

Dolayistyla ¢* # max T olur. Yani ¢ noktasi sag-yogundur. Fakat bu durum (iii) ile

celisir[3].
2.2. Delta Tiirev

2.2.1 Tanim

f:T —> R bir fonksiyon ve t € T olsun. Verilen her ¢ > 0 sayisina karsilik, ¢ nin

bir U =(t—-0,t+0)NT komsulugu, her s € U igin
[r(e@)-r©)]-r* 0o -s]<elo) -

olacak sekilde varsa f*(¢) ye, f in t noktasinda delta (Hilger) tiirevi denir.



Ayrica her te T* icin f*(¢f) mevcut ise f fonksiyonuna T* da delta (Hilger)
tiirevlenebilir denir. Biz bundan sonra buna kisaca tlirevlenebilir diyecegiz.

f%:T* >R ilede f in delta tiirevini gdsterecegiz[3].
2.2.1 Ornek

1) a € R sabit olmak lizere, f: T — R fonksiyonu, her €T i¢in f(#) = a olarak

tanimlanmigsa f*(¢) =0 dir. Gergekten her s € T ve &£ >0 i¢in

1flo®)- f(s)-0(c(t)—s)=|a—a|=0< &lo(t) -
her zaman saglanir.

ii) Her €T icin f:T — R fonksiyonu, f(¢)=t olarak tanimlanmigsa f*(¢)=1

dir. Ger¢ekten her s € T ve & >0 igin
1f(o®)-f(s)-1(co(®)-s)=|o) - s —(c(t) - 5) = 0< &lo(t) - 5]
her zaman saglanir[3].

2.2.1. Teorem
f: T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

1) f fonksiyonu ¢ de tiirevlenebilir ise ¢ de siireklidir.
i1) f fonksiyonu ¢ de siirekli ve ¢ sag-sagilimli ise f fonksiyonu ¢ de

turevlenebilirdir ve

flo®)-f(s)

FO=""0



dir.
1ii) ¢ sag-yogun ve

i SO = 1)

s>t [1—s

limiti sonlu ise f fonksiyonu ¢ de tiirevlenebilirdir ve

£2(@) = lim

SO -f(s)
st l‘ -
dir.

iv) f fonksiyonu ¢ de tiirevlenebilir ise,

So®)= 1)+ u@).£ 0

saglanir[3].

2.2.2. Ornek

T =R ve T =Z durumlarin1 gz 6niine alalim.

1) Eger T =R ise 2.2.1. Teorem (iii) den dolay1 f :R — R delta tiirevlenebilirdir

Ve

£'(t) = 1lim

—t

S - f(s)
t—s

limiti sonlu olarak mevcut ise



SO=SE) _ i
t—s

£2(0) = lim ===

olur.

i1) Eger T =Z ise 2.2.1. Teorem (ii) den dolay1 f :Z — R delta tiirevlenebilir ve

flo®)-/@) _ fe+D- 1)

o ARV (ORY

=

elde edilir[3].

2.2.3. Ornek

h>0igin, t =hZ= {hk ckez } olsun. Bu durumda, 7 €t igin,
a(t)zinf{set ;8 >t}:inf{t+nh:nen }=t+h

olur. Benzer sekilde p(¢) =¢—h elde edilir. O halde graniil fonksiyonu,
ut)=o(t)—t=t+h—-t=nh

elde edilir. Goriildiigii gibi bu Ornekte graniil fonksiyon sabittir. Bir f:t —r

fonksiyonu ve her t €t igin,

fle@)-f@®) _ ft+h)-f()
w(1) h

=

elde edilir. Ayrica,
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fAA(t):f (c)-f"@) _ [ t+h-f"©)
(1) h

J@+2n) - f@+h) _fE+h)-f@)
h h
h

f@+2h)=2f@+h)+ f(t)
hZ

olarak elde edilir. Bu yolla f* (¢) yi hesaplamak gok sikicidir. Bu sebeple biz baska
bir metod kullanacagiz. Agiktir ki her n en i¢in, " () =t +nh ve p"(t) =t —nh

dir. Simdi A, operatdriinii,

1 . )
A, = Z(a -1 ) , I birim operatdr.
olarak tanimlayalim. Simdi,

;(Z}W-k —(a+b)

Binom Teoremini hatirlayalim. Biz, A, m n. Kuvvetini bulmak ic¢in binom

teoreminin bir operator versiyonunu kullanabiliriz,

8 = ela=1 =1 3 ot

elde edilir. A, operatoriinii f(¢#) fonksiyonuna uygularsak,
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IR I o LR PR
f (f)—hnkz(;[kj( )" f(t+kh)

elde ederiz[3].
2.2.4. Ornek

g >1 igin

q° :{qk:keZ}Ve q" =q° u{O}

olsun. t =g¢” zaman skalasini diisiinelim,

m+1 m

o(t) :inf{q” ‘ne [m+1,oo)}:q =qq" =qt

olur. t=¢g" €t i¢in o(0)=0 olur. Ciinkii 0 sag-yogun bir minimumdur. Diger
biitiin noktalar izole noktadir. Sonug olarak o(t) =tg, p(t)= L ve u(t)y=(q-Nt
q

olur. f:t —r fonksiyonuigin, Vzet —{0} icin

fle@)=f@) _ flg) - f()
w(?) (gD

=

\%~

[0 = lif{.l , (limit mevcut ise)

s—0 Ky

fO =) _ i f(5)=£(0)
0-—s

olur. Simdi de ¢ # 0 olmak {izere, ikinci tlirevleri hesaplayalim,
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(< L@ =SO _ S - 10
u(2) (g -1

f@’D)—f(gt)  flg)-f(@)
q(q—Dt (g =Dt
(gD

_ F(@*D)—(g+1)f(g)+qf ()
q(qg—1)*t

elde edilir[3].

2.2.2. Teorem

f,g: T > R fonksiyonlar1 # € T* noktasinda tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda,

1) f+g:T — R fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve,

(f+e) =rm+g*®

dir.

i1) Herhangi bir « sabiti i¢in af : T — R fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve,

(af ) () =a.f ()

dir.

iii) fg: T — R fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve,



(2)' O =r"gt)+ flc®)g" ) = FOg" O+ * t)g(o())

dir.

iv) Eger f(¢).f (O'(t)) #( ise % fonksiyonu tlirevlenebilirdir ve,

[le(t) S0
f f0f(o®)

dir.

f

v) Eger g(t).g(a(t)) # 0 ise — fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve,
g

FY o S - f)gd 0
(1) =
g 2(Ogl(o())

dir[3].

2.2.3. Teorem

meN ve « bir sabit olsun.
D) f()=(t-a)

seklinde tanimli bir fonksiyon i¢in,

fA(t) = mZ_(O'(Z) —a)v(t _a)m—l—v
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i) g(t) =

1
(t-a)’

seklinde tanimli bir fonksiyon i¢in,

S =-3 1

v=0 (O'(t) —a)m_v(t_a)vﬂ > (O-(t) _a)(l —a’)¢ 0

esitlikleri dogrudur(3].

2.2.5. Ornek

olduklar1 2.2.3. Teoremden dolay1 agiktir[3].

2.2.2. Tanim

Bir f:T - R fonksiyonu i¢in f* fonksiyonu T~ = (T’“)K da tiirevlenebilirse
[ = ( f A)A :T* >R ikinci mertebeden tiirevlerden bahsedebiliriz. Benzer

sekilde f* :T* — R vyiksek mertebeden tirevleri de verebiliriz. Biz

a’(t) = o(a(t)) ve p*(t) = p(p(t)) notasyonunu kullanacagiz. Uygunluk agisindan

() =t, p’(t)=t, f* ()=t ve T* =T ile gdsterecegiz[3].
2.2.6. Ornek

Genel olarak f ve g nin ikisi de iki kez tiirevlenebilir olsa bile fg iki kez

tiirevlenemez. Ciinkii,
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(fg)=rog+rg*
oldugundan f ve g iki kez tiirevlenebilir ve f° tiirevlenebilir ise bu durumda,
() =(rog+rog") = f2g+ s g+ g+ /" g
=g (e gt 4 r g™
olur([3].
2.2.4. Teorem (Leibniz Formiilii)

S k tane o ve n—k tane A igeren, n uzunlugundaki miimkiin olan tiim

dizilerden olusan bir kiime olsun. Eger her A € S¥” i¢in f* mevcut ise, Vne N

1¢in,

w2k

esitligi dogrudur[3].
2.2.7. Ornek

T =R alalim. Bu durumda A € S\ igin, f* = f“™ olur. Burada £ ile n inci

" ol
= olup,
| otup

mertebeden adi tiirevi gdsteriyoruz. Burada ‘S}(’”

AeS AeSEH AeS
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oldugundan,

(%8)" = Z{ >/ A]gA[ = Z(Z]f -

k=0| Aes{M k=0

elde edilir ki bu alisilmig Leibniz Formiiliidiir[3].

2.3. Delta Integral
2.3.1. Tanim

Bir f: T —»r fonksiyonunun t nin tim sag-yogun noktalarinda sag limiti var ve
sonlu, t nin tiim sol-yogun noktalarinda sol limiti var ve sonlu ise f fonksiyonu

diizenlidir ( regulated) denir[3].
2.3.2. Tanim

Bir f:T —r fonksiyonu t deki sag-yogun noktalarda siirekli ve t deki sol-
yogun noktalarda sol limitleri var ve sonlu ise f fonksiyonu rd-siireklidir denir.

Bundan sonra rd-siirekli tim f: T —r fonksiyonlarin kiimesini
C,=C,t)=C,(t,r)

ile gosterecegiz. Tiirevlenebilir ve tiirevleri rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesini de
Cl,=C,(t)=C.(t,r)

ile gbsterecegiz|3].
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2.3.1. Teorem

f:T —>r olsun.

(1) f stirekli ise rd-siireklidir

(11) f rd-siirekli ise diizenlidir.

(i11) o operatorii rd-siireklidir.

(iv) f rd-siirekli veya diizenli ise f° da Oyledir.

(v) f siirekli olsun. g:t —r fonksiyonu rd-siirekli veya diizenli ise fog da

Oyledir|[3].
2.3.3. Tanim

Bir f:T —>r sirekli fonksiyonu Dct® igin, her 7€ D noktasinda

diferensiyellenebilir ise ve, t “\ D kiimesi sayilabilir ve t nin higbir sag-sagilimli

noktasini igermiyorsa, f fonksiyonuna D bolgesinde pre-diferensiyellenebilir

denir[3].
2.3.1. Ornek

t =p,, ve f/:T —>r fonksiyonu

. .
- { e Y3k3k+1]

k=0
1=3k=1 34413k +2]

olsun. Bu durumda f fonksiyonu,
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kiimesinde pre-diferensiyellenebilirdir[3].

2.3.2. Teorem

Kapali aralikta, her diizenli fonksiyon simirlidir[3].
fspat

Kabul edelim ki f:[a,b]—> R fonksiyonu smursiz olsun. Yani, her nen igin
t, €la,b] ve | f(, )| >n olsun. {¢, :nen }c [a,b] oldugundan {tnk }ken yakinsak bir

alt dizi vardir. Yani en az bir ¢, € [a,b] vardir ki,

li =
cmh, =
dir. {tn, :ken }‘Ct ve t kapali oldugundan ¢z, et dir. Bu durumda 7, noktasi

izole olamaz. Ve de ¢, noktasina ya yukaridan ya da asagidan yaklasan bir alt dizi
vardir. Her iki durumda da diizgiinliikten dolay1, ¢ — ¢, iken f(¢#) nin limiti sonlu

olmalidir ki bu bir ¢eligkidir.
2.3.3. Teorem (Ortalama Deger Teoremi)

f ve g; t de tanimh reel degerli fonksiyonlar olsunlar ve ikisi de, birD

bolgesinde pre-diferensiyellenebilir olsunlar. Bu durumda, V¢ € D igin
TRGEF0)

ise, her r,s et , r<s i¢gin,

[f ()= f(r) < g(s)-g(r)
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dir[3].
jspat

r,set ve r<s olsun. [r,s\D=1{t :nen } ile gosterelim. &>0 olsun. Simdi

timevarim kullanarak, V¢ € [r,s] 1¢in,

S@): [f()-f(r)|<g)-g(r)+ g{t —-r+ 22-”}

t, <t

oldugunu gosterecegiz. Bunu gostererek ortalama deger teoremini ispatlamis oluruz.

Simdi 2.1.1. Teorem ile verilen tiimevarim prensibinin dort kosulunu kontrol edelim.

1) Asikar olarak S(r)ifadesi dogrudur.

i1) t sag sacilimli olsun ve S(¢) dogru olsun. Bu durumda,
(@)= f()] =|fO) + p(e).f* ) - ()

< w2+ - 1 ()

<u(t).g™ () +gt)—g(r)+ 8[t —r+ 22-"}

t,<t

=g(o())-g(r)+ e[r —r+ Zz-n}

t,<o(t)

<g(‘7(f))—g(r)+{t—r+ 22-”}

t,<o(t)
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olup S(o(¢)) dogrudur.

iii) # =5 sag yogun noktada S(¢) dogru olsun. (o(t) =¢). Iki durumu da g6z oniine
alalm. Yani t € D ve t ¢ D igin. Ilk 6nce t € D olsun. Bu durumda f ve g, ¢ de

diferensiyellenebilirdirler. Bundan dolayr bir U komsulugu vardir, dyle ki; her

reU igin,

fO-1@ - Ot-o|< e~
ve

s -5 -g* (-] < Ji 7]
dir. Boylece,

UCE [|f<z>| ; ﬂ.p ]

ve

g0 -g()-g O~ 2|~

dir. Bu durumda her 7 € U N (¢,) i¢in,

@~ 2|f @~ f@O+]f @)~ f ()
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s{f“(t)+ﬂ.|t—r|+|f(t)—f(r)|

< |:gA(t) +§}|t—r| +g(t)—g(r)+ g.[t —r+ 22_”}

1, <t

= o () ~1) +%(z‘—t) +g()-gr)+e(t-r)+ey 2"

t,<t

<g(r)—g(t) +§|r —t| +§(r—t) +g(t)—-gr)+e(t—r)+ 822”’

t,<t

:g(r)—g(r)+({t—r+22”}

1,<t

olup S(7) ifadesi her 7 € U N (¢,) i¢in dogrudur.
Simdi ikinci durum olarak ¢ ¢ D olsun. Bu durumda baz1 men igin t =¢, olur. f

ve g pre-diferensiyellenebilir olduklarindan bir U komsulugu vardir, dyle ki; her

7 eU igin,
f(2) - f(0) < %2"”

Ve
g(0) - g(0)| < %2

dir. Bundan dolay1,
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E ~om
g(r)—g(1) 2 —52
olur. Bunlar1 kullanarak,

@)= f| <] f @)~ fO|+]f (O~ f()

sng'" +g(t)—g(r)+8[t—r+z2"}

t,<t

< %2_"’ + g(r)+§2_m -g(r) +<{z’—r +22_”}

t,<t

=2 +g(r)-gr)+ 8|:T -r+ ZZ"}

t,<t

=g(t)—glr)+ ({r -r+ 22”}

elde edilir ki S(7r), her 7 € U N (t,%) i¢in dogrudur.

iv) ¢ sol yogun olsun ve her 7 < ¢ i¢in S(z) dogru olsun. Bu durumda

lim|f () = f ()| < lim{g(z‘) —g(r)+ {f —r+y 2" }}

1,<t

t,<t

< lim{g(r) —-g(r+ g{r -r+ Zz—n }
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olup S(¢) dogrudur[3].
2.3.1. Not
f ve g, D de pre-diferensiyellenebilir olsunlar,

1) U ,u¢ noktalar1 r,s €t olan kompakt bir aralik ise,
()= f()] < {Sup\fA (r)\}.|s ~7]
tU*1

dir[3],
ii) Vte D igin f*(t)=0 ise f sabit fonksiyondur,
iii) V¢ e D igin f*(¢) = g"(¢) ise bu durumda, C bir sabit olmak iizere,

Vte D igin g(t) = f(¢t)+ C dir[3],
2.3.4. Teorem (On-Antitiirevin varlig)

f diizenli olsun. Bu durumda bir ¥ fonksiyonu vardir dyle ki, F; D bolgesinde

pre-diferensiyellenebilirdir ve, her ¢t € D igin

Fo (1) = f(2)

dir[3].
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2.3.4. Tanim

f:t —r dizenli bir fonksiyon olsun. 2.3.4. Teorem de tanimlanan fonksiyona f
in “on-antitiirevi” denir. Bu durumda diizenli bir f fonksiyonunun “Belirsis

integrali” ¢ bir sabit olmak lizere ve F'; f nin On-antitiirevi olmak tiizere,
[roac=F@+c,

olarak tanimlanir. Ve “Cauchy integrali” Vr,s €t olmak lizere,

[ Fone = Fis)- F(r)

olarak tanimlanir.

f:t —>r fonksiyonuicin Vzet “ icin F*(t)= f(¢t) ise F ye f nin “antitiirevi”
denir[3].

2.3.2. Ornek

t =z ve a #1 sabit olmak lizere,
IatAt

integralini hesaplayalim.

oldugundan, ¢ sabit olmak iizere,
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t

IatAtz ? L
a—1
elde edilir[3].

2.3.5. Teorem (Antitlirevin varlig1)

Her rd-siirekli fonksiyonun antitiirevi vardir. Ayrica ¢, et ise, t et icin,

F() =] f()Ar

seklinde tanimlanan F(¢) fonksiyonu, f(¢) nin antitiirevidir[3].
jspat

f rd-siirekli olsun. 2.3.1. Teorem (ii) den dolay1r f diizenlidir. 2.3.4. Teoremden
dolay1 &n-antitiirevi vardir. F(z,) #t, olsun ve her ¢t € D igin F*(¢)= f(t) olsun.
Yani F fonksiyonu D de On-diferensiyellenebilirdir. Biz gosterecegiz ki, her
tet © icin F*(t)= f(¢t) dir. (t “\D < t * dir). Bu durumda ¢ sag-yogundur.
Cinkii t “\D de sag sagilimli nokta yoktur. f rd-siirekli oldugundan, ¢ de

siireklidir. £ >0 olsun. Bu durumda burada bir U komsulugu vardir dyle ki,
Vs e U igin,
[f()=f(o)|<e

olur. Simdi 7 et igin,

W) = F(7) = f(O)(T~1,)
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tanimlayalim. Bu durumda % ; D de dn-diferensiyellenebiliridr. Bu durumda, 7 € D

i¢in
i (D)y=F"(0)~ f)= f(©) - f(0)

olup, her s e DNU igin,
@)=l - rol<e
olur. Bu ylizden,

Sup ‘hA (s)‘ <g

seDNU

olur. 2.3.1. Notdan dolay1 her » € U ig¢in,
[F(O) = F(r)= f(0)-t =) = [h(0) + ()t = 1) = [h(r) = f(©O)-(r = 1)]= f (Ot = 1)

= |h() = h(r)
~{ s

< 8.|l‘ — r|

olup F; ¢t de diferensiyellenebilirdir ve F*(¢) = f(¢) dir[3].



2.3.6. Teorem

feC., vetet " ise, budurumda,

o(1)

[f@AT = puo).f @)

dir[3].
jspat
2.3.5. Teoremden dolay1 f* nin bir F' antitlirevi vardir ve,

o(t)

[r@AT=Fo@)-F(@)

= u(t).F* (1)
IZONAG
olur{3].
2.3.7. Teorem
£2() >0 ise f azalmayandir[3].
Ispat

[a,b] de f*(1)>0 ve s,tet igin a <s<t<b olsun. Bu durumda,

27



@O =) +[fHOAT f(s)

olarak sonug elde edilir[3].
2.3.8. Teorem

a,b,cet ,aer ve f,geC,, olsun. Bu durumda,

i) i[f(t) +g(nr = jf(t)At + Eg@m ;

ii) Ta. F(HAL = a.i FOAL

i) [ £oac=— roac

iv) if(t)At - Ef(t)At + if(t)At :

v) if(a(t))-gA (A1 = (£.8)(B)~(f-g)(a) - ifA(t)-g(t)At ;
vi) zfm.gA (6)Ar = (f.2)b) = (f-g)(a) - jf (1)-g(o(t)A? 3

vii) j FA=0 ;

viii) [a,b] de | £(#)| < g(¢) ise bu durumda,

[roa:

< j‘ g(t)At

dir;

28



1X) Vt e [a,b) igin f(z) >0 ise bu durumda,

i F(OAL>0

dir[3].
2.3.9. Teorem

feC,veahbet olsun.

1)t =r ise,
[r@ae=] rade

olur ki burada sag taraf belirli integralidir.

i1) [a,b] izole noktalardan olusmus ise,

Su.f@©)  a<b

b tela,b) a=b
j F(OAt =10 ’
- te{%)ﬂ(t)-f 0] asb

dir.

iiiy h>0icint =hz ={hk:kez} ise

29
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b

hz fkh)h ,a<b

“h

[rmae=10 ,a=b

4
3

> fkh).h  ,a>b

b

dir.

iv) t =z ise,

Zb:f(z) a<b
[ roae= 0 ¢
' S0 asb

dir[3].
jspat
i) 2.2.2. Ornek (i) ve genel matematigin temel teoreminden aciktir.

ii) [a,b] sonlu sayida noktadan olusmus ve her noktasi izoledir. @ <b olsun ve

[a,b]=1{t,.1,.....t, } kabul edelim. Yani a =¢, <t, <...<t, = b olsun. Bu durumda,

[rae= 2[ J' f (t)At}
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n—

1
=0\ 1,

o()
[ | f(t)AtJ

n—1

= Zﬂ(t)-f(t)

= > H().f(2)

iab)

olur. b < a de benzer sekilde ispatlanabilir.
Teoremin (iii) ve (iv) siklari (ii) nin 6zel halleridir[3].
2.3.5. Tanim

aet , SupT =0 ve f; [0,00) da rd-siirekli ise bu durumda genellestirilmis

integral,
© b
j F(OAL = ll)imJ. (At

olarak tanimlanir. Sag taraftaki limit mevcut ise genellestirilmis integral

“yakinsaktir”, aksi takdirde “iraksaktir” denir[3].

2.3.10. Teorem (Zincir Kural1)

g:r —>r sirekli ve g:t —»>r , t “ da diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.
Ayrica f:r —r siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

[¢,0(2)] reel araliginda bir ¢ noktasi vardir dyle ki,

(fog)*(t)= f'(g(c)).g"(t)
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esitligi saglanir[3].
2.3.11. Teorem

t bir zaman skalasi ve v:t —r kesin olarak artan bir fonksiyon ve t = v(t ) bir

zaman skalasi olsun. o ile t iizerindeki sigrama fonksiyonunu ve A ile iizerindeki

t tiirevi gosterelim. Bu durumda voo = & ov olur[3].

2.3.12. Teorem (Zincir Kural1)

v:t —r kesin olarak artan bir fonksiyon ve { = v(t ) bir zaman skalast olsun.
w:t =1 alalm. Eger v*(¢) ve wh (v(2)), tet " igin varsa,

(wov)* = (w” ov)v® olur[3].
2.3.12. Teorem (Degisken degistirme).

Kabul edelim ki, f:t —r kesin artan bir fonksiyon ve t = f(t ) bir zaman
skalasi olsun. Bu durumda geC,(t,r) ve feC'u(t,r) olmak iizere, her

t,s et igin

‘ 0 -
[enr*man= [(gof " N&AE

1(s)
dir[3.]

2.3.13. Teorem

Teorem 2.20 deki sartlar altinda t =t ise
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S

e man= [(gosman

7(s)
dir[3].
2.3.14. Teorem (Ara deger teoremi).

f:t —>r fonksiyonu siirekli olsun. ¢,s €t ve ¢ > s olmak lizere,
f)f(H)<0

saglaniyorsa, bir » € [s,t) icin f(r)=0 veya f(r)f(o(r)) <0 olur[3].
2.3.15. Teorem (Leibnitz kuralr)

Kabul edelim ki, set * ve f:t xT" —»>r fonksiyonu, her r>s ve ret *

olmak  iizere (r,r) noktasinda  siirekli  olsun.  Bununla  birlikte,

f*(r)eC,,([s,o(r)]) olsun. O zaman; .[g(t) = f(t,n)An ile tanimlanirsa

g ()= [ t.mAn+ f(o(0),0)

saglanir[3].

Yukaridaki teoremde tiirev birinci derecede uygulanmaktadir.
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2.4. Genellestirilmis Ustel Fonksiyon
2.4.1. Tanim

h>0 olmak tizere, Hilger karmasik sayilar:, Hilger ekseni, Hilger yedek ekseni ve

Hilger sanal ¢emberi sirasiyla asagdaki gibi tanimlhidir,

ch:{zec :z;«t—l},
h
) 1
r, = zech.zer,z>—z ,

1
A,=qze€c ,izer,z<——¢,
h

Ih:{zech: :%} .

Bunlarla beraber, £#=0 1i¢in ¢ ,=c

1
zZ+—
h

tanimlidir[3].

2.4.2. Tanim

h>0 ve zec , olsun.

o |zh+1)-1
z’nin Hilger reel kismi; Re, (z) = —
Arg(zh +1)

z’nin Hilger imajiner kismi; Im, (z) = ile tanimlidir.

Burada Arg(z), z’nin esas argiimentidir.(— 7 < Arg(z) < )

Ayrica Re, (z) ve Im, (z)

—% <Re,(z) <o ve —% <Im,(2) S% araliklarini saglar[3].



2.4.3. Tanim

% <w< 2 olsun. Hilger’in piir imajiner sayisi iw

ile tanimlanir. z ec , i¢in, iIm,(z) €I, olur[3].

2.4.1. Teorem

Eger T ews<Z se
h h

olur[3].

2.4.4. Tanim

c , uzerindeki “circle plus” toplama @ islemi
z@w=z+w+zwhw

ile tanimlanir. Bu durumda (¢ ,,®) bir Abelian grup olur[3].
2.4.2. Teorem

zec , i¢in z=Re, z@ilm, z olur[3].

35



2.4.5. Tanim

2.4.4. Tamimda tanimlanan @ islemi altinda z € ¢ , nin toplamsal tersi

36

Qz= 1_ Zh olur. Bu durumda ¢ , tizerindeki “circle minus” ¢ikarma & islemini
+z
zEw=z®(=w)

ile tanimlariz[3].
2.4.6. Tanim

h=0 olmak tizere,
&:C,>Z, ={zec :—%<Im(z)£%}

silindir doniistimii,

z

> h=0
Si(2) =11
Zlog(l+ zh) > h>0

ile tanimhidir. Ters silindir doniigiimii &, :z , —>c , 1ise

z

-1 _ ? h=0
o (2)= %(e”’—l)a h>0

seklindedir[3].
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4 A
. Tm{} Tm{X
. = (A (N
1 ].mp(z)\ h\/J ™ \ S E.l‘
4————«(———%—&—» *7777( 77777 o—f—» - -
A Re,(3) —1/p Re(h) 4— Re(X)
A / A . y g
f=tmy(s) T p
¥ v

Sekil 2.1 Silindir Déniigiimii

2.4.7. Tanim

p:t —r bir fonksiyon olsun. Eger her tet * igin 1+ u(¢t)p(¢t) #0 ozelligi
saglaniyorsa p fonksiyonuna regressivdir denir. Biitiin regressiv ve rd-siirekli
f:t —>r fonksiyonlarmin kiimesini R= R(t )= R (t ,r ) ile gosterecegiz[3].
2.4.8. Tanim

pe R (t,r )olmak lizere zaman skalasi lizerinde iistel fonksiyon her t,s et igin

e,(t,5) = exp( ¢ (p(r))Arj

ile tanimlanir[3].

2.4.1. Lemma

Eger pe R iseher r,s,t et igin
e,(t,r)e,(r,s)=e,(t,s)

yarigrup 6zelligi saglanir[3].



fspat

pe R, her r,s,t et olsun. 2.4.8. Tanimdan

e,(t,r)e, (t,s) = eXPUé,,(,) (p(r))Arj exp[ [éuo (p(r))Ar]
= exp[ [ p@naz+ &, (p(r))m}

= [£,0 (P()AT

=e,(t,5)
elde edilir[3].
2.4.9. Tanim
pe R ise birinci mertebeden lineer dinamik denklem,
yh=p@)y
regressiv olarak adlandirilir[3].
2.4.3. Teorem

f e R vetet olmakiizere,

x* = f(H)x =0, x(t,)=x,€r

38



ile verilen baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii
x(1) = xpe,(1,1), tet ,

ile belirlidir[3].

2.4.4. Teorem (Sabitlerin Cesitlenmesi)

fe R geC,(t,r)vet,et olmakiizere

- fOx=g), x(t,)=x €r

ile verilen baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

x(t) = xye, (1,t,) + [, (6,5 () g() A7

ile belirlidir[3].
2.4.5. Teorem

p.q< R ise

(1) e,(t,s)=1ve e, (t,0)=1

(i) e, (o (t),s) = (1+ () p(t)Je, (1,5)

(iii) L. €q, (1,5)
e,(t,s)
(iv) e, (t,5) = L €q, (551)

e,(s,1)

39



(v) e, (t,8)e,(s,r)=e,(t,r)

(vi) e, (t,5)e,(t,5) = e ,q,(1,5)

(vii) Z: gj) =0, (1.5)
i 5 -2
dir[6].

2.4.6. Teorem

pe Rvet,et olsun.

(i) Eger t * lizerinde 1+ u(¢)p(¢) >0 ise her et igin e, (¢,¢)) >0 olur.

(ii) Eger t * tizerinde 1+ u(¢)p(¢) <0 iseher t et igin
r,(t,t,) =a(t,t,)(-1)" olur.

Burada

t

i logll + 44(z) p(7)| Ar
u(7)

a(tt,) = exp[

fy

ve

[t0.0)| > t>1,
I’lt:
[1.1))] > t<t,

dir[3].

40
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2.4.10. Tanim

R nin tiim pozitif regressiv elemanlarinin kiimesi,
R'=R"(t)=R"(t,r)= {pregressivevel+y(t)p(t) > 0}
ile tanimlanir[3].

2.4.2. Lemma

R*, R nin bir alt grubudur[3].

2.4.7. Teorem (Ustel fonksiyonun isareti)

Kabul edelimkife R ve ¢, et olsun. O zaman,

(i) f€ R7ise hertet igin e (t,¢, >0 olur.
(11) 1+ u(t) p(t) < 0 ifadesini saglayan ¢ €t * noktalar i¢in

e, (t,t))e,(o(t),t)) <0 olur[3].
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3. LINEER DINAMIK DENKLEM SISTEMLERI
3.1. Regressiv Matrisler ve Lineer Sistemler
3.1.1. Tanim
A, t ilizeninde tanimlt mxn tipinde matris degerli fonksiyon olsun. Eger 4
matrisinin her bir eleman1 t {Uzerinde rd-siirekli ise 4 matrisi t T{zerinde rd-
stireklidir denir. rd-siirekli matris fonksiyonlarin ailesi

Crd :Crd(t ):Crd(t T mX”)

olarak gosterilir. 4 matris fonksiyonun her bir elemani t {izerinde tiirevlenebilir

ise, 4 ya, t lzerinde tiirevlenebilirdir denir. Bu durumda
A® = (a1 ciem e jem

ile gosterilir[3].

3.1.1. Teorem

A, t et * noktasinda tiirevlenebilir ise, bu taktirde

A7(t) = A0+ u(t) 4" (1)

saglanir[3].

3.1.2. Teorem

A ve B, nxn tipinde tiirevlenebilir matris fonksiyonlart ise,
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(i) (A+B)* = 4" + B*;

(ii) Eger o sabit ise, (ad)" = ad”;

(iii) (4B)* = A*B° + AB" = A°B" + BA";

(iv) Eger AA° tersinir matris ise (A7) =—(47) "' A" A7 =—47"4*(4°)";

(v) Eger BB? tersinir matris ise

(AB™)* =(A* —4AB'B*)(B7)" =(4" —(4B™")* B*)B™"

dir[3].

Simdi

Y () = A@)y(t) 3.1

lineer dinamik sistemini gdz Oniine alalim. Burada A4, t 1lizerinde nxn tipinde

matris degerli bir fonksiyondur. Eger y: T — R " vektor degerli fonksiyonu, her bir

tet ” igin, Es.3.1 lineer dinamik denklemini saglarsa, bu taktirde y(z) vektor

degerli fonksiyonuna t {izerinde Es.3.1 denklem sisteminin ¢éziimiidiir denir[3].

Es.3.1 sistemini iceren bagslangic deger probleminin ¢6ziimiinii tanimlamak igin

asagidaki tanimlara ihtiya¢ vardir.

3.1.2. Tanim

nxn tipinde 4 matris degerli fonksiyonu igin 7 + p(¢)A(¢) matrisi tersinir ise A4

matrisine t iizerinde regressiv matris denir. Regressiv ve rd-siirekli matris
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nxn

fonksiyonlarin ailesi R=R(t )=R(t ,r ™) ile gosterilir. Eger A€ R 1ise Es.3.1

denklem sistemi regressivdir denir[3].

3.1.3. Teorem (Varlik-Teklik Teoremi)

A, t lizerinde nxn tipinde regressiv matris degerli fonksiyon 7, €t ve yer ”

n

olsun. f:t —r " vektor degerli fonksiyonu rd-siirekli olsun. Bu taktirde,

YO = Ay(@)  y(t) =y,

n

baslangi¢ deger probleminin y:t —r " seklinde bir tek ¢6ziimii vardir[3].

3.1.3. Tanim

A ve B, t fzerinde nxn tipinde matris degerli fonksiyonlar olsun. Bu taktirde her

tet * icin

(A® B)(t) = A(t) + B(t) + u(t) A1) B(0)
ve

(©A)(1) = —AW)|I + () AW)] " A(t)
olarak tanimlanir[3].

3.1.1. Lemma

(R(t ,r ™™),®) bir gruptur[3].
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3.1.2. Lemma

Eger A, Bve C matris degerli fonksiyonlar1 t ise bu taktirde

A®BO®C)=(A®B)®C

ozelligi saglanir[3].

3.1.4. Tamim (Ustel Matris Fonksiyon)

tet ve Ae R nxn tipinde matris degerli fonksiyon olsun.

YR =AY (©®).  Y(t)=1,

baslangi¢ deger probleminin bir tek matris degerli ¢6ziim fonksiyonu e, (¢,7,) olarak

tanimlanir[3].

Ustel matris fonksiyonun bazi énemli dzellikleri asagidaki teoremde verilmistir.

3.1.4. Teorem

A,B €t matris degerli fonksiyonlar olsun. Bu taktirde,

(1) e, (t,5)=1 ve e, (t,t)=1;

(ii) e, (a(1),5) = (I + u(t) A(®))e,, (t,5);

“es -1 *
(iii) e, (£,5) = e o+ (1,5);

(iv) e, (t,8) =€, (s,00¢", (5,0);



(v) e, (t,8)e, (s,r) =e (t,1);
(vi) Eger e, (t,5s) ve B(t) degismeli ise, e, (t,5)e,(t,5) = e, 55 (t,5)
saglanir. * ile matrisin adjointi kastedilmektedir[3].

3.1.5. Teorem

Eger A€ R ve a,b,c et ise, bu taktirde

e, (c.)]* =—[e,(c.)] 4
Ve

b

[ei(c.o) AN =e,(c.a)—e,(c.b)

saglanir[3].

Simdi Es.3.1 denklem sitemi ile beraber,
yh =AWy + f(0)

homogen olmayan denklem sistemini gbz Oniline alalim. Burada f:t —r

degerli fonksiyondur.

46

(3.2)

" vektor
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3.1.6. Teorem (Sabitlerin Cesitlenmesi)

n

Ae R, t lzerinde nxn tipinde matris degerli fonksiyon, t, et ve y:t —r

olsun. f:t —r vektdr degerli fonksiyonu rd-siirekli olsun. Bu taktirde
y(0)=AD)y@) + f(1), V(1) =¥,

baslangi¢ deger probleminin y:t —r " bi¢ciminde bir tek ¢dziimii vardir. Bu

¢cozum

V() = e, (1,1, + [ e, (t,0(2) f(D)AT

f
ile verilir[3].
3.1.7. Teorem
A€ Rve C tirevlenebilir olsun. Eger C,
C* = A(H)C - C? A(2)
dinamik denkleminin ¢6ziimii ise, bu taktirde
C(D)e,(t,5) = e, (t,5)C(s)

saglanir[3].
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3.1.1. Sonug

Ae R ve C bir sabit matris olsun. Eger C, A ile degismeli ise, C, e, ile

degismelidir. Ozellikle A sabit bir matris ise bu taktirde 4 ile e, degismelidir[3].
3.1.8. Teorem (Sabitlerin Cesitlenmesi)

Ae R, t flzerinde nxn tipinde matris degerli fonksiyon, 7, €t ve y:t —r "

olsun. Bu taktirde
xt =—A)x7 + f(1), x(t)) = X,

baslangi¢ deger probleminin x:t —r big¢iminde bir tek ¢ézlimii vardir. Bununla

birlikte bu ¢6ziim
X(t) = ey (L)X, + [ eg - (6,7) f(D)AT
lo

ile verilir[3].



49

4. LINEER DINAMIK SISTEMLERIN ASIMPTOTIK DAVRANISI

Bu boliimde, zaman skalasinda lineer dinamik denklem sistemlerinin ¢oziimleriyle,
bu sistemlerin cesitli yapilardaki perturbasyonlarinin ¢oézliimlerinin asimptotik
davraniglar1 arasindaki iliskileri veren bazi Onemli teoremler ve sonuglar

incelenecektir.

Skaler bir dinamik denklemi incelemek, her zaman, bir dinamik denklemler sistemini
incelemekten daha avantajlidir. Bu yiizden inceleyecegimiz teoremlerde sik sik,
sistemi bir skaler denkleme indirgeme yoluna gidilmistir. Sistemin katsay1
matrislerinin elemanlar1 olan fonksiyonlarin saglamasi gereken skaler denklemlerin

teoremlerde kosul olarak verilmesi, bu avantajin kullanilmasiyla dogmaktadir.

Bu boliimde verilecek olan bazi teoremlerde “asimptotik olarak denk olma” kavrami

kullanilacaktir. Bu yiizden ilk 6nce asagidaki tanimi verelim.

4.1. Tanim

Iki dinamik denklem sisteminin c¢oziimleri arasinda bir homeomorfizm
kurulabiliyorsa ve bu ¢oziimler arasindaki fark asimptotik olarak (yani ¢ — o iken)

sifira gidiyorsa bu dinamik sistemler asimptotik olarak denktir denir|[8].

Bu bolim boyunca, t —r zaman skalasin1 istten smnirsiz kabul edecegiz

n n

(Supt =w0). neN i¢in f:t xr " >r " ve b:t —>r " rd-siirekli fonksiyonlar,
AeRveBeC,; t lizerinde tanimli nxn matris degerli fonksiyonlar ve C €R;

nx n sabit matris olmak tlizere,

y& =A@y +b(1) (4.1)
x* = A()x +b(t) + f(t,X) 4.2)
x® = A(t)x (4.3)
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y* =[A@)+ B(1)]y 4.4)
x* =Cx 4.5)
yi=Cy+ f(t,y), f(10)=0 (4.6)

dinamik sistemleri goz oniine alinacaktir. Es.4.1 ile Es.4.2, Es.4.3 ile Es.4.4 ve Es.4.5
ile Es.4.6 dinamik sistemlerinin asimptotik olarak denkligini veren teoremler ve

sonuglar verilecektir.

Diferensiyel denklem sistemlerinde ve fark denklem sistemlerinde daha once bu
konuda ¢esitli calismalar yapilmis ve bazi sonuglar elde edilmistir. Ornegin,

Levinson [9] de, Es.4.3 iin asikar ¢oziimiiniin diizgiin kararli, A(t) = A ve

[|B@)dt < 4.7)

olmasi durumunda Es.4.3 ile Es.4.4 sistemlerinin asimptotik olarak denk oldugu

sonucuna varmistir. Daha sonra Wintner [10] da bu sonucu A(¢) degisken matrisi

icin gelistirmis, Es.4.3 iin ¢oziimlerinin sinirli olmasi ve Es.4.7 nin ve,

t—w

t
liminf j Trace[B(s)]ds > —o
0

saglanmast durumunda Es.4.3 ile Es.4.4 sistemlerinin asimptotik olarak denk oldugu
sonucuna varmistir. Benzer olarak Yakubovich [11] de Es.4.5 ile Es.4.6 sistemleri
icin de asimptotik denkligine iliskin teoremler vermistir. Fark denklem sistemlerinde

de benzer ¢alismalar yapilmistir.

Zaman skalas1 alaninda ise bu ¢alismalar genellestirilmistir. Bohner, Bodine ve Lutz
[5,6,7] de, Kaymakgalan, Mert ve Agacik [8] de bu konuda kullanisli sonuglar elde

etmislerdir. Bu boliimde bu calismalarda elde edilen sonuglar incelenecektir.
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Simdi Es.4.1 ve Es.4.2 denklemlerini diisiinelim.

Her t et igin, I+ u(t)A(¢) tersi alinabilir olsun. (4.8)

Bu durumda varlik teoreminden dolay1 bir nx n, tersi alinabilir matris degerli Y(¢)

fonksiyonu vardir dyle ki,
YR =AY (1),  Y(t)=1 (4.9)
saglanir.

4.1. Teorem

Es.4.8 saglansin, ayrica Es.4.2 da verilen f(¢,y) fonksiyonu

[lf@0jar <o, 4.10)

|f(2',x1)—f(z',x2)| < 7(T)|x1 — X ,Vxl,xz er’
o (4.11)
Iy(r)Ar <ow,Tet 724,
Ozelliklerini saglayacak sekilde olsun.
Oyle P, ve P, biitiinler projeksiyonlart var olsun ki, K > 0 igin
Y@ORY™ (s)|<K.Viet t>1,,s€t,.)Nt
(4.12)

YOPY " (s)| <K, Vs et s> 1.t €[ty,5) Nt

olsun. Bu durumda, Es.4.1 ve Es.4.2 nin smirli ¢oéziimleri arasinda bir

homeomorfizm kurulabilir. Ayrica eger,
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lim{Y(£)P,} =0 (4.13)

t—0
Saglanirsa Es.4.1 ve Es.4.2 asimptotik olarak denktir [5].
4.1. Not

Es.4.11 kosuluna perturbasyon terimi lizerinde biiyiime kosulu (growth condition)

denir. Es.4.12 kosuluna ayrisma kosulu (dichotomy condition) denir. Buradaki P, ve

P, biitiinler projeksiyonlar,
(4.14)

sartlarini saglayan n x n matrislerdir[5].

Bu teoremi ispatlamak icin dnce bir 7' operatdrii tanimlayacagiz. Bu operatdr ¢ > ¢,

olmak iizere,

(Tx)(1) = IY (ORY ™ (o(2) f(z,x(r)AT

— ]2 Y(O)PY ' (o(0) f(z,x(r))AT (4.15)

olarak tanimlansin. Bu tammda x, [f,c0)nt arahiginda smirli fonksiyon ve

t, €[t,»0)Nt noktast da
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0 = KT y(r)Ar <1 (4.16)

saglanacak sekilde secilmis bir noktadir (bkz. Es.4.11).
4.2. Not

Es.4.15 ile tanimlanan 7' operatdrii, x:t —r " fonksiyonu [t,oo)mt araliginda

sinirli  oldugundan ve Es.4.10-Es.4.12 kosullar1 saglandigindan dolayr iyi

tanimlidir[5].
Simdi T operatorii igin bir lemma verelim.
4.1. Lemma

Es.4.15 ile tamimlanan 7' operatorii i¢in, Es.4.8, Es.4.10-Es.4.12 kosullar1 saglansin.

Bu durumda 7 € [t,,0) Nt igin,

(Tx)* — A(Tx) = f(-,x) (4.17)
bagintis1 saglanir[5].

jspat

2.2.2. Teorem (iii) ile verilen ¢arpimin tiirevi kuralindan dolayi, ¢ € [to ,oo)mt icin

(Tx)" () = A()(Tx)(t) = ¥ A(Z)J.PIY o (0) f(r,x()AT

+Y7(ORY " (o(0) [ (t,x(1))
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-Y A(t)J‘PzY o) f (r.x(2)AT
+Y7(ORY () f (1, x(1))

—A@®)Y (f)IRY (o) f(z,x(r)AT

+A@OY (t)TPzY o) f(z,x(r)Ar

=Y(c(OP, + P,JY " (0(1) [ (1, x(1))
= f(t,x(1)),

elde edilir. Burada Es.4.9 ve Es.4.14 i kullandik[5].
4.1. Teoremin Ispati

Sinirl fonksiyonlar igin verilen

= sup (o)

telty o)t
normunu kullanacagiz. Eger x, ve x, iki sinirhi fonksiyon ise, ¢ € [tl,oo)mt i¢in
|(Tx,)(0) = (Tox, ()] < 6], = x| (4.18)

esitsizliginin saglandig1 gosterilebilir. Ayrica Es.4.10 kosulundan dolay1
(T0)1)| < Kj f(r,0)Ar (4.19)
4

esitsizligi saglanacagindan, ayrica Es.4.18 ve Es.4.11 kosullarindan dolay1
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|7x|| < |7 — 70|+ |T0] < 6] + |70 (4.20)

saglanir. Ayrica Es.4.18 ve Es.4.20 den dolay1

I < o] + K| £ (r.00A7 (421)

4

saglanir. BoOylece 7T operatorii ¢ e [tl,oo)mt araliginda tanimli fonksiyonlarin

kiimesinden, kendisine tanimli bir daralma doniistimiidiir. Dolayisiyla ¢ > ¢, i¢in
y=x-1x (4.22)

dontistimii, Es.4.1 ve Es.4.2 nin simirh ¢éziimleri arasinda bire-bir bir doniistimdiir

(Es.4.17. Es.4.18) kullanilarak
I+ ‘9)_1 ||y1 - yz” < ||x1 _xzn <(1- 9)_1”)’1 _y2||

elde edilir ki bu da Es.4.22 doniisiimiiniin ve tersinin ¢ € [tl,oo)mt icin siirekli
oldugunu gosterir. Varlik teoremi ve Es.4.8 kullanilarak bu aralik [7,,7, ]t

araligina genisletilebilir. Son olarak verilen bir £ > 0 i¢in bir ¢, (&) > ¢, segelim Oyle

ki

K £
K [ f@,x(r)Ar < 5

t,(€)

esitsizligi saglansin. Boylece

[x(t) = ()] = |(T)(@)|
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()

<fror| [y @)/ xS,

elde edilir. Dolayisiyla, t et , t — o i¢in x(¢) — y(¢) = o(1) olur[5].

Simdi Levinson’un Perturbasyon Lemmasimin zaman skalasina genellestirilmis

versiyonunu verelim. Bunun ispatini yaparken 4.1. Teoremi kullanacagiz. Burada

A, it =1, 1<n<k, fonksiyonlarird - sﬁrekli} 423)
1+ pu()A, (1) #0,hert et igin
ve
A(t) = diag{l,(t),..A,(t)}. (4.24)
olarak kabul edecegiz. Bu teoremde
s LOZAO L =1 (4.25)

Wi‘ = i
DT a4,
baslangi¢ deger problemlerinin biiyiik 6nemi vardir. Varlik teklik teoreminden ve

LO=A0) _1+u0A,0)
L+ DA (@) 1+ p04,0)

1+ u(t)

oldugundan w, :t —r ¢oziimleri tek tammhdir. Son olarak R de t {izerinde

tanimlt nxn rd-stirekli matris degerli bir fonksiyon olsun. Bu 0n bilgiler

dogrultusunda simdi Levinson’un Perturbasyon Lemmasin1 verelim.



4.2. Teorem

Kabul edelim ki Es.4.23 saglansin. Ayrica,

| R@
(2,0~ 2,()

olsun ve éyle K,;m>( sayilar1 olsun ki her (i, j) ¢ifti i¢in

. .. Wij(S)
(@) limw,(7)=0,ve Viet , t>t,, se[t,,f]Nt igin >
T—0 wlj(l‘)
L (wy(s)
by t>t,, selt,,f]Nt igin ———<K, Viet
w; (1)

>m

b
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(4.26)

(4.27)

siklarindan birisi saglansin. Buradaki w;, ler E§.4.25 ile tamimlanan fonksiyonlardir.

Bu durumda x* =[A(¢) + R(¢)]x lineer dinamik denklem sistemi,

t > o iken X(¢)=[I+o(D]¥(?)

olan bir temel ¢oziimler sistemine sahiptir. Buradaki Y ;

YA =AY (@), Y(t,)=1I

denklemini saglayan bir matristir[5].

fspat

i € {l,...,n} sayisini sabitleyelim ve

(4.28)
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Ai(z)=%, ﬁ(z,@:%

olarak alalim. Simdi artik

w' = A, (0w, (4.39)
ve

v =A@+ ) (4.40)

sistemlerine 4.1. Teoremi uygulayabiliriz. Es.4.8 sartinin saglanmasi i¢in

1+ p()A()

T+ uOA 0= a0

matrisinin singiiler olmamasi gerekmektedir. Bu da FEs.4.23 kosulu sayesinde

saglanmaktadir. Ciinkii Es.4.24 ten dolay1r A(¢) bir diyagonal matristir. Ayrica f,
fonksiyonu asikar olarak Es.4.10 u saglar. Eger y = R/(1+ ud,) segersek Es.4.26

kosulunun saglanmasiyla Es.4.11 kosulu da saglanir. Son olarak Es.4.27 kosulunun

saglanmas1 gerekiyor. Bu amagla

L (G, )) (4.27) - (a) yrsaglarsa
7o, diger hallerde

olarak tanimlayalim. P, =diag{p,,...,p,} ve P, =I1-P olarak segelim. Bu

durumda Es.4.14 saglanir. Dikkat edilirse
W, =diag{w,,w;,....w,,}

olarak tanimlanirsa
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W' =AW, Wity) =1

baglangi¢ deger problemi saglanir. Buradaki w, ler Es.4.25 ile tanimlanan

fonksiyonlardir. Boylece Es.4.27-(a) kosulu }EE{W’ ()P} =0 olmasin1 gerektirir ve
Es.4.13 de Y =W,, i e{l,...,n} olarak disiiniiliirse saglanir. 71, <s<t, s,tet igin
VK(t)RVK_l (s) matrisi; elemanlar1 0 veya, (i,j) cifti Es.4.27-(a) kosulunu saglarsa
elemanlart w, (#)/w;(s) olan (ki burada ‘wl.j )/ w (s)‘ <1/m dir) bir matristir. Yine
benzer sekilde 7, <t<s, s,tet icin Wi(t)Plef1 (s) matrisi; elemanlar1 0 veya,
(i,j) ¢ifti Es.4.27-(b) kosulunu saglarsa elemanlart w; (z)/w,(s) olan ( ki burada
\wl.j (0)/w, (s)\ < K dir) bir matristir. Boylece Y =W,, i € {1,...,n} olarak diisiiniiliirse

Es.4.12 kosulu da saglanir.

n

Simdi, w,(¢) =e, fonksiyonu ( ki burada e, er "; i.nci birim vektordiir) Es.4.39

denkleminin asikar sinirli bir ¢6ziimii oldugundan Es.4.40 denkleminin

V,=w, +¢& =e +¢&; ve }i_l:ggl.(t)=0, 1<i<n
olan bir v, ¢ozlimii vardir. Simdi y, fonksiyonu

yi =40y, y(t) =1

probleminin tek ¢dziimii olsun. x, = y,v, = (e, +&,)y, kabul edelim. Dikkat edilirse
Y =diag{y,,...,y,} fonksiyonu Es.4.9 u saglamaktadir. 2.2.2. Teorem-(iii) ile verilen

tiirevin ¢carpimi kuralindan,

O =) O =" Ov,0) +y, @Oy, ()
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A(t) = 2,(D] +R(?)
a4

=4 Ox; @)+ y, (OIA@D) = 4,(D] + R(0)}v,(2)
=[A@) + R(D)]x; (7)

= 4,0y, (W, )+ {y.(t) + u®)y," )}

(@)

elde edilir ki bu da Es.4.28 1 verir. Boylece ispat tamamlanmis olur[5].

4.3. Not

Yukarida verilen 4.2. Teoremi

x* =[A@)+V () + R(D)]x

bicimindeki sistemlere uygulanilabilir hale getirmek icin bazi dontsiimler
gelistirilmistir[5]. Bu tez ¢alismasinda bu dontistimler incelenmemistir. Detayli bilgi
i¢in [5, 5. boliim] e bakiniz.

4.4. Not

Yukarida verilen teoremlerde sozii edilen A(#) matrisi

A()=C+R(0)

formundaysa, ki burada C, nxn, kosegenlestirilebilir ve regressiv bir matrisdir,
teoremlerin sartlar1 daha da basitlestirilebilir[6]. Bu ¢alismada bu konuya

deginilmemistir. Detayli bilgi i¢in [6] ya bakiniz.

Simdi daha oOnce incelenen iki teoreme ek olarak, dinamik sistemlerin asimptotik
davranis1 hakkinda daha farkli bir yaklasim ortaya koyan bir teoremi ispatsiz olarak
verecegiz. Bu teorem, 4.1. teorem ve 4.2. teoremin bir sunucu olarak da goriilebilir.

Ispat1 i¢in [6] ya bakiniz.
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4.3. Teorem

t zaman skalasi, her ret ve a >1 i¢in o(f) < ot esitsizligini saglayan bir zaman
skalasi olsun. B de rd-siirekli, regressiv, nxn matris degerli bir fonksiyon olsun. &
de t > o iken

b(t)=0(1/t")

sartin1 saglayan n-vektor degerli bir fonksiyon olsun. Ayrica

Y* = B(t)Y

sisteminin Y (¢) ¢ozimi K,c,d >0 ve PB,P, biitiinler projeksiyonlar1 i¢in, iistel

ayrisma kosulu (exponential dichotomy condition) dedigimiz
s <t igin [Y()RY ™ (0(s))| < Ke, (s.1) ,

ve

s>t igin [Y()PY ' (o(s))| < Ke, (1,0(s))

kosulunu saglasin. Bu durumda, eger x

x* = B(t)x + b(¢)

sisteminin bir ¢6zimii ise

y* =B(t)y

sisteminin bir y ¢oziimii vardir, dyle ki # — oo iken
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x(t) = y(0)|=00/1"),
saglanir[6].

Simdi 4.1. teorem ve 4.2. teoremin, diferensiyel denklemlerde (t =r ) ve fark

denklemlerinde (t =z ) nasil uygulandigini bir 6rnek {izerinde inceleyelim.

4.1 Ornek

Kisaca t =r ve t =z durumlan igin verilen teoremleri inceleyelim. Ik énce

t =r olsun. Yani zer igin
oty=p)=t, =0, [ O=/0 ve [f@Ar=][f(r)dz

olur. Ayrica bu durumda
wh = AOw  w(t,) =1

Probleminin ¢6ziimii, A(¢) fonksiyonu siirekli ise,

w(t) = exp{jﬂ(r)dr}

fo

olarak verilir. Bu durumda Es.4.25 deki w,; ¢oziimleri, Es.4.23 saglanirsa,

W, (£) = exp{ [ln@-2, (r)]dr}

fy
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olur. Boylece

W, ()] _
w, (1)

exp{ [, @-4 (r)]dr}

_exp{j Re[2,(r) - ﬂ(r)]d}

olur. Simdi eger bir m >0 ve ¢ er varsa dyle ki her (i, j),., ¢ifti icin

Re[2,()-2,@)]2m, Ve[ w)nt

saglanirsa bu durumda (i, j),,; i¢in

(@) Relfi()-f,0|zm  vie[ o)t

(4.41)
b) Re[f,()-f,(0)]<-m Vie[ o)t

yazariz ki burada f, (#) = 4,(¢) dir. Es.4.23 saglanirsa 4, — 4, fonksiyonlar: stirekli

olurlar. Boylece Es.4.27-(a) kosulu Es.4.41-(a) kosuluna; Es.4.27-(b) kosulu da
Es.4.41-(b) kosuluna doniisiir.

Simdi t =z olsun, bu durumda ¢ € z igin

oy=t+l  pO)=t-1 u@)=1 [0 =51(1)

b b
[r@ar=3 1@, a<b
olur. Ayrica w fonksiyonu ¢ > ¢, igin

w(e) = [T+ 4))

=t
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ve w, fonksiyonlar1 da

= 1+ 4,(7)
mo=IlZe

Iy

olur. Boylece

w, (5)

w; (1)

1+ 2,(0)
_H1+/1,.(r)

ty

T=s

= exp{i [10g|1 + A, (T)| — ‘logl +4, (‘[)H}
= exp{j. [10g|1 + A, (T)| - ‘logl +4, (T)HA{}

- exp{ [Relf,(0)-7, (r)]Ar}

yazilabilir ki burada f, (¢) = log(1+ 4, (t)) dir. Sonug olarak yine Es.4.41 kosulu

Es.4.27 kosulunun saglanmasi i¢in yeterlidir. Burada alternatif olarak baska bir kosul

vermek de mumkiindiir.

lima, (1) = &, 1<k<n, |a|#|a,
t—o

, l<i<j<n

olsun ki burada ¢, (¢) =1+ A4, (¢) dir. Bu durumda agiktir ki asagidaki kosul, Es.4.27

kosulunun saglanmasi i¢in yeterlidir
(a) |ai| > ‘aj‘ veya (b) |ai| < ‘aj‘

[5].
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Buraya kadar inceledigimiz teoremlerde, Es.4.1 ile Es.4.2 ve Es.4.3 ile Es.4.4 lineer
sistemlerinin simirli  ¢ozlimlerinin asimptotik davraniglart arasindaki iliskileri
inceledik. Simdi verecegimiz teoremlerle Es.4.3 ile Es.4.4 ve Es.4.5 ile Es.4.6
denklemlerinin ¢6zlimleri arasindaki, c¢oziimler sinirlt olmasa da, iliskileri
inceleyecegiz. Sinirlilik sartt aranmadigindan dolayr bu teoremler pratikte daha

kullanisli olabilmektedir.

Bu teoremleri incelemeden dnce bazi 6n bilgiler verecegiz. i1k dnce

y(t)=-e, (t,t,)u(t) (4.42)
degisken doniisiimii yapalim. Bu doniistim ile birlikte Es.4.4 denklemi

u = P(t)u (4.43)
denklemine doniistir ki burada

P(t)y=e,(t,,0(t)B(t)e, (1,t,) (4.44)
dir. Simdi, daha sonra kullanacagimiz bir lemma verelim.

4.2. Lemma

Eger

[lP@]at <o (4.45)

fo
saglanirsa bu durumda

¥4 = P)Y + P(¢) (4.46)
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dinamik denkleminin dyle bir ¥ ¢6ziimii vardir ki £ — oo iken ¥ — 0 olur[8].

fspat

Y(=1, W.()= —]O P(s)[I +¥(s)]As, k=12,..

olarak tanimlayalim. Es.4.45 kullanilarak Z‘Pk (t) serisinin, yeterince biiytik ¢, > ¢,
k=1

ve te[t,o)Nnt i¢in diizgiin yakinsak oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica

telt,,©)nt icin Y(r) = Z‘I’k (t) fonksiyonu da t — o iken ¥ — 0 olur ve
k=1

P(f) = — j P(s)[I +¥(s)]As, t elt,,0) Nt
dir[8].
4.4. Teorem

Kabul edelim ki Es.4.45 saglansin ve

lime, (t,t,)¥ () = 0 (4.47)

saglansin. Bu durumda Es.4.3 ile Es.4.4 sistemleri asimptotik olarak denktir[8].
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fspat

t noktas1 ¢ > ¢, olacak sekilde yeterince biiyiik bir say1 olsun. 4.2. lemmadan dolay1
u(t)=[1+¥(#)lc, cer " fonksiyonu, ¢ €[t,,0)Nt i¢in Es.4.43 denkleminin bir

¢Oziimiidiir ve bdylece

y(t)y=e, (t,t,)[+¥()]c (4.48)

fonksiyonu da Es.4.4 {in bir ¢o6ziimiidiir. # - o iken ¥ — 0 oldugundan &yle bir

t, >t, noktast vardir ki bu noktada 7+ W¥(z,) matrisi singiiler degildir. Simdi
x" =e,(t,,t,)c ve ' =e,(t,,t,)[I+¥(t,)]c olsun. Es.4.3 ile Es.4.4 denkleminin,
x(t,) = x" ve y(t,) = y° noktalarindan gegen ¢dziimlerini sirastyla x(¢) = x(z,z,,x")
ve y(t)=y(t,t,,y’) olarak yazalim. Varlik ve teklik teoreminden dolay1 ve

I +'¥(¢,) nin singiiler olmamasindan dolay1

y' = e, (t,, 1) +¥(t,)]e, (.1, )x’

bagintist araciligiyla Es.4.3 in x(¢) ¢Oziimiiyle Es.4.4 iin y(¢) ¢6ziimii arasinda bire-

bir bir doniisiim kurulmus olur. Bu da
y(t) =x(0)+e,(t,1)¥(@)c, te[t,0)nt

dir. Boylece Es.4.47 g6z 6niine alindiginda ispat tamamlanmis olur[8].



4.2. Ornek

t =r olsunve 7 €[l,) i¢in

Ve
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(4.49)

(4.50)

sistemlerini ele alalim. 4.4. teoremin sartlarinin saglandig1 kolayca goriilebilir (¢ > 1,

K>0 igin |P(t)|<Ke™? ve |¥(t)|<e™ " ~1 olur). Bu yiizden Es.4.49 ve

Es.4.50 sistemleri asimptotik olarak denktir. Dikkat edersek burada Es.4.49

denkleminin ¢oziimleri x, = [tz,2t]T ve x, = [t"l —t7 ]T olup smirhl degillerdir[8].

Simdi verecegimiz teoremle Es.4.5 ile Es.4.6 sistemlerinin ¢oziimlerinin asimptotik

davraniglarint inceleyip, sistemlerin asimptotik olarak denk olma kosullarini

verecegiz. Burada kabul edecegiz ki bir 7 € C([t,,00)nt ) fonksiyonu var olsun

oyle ki, her (¢,x,),(t,x,) € [t,,0) Nt xr

[f () = f(tx,)] <m0y, = x|

saglansin. Ayrica kabul edelim ki
[llec g, a@nlec (t.to)n()At < o0

saglansin. Simdi, daha sonra kullanacagimiz iki lemma verelim.

(4.51)

(4.52)
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4.3. Lemma

Eger Es.4.52 saglanirsa bu durumda

u’ = e (ty,0(1) f(t,eq(t,t))u) (4.53)

denkleminin her ¢6ziimii [z,,0) "t aralifinda smurlidir. Ayrica (4.53) denkleminin

n

her u(¢) ¢oziimil i¢in bir sabit c er

olur[8].

vektorii vardir oyle ki ¢ - o iken u(¢t) - ¢

fspat

Es.4.53 denkleminin u(¢,) = u, noktasindan gecen ¢Oziimiinii u(¢) = u(t,¢,,u,) ile

gosterelim. f(¢,0) = 0 oldugundan ve Es.4.51 kosulundan dolay1

|u(t)| < |u(to )| + J.M(S)|M(S)|AS , [t,,0) Nt

ty

elde edilir ki burada
M) = ”ec (%> O'(t))”-”ec (2,1, )”77@)

dir. Es.4.52 kullanilarak, ve 1+ u(¢)M (¢) > 0 oldugundan dolay1 Gronwall esitsizligi
kullamlarak gériilebilir ki, ¢ e[f,,0) Nt igin |u(t) <M, olacak sekilde bir M,

vardir vardir. Ayrica

et (5))f (5re0 (5,1 )AS < M, [ M(5) <00

fo fo
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oldugu aciktir. Bundan dolay1 ¢ sabitini

C=u,+ Tec (t5,0(5)) [ (s,ec (5,1, Ju(s))As

fo

olarak tanimlayabiliriz. Boylece
u(t) = c = [ ec(ty, 0(5)).f (5,ec (5,1 Ju(s))As

olur ki bu da lemmanin ifadesini saglar. Boylece ispat tamamlanmis olur[8]
4.4. Lemma

Eger y(¢) fonksiyonu Es.4.6 denkleminin bir ¢6zliimii ise Es.4.53 denkleminin bir

u(t) ¢oziimii vardir oyle ki

y(t) = ec(t,ty)u(t) (4.54)

esitligi saglanir. Tersine, eger u(¢) fonksiyonu Es.4.53 denkleminin bir ¢6ziimii ise

bu durumda Es.4.6 denkleminin ¢6ziimii Es.4.54 ile verilir[8§].
fspat

Es.4.54 ile verilen y(¢) fonksiyonunu Es.4.6 da yerine yazarak denklemi sagladigi
kolayca goriiliir. Tersine, Es.4.54 ifadesinin tiirevi alinarak u(¢) fonksiyonunun

Es.4.53 i sagladig1 kolayca gortilebilir[8].
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4.5. Teorem
Es.4.52 saglansin. Bu durumda Es.4.6 denkleminin her y(¢) ¢oziimii £ — oo iken

Y1) = ec(t:1y)[e +o(1)] (4.55)

n

formundadir ki burada c e r " sabit bir vektordiir. Ayrica

0

o(1) == ec(ty, () f (s,ec (5,1, Ju(s))As

t

dir. Burada u(¢) fonksiyonu Es.4.53 denkleminin bir ¢éziimidiir[8].

fspat

4.3. lemma ve 4.4. lemma ile verilen sonuglar g6z oniine alindiginda E§.4.55 in

saglandig1 kolayca goriilebilir[8].
4.6. Teorem

Kabul edelim ki Es.4.52 saglansin. Ayrica
lim j lec (¢, a(s)|lec (s.2,)|j(s)As = 0 (4.56)
t

saglansin. Bu durumda Es.4.5 ile Es.4.6 sistemleri asimptotik olarak denktir[8].
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fspat

0

u(t) = e (t,1y)| ¢ = [ ec(ty,0(9)) /(5. (5,1, Ju())As

t

= x(1) = [ (1,0(5) / (s,ec (5,1, Ju(s))As

Saglanir. Burada x(¢) =e.(t,¢,)c fonksiyonu Es.4.5 denkleminin, u(t) =u(t,¢,,u,)
fonksiyonu da Es.4.53 denkleminin bir ¢oziimiidiir. Agiktir ki verilen bir u,, Es.4.5
ve Es.4.6 denklemlerinin x(¢) ve y(¢#) ¢Oziimleri arasinda bire-bir bir donilisiim

tanimlayacaktir. Es.4.56 kosulundan dolay1 ¢+ — o« iken x(¢)— y(¢) — 0 olacaktir ki

bu da ispat1 tamamlar[8].

4.3. Ornek

t =R, = Y [2k,2k +1] olsun ve t € [0,00) Nt igin

k=

(=}

0 1
A= . 4.57
L O} 457)
Ve
0 1 (] =
yh = y+|€ (9 oS (4.58)
4 0 e siny,

denklemlerini goz oniine alalim. Bu durumda ¢ € [2k,2k + 1] i¢in iistel fonksiyon
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%(3k eZ(t—k) + (_l)k e—2(t—k)) %(3k e2(t—k) _ (—l)k e—Z(t—k))
e-(t,0)=
3k62(tfk) _ (_l)kefz(tfk) %(31{62(116) + (_l)kefz(tfk))

olacaktir. 77(t) = e™ segersek Es.4.52 nin saglanacag kolayca gériilebilir. Gergekten

0

j lec (0,a)|lec (.0) (1A < 4e? j e At

0

o 2k+1

= 42 je_4’+2dt + 42 e 82
k=0 2k k=0

B e’ +3e7
l—-e®

olur. Boylece

s)As < 862t+2we_4“'As
n(s)

t

[lec t.ts)llec .

oldugundan Es.4.56 sartt saglanir. Dolayisiyla 4.6. teoremden dolay1 Es.4.57 ile
Es.4.58 sistemleri asimptotik olarak denktir[8].

4.4. Not

Dikkat edilirse gerek Es.4.52 gerekse Es.4.56 kosullarinin saglanip saglanmadigini

kontrol etmek icin e.(z,s) matrisini hesaplamak gerekmektedir. Bu da degisken

katsayili sistemlerde her zaman kolay olmamaktadir. Bu nedenle iistel matris
fonksiyonun baz1 6zellikleri kullanilarak bu kosullar1 gerektiren bazi yeni kosullar
tiiretilmistir. Asagida bu kosullar yerine yazildiktan sonra elde edilen teorem ispatsiz

olarak verilecektir. Bu konuda detaylar i¢in [8, boliim 5] e bakiniz.
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4.7. Teorem

/”tj, j=12,..,01 ler, C matrisinin m; kath 06z degerleri olsun ve

m, =max{m1,m2,...,ml} olarak tanimlayalim. Ayrica, 6yle M, >0 ve B sayilan

mevecut olsun ki 7 € [t,,00) Nt igin

1

— <M ve B, (1)<
‘1+ﬂj,u(t)‘ 0 1/() B

sglansin ki burada

1
B, ()= mlogh +u(1) ()

Re p(?),

. >0
wit)=0

oarak tanimlanan fonksiyondur. Bu durumda eger

o L T B
[ta(t)” 1]’”0 Ao (-u(0)

€1rCrpu(r)det C (o(1),t,)

n(t)At < o

Ve

0 _1 fmo—1 —
limgrton flite) [ et

n(s)As =0
o t CTrCru(s)detC (o(s).t,)

kosullar1 saglanirsa Es.4.5 ve Es.4.6 sistemleri asimptotik olarak denktir[8].
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