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1. GİRİŞ 

 

Bu tezde, zaman skalasında lineer dinamik denklem sistemlerinin asimptotik 

özellikleri verilecektir. Bazı tiplerdeki dinamik denklem sistemleri ile bunların belirli 

tiplerdeki perturbasyonları arasında asimptotik ilişkiler incelenecektir. 

 

Zaman skalası kavramı modern matematikte yeni bir kavramdır. 1988 yılında Stefan 

Hilger’in, ayrık ve sürekli kümeler üzerinde tanımlı fonksiyonların analizini 

birleştirmek için yaptığı çalışmalarla zaman skalası teorisi kurulmuştur.  

 

Son yıllarda üzerinde çok yoğun çalışmalar yapılan zaman skalası teorisi, sürekli ve 

ayrık analiz veya fark denklemleri ve diferensiyel denklemler teorilerini 

kapsamaktadır. Kısaca zaman sıkalası teorisi, sürekli ve ayrık analizin 

genelleştirilmesidir. 

 

Bu tezin ikinci bölümünde zaman skalası kavramı tanıtılmış, temel özellikleri 

verilmiş ve zaman skalasında lineer dinamik denklemler teorisi kısaca verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde zaman skalasında lineer dinamik denklem sistemleri ve bazı temel 

özellikleri verilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde zaman skalasında lineer dinamik denklemlerin asimptotik 

davranışları ile ilgili bazı özellikleri incelenmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Zaman Skalası 

 

2.1.1. Tanım 

 

R  reel sayılar kümesinin herhangi bir kapalı alt kümesine bir zaman skalası denir ve 

T  ile gösterilir[3]. Bu küme üzerinde metrik, R  deki alışılmış metrik olarak 

alınacaktır, yani t∈ts,  için tstsd −=),( olarak alınacaktır.  

 

2.1.1. Örnek 

 

R , Z , N , +N , [0,1], ]3,2[]1,0[ ∪  kümeleri zaman skalasına birer örnektir. Q , 

Q ′ , C , (0,1) gibi kümeler ise zaman skalası olamazlar[3]. 

 

2.1.2. Tanım 

 

T  bir zaman skalası olsun. T∈t  için TT →:σ  ileri sıçrama operatörü, 

 

}:inf{)( tsst >∈= Tσ  

 

ile verilir. Benzer şekilde T∈t  için geri sıçrama operatörü, 

 

}:sup{)( tsst <∈= Tρ  

 

ile verilir. Bu tanımda Tsupinf =∅  alınır. Yani T  nin maksimumu t  ise tt =)(σ  

dir. Benzer şekilde tanımda Tinfsup =∅  alınır. Yani T  nin minimumu t  ise 

tt =)(ρ  dir[3]. 
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Tanım 2.1.3. 

 

),0[: ∞→Tµ  granül (graininess) fonksiyonu, 

 

ttt −= )()( σµ  

 

olarak tanımlanır[3]. 

 

2.1.1 Tanıma göre zaman skalasının elemanları aşağıdaki gibi sınıflandırılır: 

 

(i)σ  (t) =t ise T∈t  elemanına sağ yoğun denir. 

(ii)σ  (t)  ise T∈t  elemanına sağ saçılımlı denir. 

(iii) ρ (t)  ise T∈t elemanına sol yoğun denir. 

(iv) ρ (t)  ise T∈t elemanına sol saçılımlı denir[3].   

 

Ayrıca hem sağ saçılımlı hem sol saçılımlı noktalara ise izole noktalar denir. Hem 

sağ hem de sol yoğun noktalara ise yoğun nokta denir[3]. 

 

Örnek 2.1.2. 

 

Kısaca RT =  ve ZT =  örneklerini verelim. 

 

i) RT =  alırsak, her R∈t  için, 

 

{ } tttsst =∞=>∈= ),inf(:inf)( Rσ  

 

olur. Benzer şekilde tt =)(ρ  olduğu da görülür. Bundan dolayı her R∈t  noktası 

yoğundur ve granül fonksiyonu, 0)( ≡tµ olur. 
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ii) ZT =  alırsak, her Z∈t  için, 

 

{ } { } 1,...2,1inf:inf)( +=++=>∈= ttttsst Zσ  

 

olur. Benzer şekilde 1)( −= ttρ  olduğu da görülür. Bundan dolayı her Z∈t  noktası 

izoledir ve granül fonksiyonu, 1)( ≡tµ  olur[3]. 

 

2.1.3. Örnek 

 

0, >ba  olsun. 

 

[ ]Υ
∞

=

+++=
0

, )(),(
k

ba abakbakp  

 

zaman skalasını ele alalım. Bu durumda, 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
=

bt

t
t)(σ    

[ )

{ }Υ

Υ
∞

=

∞

=

++∈

+++∈

0

0

)(,

)(),(,

k

k

abakt

abakbakt
 

 

olur. Granül fonksiyon, 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

b
t

0
)(µ    

[ )

{ }Υ

Υ
∞

=

∞

=

++∈

+++∈

0

0

)(,

)(),(,

k

k

abakt

abakbakt
 

 

elde edilir[3]. 
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2.1.1. Not 

 

Dikkat edilirse T∈t  olduğunda )(tσ  ve )(tρ  de T  dedir. Bu, T  nin R  nin kapalı 

bir alt kümesi oluşundandır[3].  

. 

2.1.4. Tanım 

 

T  sol-saçılımlı bir m  maksimuma sahipse }{m−= TT κ , diğer şartlarda κTT =  

alınır. Bu tanımı kısaca  

 

κT :=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∞ )sup,( t
t
t

  
,
,
,
 

ttt
ttt

t

sup)(sup      sup
sup)(sup      sup

sup

<∞<
=∞<

∞=

ρ
ρ

ve
ve   

 

ile de verebiliriz[3]. 

 

2.1.1. Teorem (Tümevarım Prensibi) 

 

T∈0t  olsun ve kabul edelim ki 

 

{ }),[:)( 0 ∞∈ tttS  

 

ailesi aşağıdaki maddeleri sağlayan ifadelerin ailesi olsun, 

 

i) )( 0tS  ifadesi doğrudur. 

ii) ),[ 0 ∞∈ tt  noktası sağ-saçılımlı ve )(tS  ifadesi doğru ise ))(( tS σ  ifadesi de 

doğrudur. 

iii) ),[ 0 ∞∈ tt  noktası sağ-yoğun ve )(tS  ifadesi doğru ise, o zaman t  noktasının bir 

U  komşuluğu vardır öyle ki. ),( ∞∩∈∀ tUs  için )(sS  ifadesi doğrudur. 
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iv) ),[ 0 ∞∈ tt  noktası sol-yoğun ve ),[ 0 tts∈∀  için )(sS  ifadesi doğru ise, )(tS  

ifadesi de doğrudur. 

 

Bu durumda )(tS  ifadesi her ),[ 0 ∞∈ tt  için doğrudur[3]. 

 

İspat 

 

)(:),[{ 0
* tSttS ∞∈= doğru değildir} 

kümesini alalım. Amacımız ∅=*S  olduğunu göstermektir. ∅≠*S  olsun. *S  

kümesi kapalı ve boştan farklı olduğundan bir minimumu vardır. T∈= **inf tS  

olsun. )( *tS  ifadesinin doğru olduğunu iddia ediyoruz. 0
* tt =  ise (i) den dolayı 

)( *tS  ifadesi doğrudur. *t  noktası sol-saçılımlı ise )( *tS  ifadesi (ii) den dolayı 

doğrudur. *t  noktası sol-yoğun ise (iv) den dolayı )( *tS  ifadesi doğrudur. Sonuç 

olarak her koşulda ** St ∉  oluyor. Bundan dolayı *t  noktası sağ-saçılımlı olamaz. 

Dolayısıyla Tmax* ≠t  olur. Yani *t  noktası sağ-yoğundur. Fakat bu durum (iii) ile 

çelişir[3]. 

 

2.2. Delta Türev 

 

2.2.1 Tanım 

 

RT →:f  bir fonksiyon ve κT∈t  olsun. Verilen her 0>ε  sayısına karşılık, t  nin 

bir T∩+−= ),( δδ ttU  komşuluğu, her Us∈  için 

 

[ ] [ ] ststtfsftf −≤−−− ∆ )(.)().()())(( σεσσ  

 

olacak şekilde varsa )(tf ∆  ye, f  in t noktasında delta (Hilger) türevi denir. 
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Ayrıca her κT∈t  için )(tf ∆  mevcut ise f  fonksiyonuna κT  da delta (Hilger) 

türevlenebilir denir. Biz bundan sonra buna kısaca türevlenebilir diyeceğiz. 

RT →∆ κ:f  ile de f  in delta türevini göstereceğiz[3]. 

 

2.2.1 Örnek 

 

i) R∈α  sabit olmak üzere, RT →:f  fonksiyonu, her T∈t  için α=)(tf  olarak 

tanımlanmışsa 0)( ≡∆ tf  dır. Gerçekten her T∈s  ve 0>ε  için 

 

( ) ( )stsftf −−− )(0)()( σσ = st −≤=− )(0 σεαα  

 

her zaman sağlanır. 

 

ii) Her T∈t  için RT →:f  fonksiyonu, ttf =)(  olarak tanımlanmışsa 1)( ≡∆ tf  

dir. Gerçekten her T∈s  ve 0>ε  için 

 

( ) ( )stsftf −−− )(1)()( σσ = ( ) ststst −≤=−−− )(0)()( σεσσ  

 

her zaman sağlanır[3]. 

 

2.2.1. Teorem 

 

RT →:f  bir fonksiyon ve κT∈t  olsun. Bu durumda aşağıdakiler doğrudur. 

 

i)  f  fonksiyonu t  de türevlenebilir ise t  de süreklidir. 

ii) f  fonksiyonu t  de sürekli ve t  sağ-saçılımlı ise f  fonksiyonu t  de 

türevlenebilirdir ve 

 

( )
)(

)()()(
t

sftftf
µ

σ −
=∆  
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dir. 

 

iii) t  sağ-yoğun ve 

 

st
sftf

ts −
−

→

)()(lim  

 

limiti sonlu ise  f  fonksiyonu t  de türevlenebilirdir ve 

 

st
sftftf

ts −
−

=
→

∆ )()(lim)(  

 

dir. 

 

iv) f  fonksiyonu t  de türevlenebilir ise, 

 

( ) )().()()( tfttftf ∆+= µσ  

 

sağlanır[3]. 

 

2.2.2. Örnek 

 

RT =  ve ZT =  durumlarını göz önüne alalım. 

 

i) Eğer  RT =  ise 2.2.1. Teorem (iii) den dolayı RR →:f  delta türevlenebilirdir 

ve 

 

st
sftftf

ts −
−

=′
→

)()(lim)(  

 

limiti sonlu olarak mevcut ise 
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)()()(lim)( tf
st

sftftf
ts

′=
−
−

=
→

∆  

 

olur. 

 

ii) Eğer ZT =  ise 2.2.1. Teorem (ii) den dolayı RZ →:f  delta türevlenebilir ve 

 

( ) ftftftftf
t

tftftf ∆=−+=
−+

=
−

=∆ )()1(
1

)()1(
)(

)()()(
µ

σ  

 

elde edilir[3]. 

 

2.2.3. Örnek 

 

0>h  için, { }zΖt ∈== khkh :  olsun. Bu durumda, t∈t  için, 

 

{ } { } htnnhttsst +=∈+=>∈= nt :inf;inf)(σ  

 

olur. Benzer şekilde htt −=)(ρ  elde edilir. O halde granül fonksiyonu, 

 

hthtttt =−+=−= )()( σµ  

 

elde edilir. Görüldüğü gibi bu örnekte granül fonksiyon sabittir. Bir rt →:f  

fonksiyonu ve her t∈t  için, 

 

h
tfhtf

t
tftftf )()(

)(
)())(()( −+
=

−
=∆

µ
σ  

 

elde edilir. Ayrıca, 
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h
tfhtf

t
tftftf )()(

)(
)())(()(

∆∆∆∆
∆∆ −+

=
−

=
µ

σ  

 

h
h

tfhtf
h

htfhtf )()()()2( −+
−

+−+

=  

 

2

)()(2)2(
h

tfhtfhtf ++−+
=  

 

olarak elde edilir. Bu yolla )(tf
n∆  yi hesaplamak çok sıkıcıdır. Bu sebeple biz başka 

bir metod kullanacağız. Açıktır ki her n∈n  için, nhttn +=)(σ  ve nhttn −=)(ρ  

dır. Şimdi h∆  operatörünü, 

 

( )I
hh −=∆ σ1  ,  I  birim operatör. 

 

olarak tanımlayalım. Şimdi, 

 

( )nknk
n

k
baba

k
n

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

=
∑

0
 

 

Binom Teoremini hatırlayalım. Biz, h∆  ın n. Kuvvetini bulmak için binom 

teoreminin bir operatör versiyonunu kullanabiliriz, 

 

( ) ∑
=

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−=∆

n

k

knk
n

n
n

n
h k

n
h

I
h 0

)1(11 σσ  

 

elde edilir. h∆  operatörünü )(tf  fonksiyonuna uygularsak, 
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∑
=

∆ +−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

k

k
n khtf

k
n

h
tf

n

0
)()1(1)(  

 

elde ederiz[3]. 

 

2.2.4. Örnek 

 

1>q  için 

 

{ }Zz ∈= kqq k :  ve { }0∪= zz qq  

 

olsun. zt q=  zaman skalasını düşünelim, 

 

[ ){ } qtqqqmnqt mmn ===∞+∈= +1,1:inf)(σ  

 

olur. t∈= mqt  için 0)0( =σ  olur. Çünkü 0 sağ-yoğun bir minimumdur. Diğer 

bütün noktalar izole noktadır. Sonuç olarak tqt =)(σ , 
q
tt =)(ρ  ve tqt )1()( −=µ  

olur. rt →:f  fonksiyonu için, { }0−∈∀ tt  için 

 

tq
tfqtf

t
tftftf

)1(
)()(

)(
)())(()(

−
−

=
−

=∆

µ
σ  

 

ve 

 

s
fsf

s
sfff

ss

)0()(lim
0

)()0(lim)0(
00

−
=

−
−

=
→→

∆  , (limit mevcut ise) 

 

olur. Şimdi de 0≠t  olmak üzere, ikinci türevleri hesaplayalım, 
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tq
tfqtf

t
tftftf

)1(
)()(

)(
)())(()(

−
−

=
−

=
∆∆∆∆

∆∆

µ
σ

 

 

 
tq

tq
tfqtf

tqq
qtftqf

)1(
)1(

)()(
)1(

)()( 2

−
−
−

−
−
−

=  

 

 
tqq

tqfqtfqtqf
2

2

)1(
)()()1()(

−
++−

=  

 

elde edilir[3]. 

 

2.2.2. Teorem 

 

RT →:, gf  fonksiyonları κT∈t  noktasında türevlenebilir olsunlar. Bu durumda, 

 

i) RT →+ :gf  fonksiyonu türevlenebilirdir ve, 

 

( ) )()( tgtfgf ∆∆∆ +=+  

 

dir. 

 

ii) Herhangi bir α  sabiti için RT →:fα  fonksiyonu türevlenebilirdir ve, 

 

( ) )(.)( tftf ∆∆ = αα  

 

dir. 

 

iii) RT →:fg  fonksiyonu türevlenebilirdir ve, 
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( ) ( ) ( ))()()()()()()()()( tgtftgtftgtftgtftfg σσ ∆∆∆∆∆ +=+=  

 

dir. 

 

iv) Eğer ( ) 0)().( ≠tftf σ  ise 
f
1  fonksiyonu türevlenebilirdir ve, 

 

( ))()(
)()(1

tftf
tft

f σ

∆∆

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 

dir. 

 

v) Eğer ( ) 0)().( ≠tgtg σ  ise 
g
f  fonksiyonu türevlenebilirdir ve, 

 

( ))()(
)()()()()(

tgtg
tgtftgtft

g
f

σ

∆∆∆
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 

dir[3]. 

 

2.2.3. Teorem 

 

N∈m  ve α  bir sabit olsun. 

 

i) ( )mttf α−=)(  

 

şeklinde tanımlı bir fonksiyon için, 

 

( ) ( )∑
−

=

−−∆ −−=
1

0

1)()(
m

v

vmv tttf αασ  
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ii) 
( )mt

tg
α−

=
1)(  

 

şeklinde tanımlı bir fonksiyon için, 

 

( ) ( )∑
−

=
+−

∆

−−
−=

1

0
1)(

1)(
m

v
vvm tt

tg
αασ

, ( )( ) 0)( ≠−− αασ tt  

 

eşitlikleri doğrudur[3]. 

 

2.2.5. Örnek 

 

( )

)(.
11

)(2

ttt

ttt

σ

σ

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+=
∆

∆

 

 

oldukları 2.2.3. Teoremden dolayı açıktır[3]. 

 

2.2.2. Tanım 

 

Bir RT →:f  fonksiyonu için ∆f  fonksiyonu ( )κκκ TT =
2  da türevlenebilirse 

( ) RT →=
∆∆∆∆ 2

: κff  ikinci mertebeden türevlerden bahsedebiliriz. Benzer 

şekilde RT →∆ nn

f κ:  yüksek mertebeden türevleri de verebiliriz. Biz 

( ))()(2 tt σσσ =  ve ( ))()(2 tt ρρρ =  notasyonunu kullanacağız. Uygunluk açısından 

tt =)(0σ , tt =)(0ρ , ttf =∆ )(
0

 ve TT =
0κ  ile göstereceğiz[3]. 

 

2.2.6. Örnek 

 

Genel olarak f  ve g  nin ikisi de iki kez türevlenebilir olsa bile fg  iki kez 

türevlenemez. Çünkü, 



 15

( ) ∆∆ += gfgffg σ  

 

olduğundan f  ve g  iki kez türevlenebilir ve σf  türevlenebilir ise bu durumda, 

 

( ) ( ) ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆ ∆

+++=+= gfgfgfgfgfgffg σσσ σ

 

 

 ( ) ∆∆∆∆∆∆∆ +++= gfgffgf σσσσ  

 

olur[3]. 

 

2.2.4. Teorem  (Leibniz Formülü) 

 
)(n

kS  k tane σ  ve kn −  tane ∆  içeren, n  uzunluğundaki mümkün olan tüm 

dizilerden oluşan bir küme olsun. Eğer her )(n
KS∈Λ  için Λf  mevcut ise, N∈∀n  

için, 

 

( ) k

n
K

n

gffg
n

k S

∆

= ∈Λ

Λ∆ ∑ ∑
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

0 )(

 

 

eşitliği doğrudur[3]. 

 

2.2.7. Örnek 

 

RT =  alalım. Bu durumda )(n
kS∈Λ  için, )( knff −Λ =  olur. Burada )(nf  ile n  inci 

mertebeden adi türevi gösteriyoruz. Burada ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

k
n

S n
K

)(  olup, 

 

)()(

)()()(

1)( kn

S

kn

SS

f
k
n

fnff
n

K
kn

K
n

K

−

∈Λ

−

∈Λ∈Λ

Λ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== ∑∑∑

−
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olduğundan, 

 

( ) ∑∑ ∑
=

−∆

= ∈Λ

Λ∆
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

n

k

kn
n

k S

f
k
n

gffg
l

n
K

n

0

)(

0 )(

 

 

elde edilir ki bu alışılmış Leibniz Formülüdür[3]. 

 

 

2.3. Delta İntegral 

 

2.3.1. Tanım 

 

Bir rT →:f  fonksiyonunun t  nin tüm sağ-yoğun noktalarında sağ limiti var ve 

sonlu, t  nin tüm sol-yoğun noktalarında sol limiti var ve sonlu ise f  fonksiyonu 

düzenlidir ( regulated) denir[3]. 

 

2.3.2. Tanım 

 

Bir rT →:f  fonksiyonu t  deki sağ-yoğun noktalarda sürekli ve t  deki sol-

yoğun noktalarda sol limitleri var ve sonlu ise f  fonksiyonu rd-süreklidir denir. 

Bundan sonra rd-sürekli tüm rT →:f  fonksiyonların kümesini 

 

),()( rtt rdrdrd CCC ==  

 

ile göstereceğiz. Türevlenebilir ve türevleri rd-sürekli fonksiyonların kümesini de 

 

),()( 111 rtt rdrdrd CCC ==  

 

ile göstereceğiz[3]. 
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2.3.1. Teorem 

 

rT →:f  olsun. 

 

(i) f  sürekli ise rd-süreklidir 

(ii) f  rd-sürekli ise düzenlidir. 

(iii) σ  operatörü rd-süreklidir. 

(iv) f  rd-sürekli veya düzenli ise σf  da öyledir. 

(v) f  sürekli olsun. rt →:g  fonksiyonu rd-sürekli veya düzenli ise fog  da 

öyledir[3]. 

 

2.3.3. Tanım 

 

Bir rT →:f  sürekli fonksiyonu κt⊂D  için, her Dt ∈  noktasında 

diferensiyellenebilir ise ve, κt \ D  kümesi sayılabilir ve t  nin hiçbir sağ-saçılımlı 

noktasını içermiyorsa, f  fonksiyonuna D  bölgesinde pre-diferensiyellenebilir 

denir[3]. 

 

2.3.1. Örnek 

 

2,1pt =  ve rT →:f  fonksiyonu 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−
=

13

0
)(

kt
tf

[ ]23,134,

]13,3[,
0

++∈

+∈
∞

=

kt

kkt
k
Υ  

 

olsun. Bu durumda f  fonksiyonu, 

 

t=D \ { }Υ
∞

=

+
0

13
k

k  
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kümesinde pre-diferensiyellenebilirdir[3]. 

 

2.3.2. Teorem 

 

Kapalı aralıkta, her düzenli fonksiyon sınırlıdır[3]. 

 

İspat 

 

Kabul edelim ki [ ] R→baf ,:  fonksiyonu sınırsız olsun. Yani, her n∈n  için 

[ ]batn ,∈  ve ntf n >)(  olsun. { } [ ]bantn ,: ⊂∈ n  olduğundan { }
n∈knk

t  yakınsak bir 

alt dizi vardır. Yani en az bir [ ]bat ,0 ∈  vardır ki, 

 

0lim tt
knk
=

∞→
 

 

dır. { } tn ⊂∈kt
kn :  ve t  kapalı olduğundan t∈0t  dir. Bu durumda 0t  noktası 

izole olamaz. Ve de 0t  noktasına ya yukarıdan ya da aşağıdan yaklaşan bir alt dizi 

vardır. Her iki durumda da düzgünlükten dolayı, 0tt →  iken )(tf  nin limiti sonlu 

olmalıdır ki bu bir çelişkidir. 

 

2.3.3. Teorem (Ortalama Değer Teoremi) 

 

f  ve g ; t  de tanımlı reel değerli fonksiyonlar olsunlar ve ikisi de, bir D  

bölgesinde pre-diferensiyellenebilir olsunlar. Bu durumda, Dt ∈∀  için 

 

)()( tgtf ∆∆ ≤  

 

ise, her ,, t∈sr  sr ≤  için,  

)()()()( rgsgrfsf −≤−  



 19

 

dir[3]. 

 

İspat 

 

t∈sr,  ve sr ≤  olsun. [ )sr, \ { }n∈= ntD n :  ile gösterelim. 0>ε  olsun. Şimdi 

tümevarım kullanarak, [ ]srt ,∈∀  için, 

 

:)(tS  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−≤− ∑

<

−

tt

n

n

rtrgtgrftf 2)()()()( ε  

 

olduğunu göstereceğiz. Bunu göstererek ortalama değer teoremini ispatlamış oluruz. 

Şimdi 2.1.1. Teorem ile verilen tümevarım prensibinin dört koşulunu kontrol edelim. 

 

i) Aşikar olarak )(rS ifadesi doğrudur. 

ii) t  sağ saçılımlı olsun ve )(tS  doğru olsun. Bu durumda, 

 

)()().()()())(( rftfttfrftf −+=− ∆µσ  

 

  )()()().( rftftft −+≤ ∆µ  

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+≤ ∑

<

−∆

tt

n

n

rtrgtgtgt 2)()()().( εµ  

 

  
( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−= ∑

<

−

tt

n

n

rtrgtg
σ

εσ 2)())((  

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−< ∑

<

−

)(
2)())((
tt

n

n

rtrgtg
σ

εσ  
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olup ))(( tS σ  doğrudur. 

 

iii) st =  sağ yoğun noktada )(tS  doğru olsun. ( tt =)(σ ). İki durumu da göz önüne 

alalım. Yani Dt ∈  ve Dt ∉  için. İlk önce Dt ∈  olsun. Bu durumda f  ve g , t  de 

diferensiyellenebilirdirler. Bundan dolayı bir U  komşuluğu vardır, öyle ki; her 

U∈τ  için, 

 

τεττ −≤−−− ∆ tttfftf
2

)).(()()(  

 

ve  

 

τεττ −≤−−− ∆ tttggtg
2

)).(()()(  

 

dır. Böylece, 

 

τετ −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +≤− ttfftf .

2
)()()(  

 

ve 

 

τεττ −−≥−−− ∆ tttgtgg
2

)).(()()(  

 

dır. Bu durumda her ),( ∞∩∈ tUτ  için, 

 

)()()()()()( rftftffrff −+−≤− ττ  
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  )()(.
2

)( rftfttf −+−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +≤ ∆ τε  

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +≤ ∑

<

−∆

tt

n

n

rtrgtgttg 2.)()(.
2

)( ετε  

 

  ∑
<

−∆ +−+−+−+−=
tt

n

n

rtrgtgtttg 2.)()()()(
2

)).(( εετετ  

 

  ∑
<

−+−+−+−+−+−≤
tt

n

n

rtrgtgtttgg 2)()()()(
22

)()( εετετετ  

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−= ∑

<

−

τ

ετ
nt

nrtrgg 2)()(  

 

olup )(τS  ifadesi her ),( ∞∩∈ tUτ  için doğrudur. 

Şimdi ikinci durum olarak Dt ∉  olsun. Bu durumda bazı n∈m  için mtt =  olur. f  

ve g  pre-diferensiyellenebilir olduklarından bir U  komşuluğu vardır, öyle ki; her 

U∈τ  için, 

 

mtff −≤− 2
2

)()( ετ  

 

ve 

 

mtgg −≤− 2
2

)()( ετ  

 

dir. Bundan dolayı, 
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mtgg −−≥− 2
2

)()( ετ  

 

olur. Bunları kullanarak, 

 

)()()()()()( rftftffrff −+−≤− ττ  

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+≤ ∑

<

−−

tt

nm

n

rtrgtg 2)()(2
2

εε  

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−++≤ ∑

<

−−−

tt

nmm

n

rrgg 2)(2
2

)(2
2

τεετε  

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+= ∑

<

−−

tt

nm

n

rrgg 2)()(2. τετε  

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−= ∑

<

−

tt

n

n

rrgg 2)()( τετ  

 

elde edilir ki ),(τS  her ),( ∞∩∈ tUτ  için doğrudur. 

 

iv) t  sol yoğun olsun ve her t<τ  için )(τS  doğru olsun. Bu durumda 

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−≤− ∑

<

−

→→ −−
τττ

τετ
nt

n

tt
rrgtgrff 2)()(lim)()(lim  

 

  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−≤ ∑

<

−

→ −
tt

n

t
n

rrgg 2)()(lim τετ
τ
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olup )(tS  doğrudur[3]. 

 

2.3.1. Not 

 

f  ve g , D  de pre-diferensiyellenebilir olsunlar, 

 

i) U , uç noktaları  t∈sr,  olan kompakt bir aralık ise, 

 

rstfSuprfsf
tU

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧≤− ∆ .)()()(

Ικ
 

 

dir[3], 

ii) Dt ∈∀  için 0)( ≡∆ tf  ise f  sabit fonksiyondur, 

iii) Dt ∈∀  için )()( tgtf ∆∆ =  ise bu durumda, C  bir sabit olmak üzere, 

Dt ∈∀  için Ctftg += )()(  dir[3], 

 

2.3.4. Teorem (Ön-Antitürevin varlığı) 

 

f  düzenli olsun. Bu durumda bir F  fonksiyonu vardır öyle ki, F ; D  bölgesinde 

pre-diferensiyellenebilirdir ve, her Dt ∈  için 

 

)()( tftF =∆  

 

dir[3]. 
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2.3.4. Tanım 

 

rt →:f  düzenli bir fonksiyon olsun. 2.3.4. Teorem de tanımlanan fonksiyona f  

in “ön-antitürevi” denir. Bu durumda düzenli bir f  fonksiyonunun “Belirsis 

integrali”  c  bir sabit olmak üzere ve F ; f  nin ön-antitürevi olmak üzere, 

 

∫ +=∆ ctFttf )()( , 

 

olarak tanımlanır. Ve “Cauchy integrali” t∈∀ sr,  olmak üzere, 

 

)()()( rFsFttf
s

r

−=∆∫  

 

olarak tanımlanır. 

 

rt →:f  fonksiyonu için κt∈∀t  için )()( tftF =∆  ise F  ye f  nin “antitürevi” 

denir[3]. 

 

2.3.2. Örnek 

 

zt =  ve 1≠a  sabit olmak üzere, 

 

∫ ∆ta t  

 

integralini hesaplayalım. 

 

t
tttt

a
a

aa
a
a

a
a

=
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∆=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+∆

111

1

 

 

olduğundan, c  sabit olmak üzere, 
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c
a
ata

t
t +

−
=∆∫ 1

 

 

elde edilir[3]. 

 

2.3.5. Teorem (Antitürevin varlığı) 

 

Her rd-sürekli fonksiyonun antitürevi vardır. Ayrıca t∈0t  ise, t∈t  için, 

 

∫ ∆=
t

t

ftF
0

)()( ττ  

 

şeklinde tanımlanan )(tF  fonksiyonu, )(tf  nin antitürevidir[3]. 

 

İspat 

 

f  rd-sürekli olsun. 2.3.1. Teorem (ii) den dolayı f  düzenlidir. 2.3.4. Teoremden 

dolayı ön-antitürevi vardır. 00 )( ttF ≠  olsun ve her Dt ∈  için )()( tftF =∆  olsun. 

Yani F  fonksiyonu D  de ön-diferensiyellenebilirdir. Biz göstereceğiz ki, her 
κt∈t  için )()( tftF =∆  dir. ( κt \ D  ⊂  κt  dır). Bu durumda t  sağ-yoğundur. 

Çünkü κt \ D  de sağ saçılımlı nokta yoktur. f  rd-sürekli olduğundan, t  de 

süreklidir. 0>ε  olsun. Bu durumda burada bir U  komşuluğu vardır öyle ki, 

Us∈∀  için, 

 

ε≤− )()( tfsf  

 

olur. Şimdi t∈τ  için, 

 

)).(()()( 0ttfFh −−= τττ  
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tanımlayalım. Bu durumda h ; D  de ön-diferensiyellenebiliridr. Bu durumda, D∈τ  

için 

 

)()()()()( tfftfFh −=−= ∆∆ τττ  

 

olup, her UDs ∩∈  için, 

 

ε≤−=∆ )()()( tfsfsh  

 

olur. Bu yüzden, 

 

ε≤∆

∩∈
)(shSup

UDs
 

 

olur. 2.3.1. Notdan dolayı her Ur ∈  için, 

 

[ ] )).(()).(()()).(()()).(()()( 00 rttftrtfrhtttfthrttfrFtF −−−−−−+=−−−  

 

   )()( rhth −=  

 

   rtshSup
UDs

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ∆

∩∈
.)(  

 

   rt −≤ .ε  

 

olup F ; t  de diferensiyellenebilirdir ve )()( tftF =∆  dir[3]. 
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2.3.6. Teorem 

 

rdCf ∈  ve kt t∈  ise, bu durumda, 

 

)().()(
)(

tftf
t

t

µττ
σ

=∆∫  

 

dir[3]. 

 

İspat 

 

2.3.5. Teoremden dolayı f  nin bir F  antitürevi vardır ve, 

 

)())(()(
)(

tFtFf
t

t

−=∆∫ σττ
σ

 

 

 )().( tFt ∆= µ  

 

 )().( tftµ  

 

olur[3]. 

  

2.3.7. Teorem 

 

0)( ≥∆ tf  ise f  azalmayandır[3]. 

 

İspat 

 

[ ]ba,  de 0)( ≥∆ tf  ve t∈ts,  için btsa ≤≤≤  olsun. Bu durumda, 
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)()()()( sffsftf
t

s

≥∆+= ∫ ∆ ττ  

 

olarak sonuç elde edilir[3]. 

 

2.3.8. Teorem 

 

t∈cba ,, , r∈α  ve rdCgf ∈,  olsun. Bu durumda, 

 

i) [ ] ∫∫∫ ∆+∆=∆+
b

a

b

a

b

a

ttgttfttgtf )()()()(  ; 

ii) ∫ ∫ ∆=∆
b

a

b

a

ttfttf )(.)(. αα  ; 

iii) ∫∫ ∆−=∆
a

b

b

a

ttfttf )()(  ; 

iv) ∫∫∫ ∆+∆=∆
b

c

c

a

b

a

ttfttfttf )()()(  ; 

v) ∫∫ ∆−−=∆ ∆∆
b

a

b

a

ttgtfagfbgfttgtf )().())(.())(.()()).((σ  ; 

vi) ( ) ∫∫ ∆−−=∆ ∆∆
b

a

b

a

ttgtfagfbgfttgtf ))(().())(.())(.().( σ  ; 

vii) 0)( =∆∫
a

a

ttf  ; 

viii) [ ]ba,  de )()( tgtf ≤  ise bu durumda, 

 

∫∫ ∆≤∆
b

a

b

a

ttgttf )()(  

 

dir; 
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ix) [ )bat ,∈∀  için 0)( ≥tf  ise bu durumda, 

 

0)( ≥∆∫
b

a

ttf  

 

dır[3]. 

 

2.3.9. Teorem 

 

rdCf ∈  ve t∈ba,  olsun. 

 

i) rt =  ise, 

 

∫∫ =∆
b

a

b

a

dttfttf )()(  

 

olur ki burada sağ taraf belirli integralidir. 

 

ii) [ ]ba,  izole noktalardan oluşmuş ise, 

 

[ )

[ )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

=∆

∑

∑

∫
∈

∈

abt

batb

a tft

tft

ttf

,

,

)().(
0

)().(

)(
µ

µ

    

ba

ba
ba

>

=
<

,

,
,

 

 

dır. 

 

iii) 0>h  için { }zzt ∈== khkh :  ise 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

=∆

∑

∑

∫
−

=

−

=

1

1

).(

0

).(

)(

h
a

h
bk

h
b

h
ak

b

a

hkhf

hkhf

ttf     

ba

ba

ba

>

=

<

,

,

,

 

 

dır. 

 

iv) zt =  ise, 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−

=∆

∑

∑

∫

=

=

a

bt

b

atb

a

tf

tf

ttf

)(

0

)(

)(     

ba

ba
ba

>

=
<

,

,
,

 

 

dır[3]. 

 

İspat 

 

i) 2.2.2. Örnek (i) ve genel matematiğin temel teoreminden açıktır. 

 

ii) [ ]ba,  sonlu sayıda noktadan oluşmuş ve her noktası izoledir. ba <  olsun ve 

[ ] { }ntttba ,...,,, 10=  kabul edelim. Yani bttta n =<<<= ...10  olsun. Bu durumda, 

 

∑ ∫∫
−

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∆=∆

+1

0

1

)()(
n

i

t

t

b

a

i

i

ttfttf  

 



 31

 ∑ ∫
−

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∆=

1

0

)(

)(
n

i

t

t

ttf
i

i

σ

 

 

 ∑
−

=

=
1

0
)().(

n

i
tftµ  

 

 
[ )
∑
∈

=
bat

tft
,

)().(µ  

 

olur. ab <  de benzer şekilde ispatlanabilir.  

 

Teoremin (iii) ve (iv) şıkları (ii) nin özel halleridir[3]. 

 

2.3.5. Tanım 

 

t∈a , ∞=TSup  ve f ; [ )∞,0  da rd-sürekli ise bu durumda genelleştirilmiş 

integral, 

 

∫∫ ∆=∆
∞→

∞ b

a
b

a

ttfttf )(lim)(  

 

olarak tanımlanır. Sağ taraftaki limit mevcut ise genelleştirilmiş integral 

“yakınsaktır”, aksi takdirde “ıraksaktır” denir[3]. 

  

2.3.10. Teorem (Zincir Kuralı) 

 

rr →:g  sürekli ve rt →:g , κt  da diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. 

Ayrıca rr →:f  sürekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

)](,[ tt σ  reel aralığında bir c  noktası vardır öyle ki,  

 

)()).(()()( tgcgftgf ∆∆ ′=ο   
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eşitliği sağlanır[3]. 

 

2.3.11. Teorem 

 

t  bir zaman skalası ve rt →:ν   kesin olarak artan bir fonksiyon ve )(
~

tt v=  bir 

zaman skalası olsun. σ~ ile t~  üzerindeki sıçrama fonksiyonunu ve ∆~  ile  üzerindeki  

t
~

 türevi gösterelim. Bu durumda vv οο σσ ~=  olur[3]. 

 

2.3.12. Teorem (Zincir Kuralı) 

 

rt →:ν  kesin olarak artan bir fonksiyon ve )(~ tt v=  bir zaman skalası olsun.  

rt →:w  alalım. Eğer )(tv∆  ve )),((
~

tvw∆  κt∈t  için varsa, 

∆∆∆ = vvwvw )()(
~
οο  olur[3]. 

 

2.3.12. Teorem (Değişken değiştirme). 

 

 Kabul edelim ki, rt →:f  kesin artan bir fonksiyon ve )(~ tt f=  bir zaman 

skalası olsun. Bu durumda  ),( rtrdCg ∈  ve ),(1 rtrdCf ∈  olmak üzere, her 

t∈st,   için  

                                              

∫∫ ∆=∆ −∆
)(

)(

1 ~))(()()(
tf

sf

t

s

fgfg ξξηηη ο  

 

dır[3.] 

 

2.3.13. Teorem 

 

Teorem 2.20 deki şartlar altında tt =
~

 ise 
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∫∫ ∆=∆ −∆
)(

)(

1 ))(()()(
tf

sf

t

s

fgfg ηηηηη ο  

 

dır[3].    

  

2.3.14. Teorem (Ara değer teoremi). 

 

rt →:f  fonksiyonu sürekli olsun. t∈st,  ve st >  olmak üzere, 

 

0)()( <tfsf  

 

sağlanıyorsa, bir [ )tsr ,∈  için 0)( =rf  veya 0))(()( <rfrf σ  olur[3]. 

 

2.3.15. Teorem (Leibnitz kuralı) 

 

Kabul edelim ki, κt∈s  ve rTt →× κ:f  fonksiyonu, her  sr >  ve κt∈r  

olmak üzere ),( rr  noktasında sürekli olsun. Bununla birlikte, 

)])(,([),( rsCrf rd σ∈⋅∆  olsun. O zaman; ∫ ∆=
t

s

tftg ηη),()(  ile tanımlanırsa  

 

)),((),()( ttftftg
t

s

σηη +∆= ∫ ∆∆   

 

sağlanır[3]. 

 

Yukarıdaki teoremde türev birinci derecede uygulanmaktadır.  
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2.4.  Genelleştirilmiş Üstel Fonksiyon  

 

2.4.1. Tanım 

 

 h>0 olmak üzere, Hilger karmaşık sayıları, Hilger  ekseni, Hilger yedek ekseni ve 

Hilger sanal çemberi sırasıyla aşağdaki gibi tanımlıdır, 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −≠∈=

h
zzh

1:cc , 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −>∈∈=

h
zzz hh

1  ,: rcr ,    

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −<∈∈=

h
zzz hh

1  ,: rcA ,               

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=+∈=
hh

zz hh
11:cI   . 

 

Bunlarla beraber, 0=h  için cc =0 , rr =0 , rI i=0  ve ∅=0a  ile 

tanımlıdır[3]. 

 

2.4.2. Tanım 

 

0>h  ve hz c∈  olsun. 

z’nin Hilger reel kısmı; 
h

zh
zh

11
)(Re

−+
=   

z’nin Hilger imajiner kısmı; 
h
zhArgzh

)1()(Im +
=    ile tanımlıdır. 

 Burada Arg(z), z’nin esas argümentidir.( ππ <<− )(zArg ) 

Ayrıca )(Re zh  ve )(Im zh    

∞<<− )(Re1 z
h h  ve 

h
z

h h
ππ

≤<− )(Im  aralıklarını sağlar[3]. 
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2.4.3. Tanım 

 

h
w

h
ππ

≤<−  olsun. Hilger’in  pür imajiner sayısı  

 

h
eiw

iwh 1−
=  

 

ile tanımlanır. hz c∈  için, hh zi I∈)(Im  olur[3]. 

 

2.4.1. Teorem 

 

Eğer 
h

w
h

ππ
≤<−   ise 

 

2
sin4 2

2

2 wh
h

iw =   

 

olur[3]. 

 

2.4.4. Tanım 

 

hc  üzerindeki “circle plus” toplama ⊕  işlemi 

 

zwhwwzwz ++=⊕  

 

ile tanımlanır. Bu durumda ),( ⊕hc  bir Abelian grup olur[3]. 

 

2.4.2. Teorem 

 

hz c∈  için zizz hh ImRe ⊕=  olur[3]. 
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2.4.5. Tanım 

 

2.4.4. Tanımda tanımlanan ⊕  işlemi altında hz c∈  nin toplamsal tersi 

zh
zz

+
−

=
1

 olur. Bu durumda hc  üzerindeki  “circle minus”  çıkarma  işlemini 

 

z (⊕= zw )w   

 

ile tanımlarız[3]. 

 

2.4.6. Tanım 

 

h 0 olmak üzere, 

 

hh ZC →:ξ  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤<−∈=

h
z

h
z ππ )Im(:c  

 

silindir dönüşümü, 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

)1log(1)(
zh

h

z
zhξ  ,

,
  

0
0

>
=

h
h  

 

ile tanımlıdır. Ters silindir dönüşümü hhh cz →− :1ξ   ise   

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=−

)1(1)(1
zhh e

h

z
zξ  ,

,
  

0
0

>
=

h
h  

 

şeklindedir[3]. 



 37

 

 
Şekil 2.1 Silindir Dönüşümü 

 

2.4.7. Tanım 

 

rt →:p  bir fonksiyon olsun. Eğer her κt∈t  için 0)()(1 ≠+ tptµ  özelliği 

sağlanıyorsa p fonksiyonuna regressivdir denir. Bütün regressiv ve rd-sürekli 

rt →:f  fonksiyonlarının kümesini R= R )(t = R ),( rt  ile göstereceğiz[3]. 

 

2.4.8. Tanım 

 

p∈ R ),( rt olmak üzere zaman skalası üzerinde üstel fonksiyon her t∈st,  için 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆= ∫

t

s
p pste ττξ τµ ))((exp),( )(  

 

ile tanımlanır[3]. 

 

2.4.1. Lemma 

 

Eğer  p∈ R  ise her t∈tsr ,,  için 

 

),(),(),( stesrerte ppp =   

 

yarıgrup özelliği sağlanır[3]. 
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İspat 

 

p∈ R, her t∈tsr ,,  olsun. 2.4.8. Tanımdan 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆= ∫∫

t

s

t

r
pp ppsterte ττξττξ τµτµ ))((exp))((exp),(),( )()(  

                                      

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆+∆= ∫∫

t

s

t

r

pp ττξττξ τµτµ ))(())((exp )()(  

 

  ∫ ∆=
t

s

p ττξ τµ ))(()(  

  

  ),( step=  

 

elde edilir[3]. 

 

2.4.9. Tanım 

 

 p∈ R  ise birinci mertebeden lineer dinamik denklem, 

 

ytpy )(=∆  

 

regressiv olarak adlandırılır[3]. 

 

2.4.3. Teorem 

 

∈f  R  ve t∈t  olmak üzere, 

 

,0)( =−∆ xtfx  r∈= 00 )( xtx  
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ile verilen başlangıç değer probleminin tek çözümü 

 

),,()( 00 ttextx f=  t∈t ,    

 

ile belirlidir[3]. 

 

2.4.4. Teorem (Sabitlerin Çeşitlenmesi) 

 

∈f  R, ),( rtrdCg ∈  ve t∈0t   olmak üzere  

 

),()( tgxtfx =−∆  r∈= 00 )( xtx    

  

ile verilen başlangıç değer probleminin tek çözümü 

 

∫ ∆+=
t

t
ff gtettextx

0

)()(,(),()( 00 ηηησ  

 

ile belirlidir[3]. 

 

2.4.5. Teorem 

 

∈qp,  R  ise 

 

(i) 1),(0 ≡ste  ve 1),( ≡ttep  

(ii) ( ) ),()()(1)),(( stetptste pp µσ +=  

(iii) ),(
),(

1 ste
ste p

p
Θ=  

(iv) ),(
),(

1),( tse
tse

ste p
p

p Θ==  
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(v) ),(),(),( rterseste ppp =  

(vi) ),(),(),( stesteste qpqp ⊕=  

(vii) ),(
),(
),(

ste
ste
ste

qp
q

p
Θ=  

(viii) 
),(

)(
),(

1
se

tp
se pp ⋅

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅

∆

σ  

 

dır[6]. 

 

2.4.6. Teorem 

 

∈p  R  ve t∈0t  olsun. 

 

(i) Eğer κt  üzerinde 0)()(1 >+ tptµ  ise her t∈t  için 0),( 0 >ttep  olur. 

(ii) Eğer κt  üzerinde 0)()(1 <+ tptµ  ise her t∈t  için  

 
tn

p ttttr )1)(,(),( 00 −= α  olur.  

 

Burada 

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∆

+
= ∫ τ

τµ
ττµ

α
t

t

p
tt

0
)(

)()(1log
exp),( 0  

 

ve 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
),[

),[

0

0

tt

tt
nt   ,

,
  

0

0

tt
tt

<
≥

    

 

dir[3]. 
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2.4.10. Tanım 

 

R nin tüm pozitif regressiv elemanlarının kümesi, 

  

R + = R + )(t = R + { } 0)()(1  veregressive p),( >+= tptµrt  

 

ile tanımlanır[3]. 

 

2.4.2. Lemma 

 

R + , R nin bir alt grubudur[3]. 

 

2.4.7. Teorem (Üstel fonksiyonun işareti) 

 

Kabul edelim ki f∈ R  ve t∈0t  olsun. O zaman,  

 

(i) ∈f  R +  ise, her t∈t  için 0,( 0 >tte f  olur. 

(ii) 0)()(1 <+ tptµ  ifadesini sağlayan κt∈t  noktaları için  

0)),((),( 00 <ttette ff σ  olur[3]. 
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3. LİNEER DİNAMİK DENKLEM SİSTEMLERİ 

 

3.1. Regressiv Matrisler ve Lineer Sistemler 

 

3.1.1. Tanım 

 

A , t  üzeninde tanımlı nm×  tipinde matris değerli fonksiyon olsun. Eğer A  

matrisinin her bir elemanı t  üzerinde rd-sürekli ise A  matrisi t  üzerinde rd-

süreklidir denir. rd-sürekli matris fonksiyonların ailesi 

 

),()( nm
rdrdrd CCC ×== rtt  

 

olarak gösterilir. A  matris fonksiyonun her bir elemanı t  üzerinde türevlenebilir 

ise, A  ya, t  üzerinde türevlenebilirdir denir. Bu durumda 

 

mjmiijaA ≤≤≤≤
∆∆ = 1,1)(  

 

ile gösterilir[3]. 

 

3.1.1. Teorem 

 

A , κt∈t  noktasında türevlenebilir ise, bu taktirde 

 

)()()()( tAttAtA ∆+= µσ  

 

sağlanır[3]. 

 

3.1.2. Teorem 

 

A  ve B , nn×  tipinde türevlenebilir matris fonksiyonları ise, 
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(i) ∆∆∆ +=+ BABA )( ; 

 

(ii) Eğer α  sabit ise, ∆∆ = AA αα )( ; 

 

(iii) ∆∆∆∆∆ +=+= BABAABBAAB σσ)( ; 

 

(iv) Eğer σAA  tersinir matris ise 11111 )()()( −∆−−∆−∆− −=−= σσ AAAAAAA ; 

 

(v) Eğer σBB  tersinir matris ise  
11111 ))(())(()( −∆−∆−∆−∆∆− −=−= BBABABBABAAB σσ  

 

dir[3]. 

 

Şimdi 

 

)()()( tytAty =∆                    (3.1) 

 

lineer dinamik sistemini göz önüne alalım. Burada A , t  üzerinde nn×  tipinde 

matris değerli bir fonksiyondur. Eğer ny RT →:  vektör değerli fonksiyonu, her bir 
κt∈t  için, Eş.3.1 lineer dinamik denklemini sağlarsa, bu taktirde )(ty  vektör 

değerli fonksiyonuna t  üzerinde Eş.3.1 denklem sisteminin çözümüdür denir[3]. 

 

Eş.3.1 sistemini içeren başlangıç değer probleminin çözümünü tanımlamak için 

aşağıdaki tanımlara ihtiyaç vardır. 

 

3.1.2. Tanım 

 

nn×  tipinde A  matris değerli fonksiyonu için )()( tAtI µ+  matrisi tersinir ise A  

matrisine t  üzerinde regressiv matris denir. Regressiv ve rd-sürekli matris 
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fonksiyonların ailesi R=R( t )=R( nn×rt , ) ile gösterilir. Eğer ∈A  R ise Eş.3.1 

denklem sistemi regressivdir denir[3]. 

 

3.1.3. Teorem (Varlık-Teklik Teoremi) 

 

A , t  üzerinde nn×  tipinde regressiv matris değerli fonksiyon t∈0t  ve ny r∈  

olsun. nf rt →:  vektör değerli fonksiyonu rd-sürekli olsun. Bu taktirde, 

 

)()()( tytAty =∆  00 )( yty =  

 

başlangıç değer probleminin ny rt →:  şeklinde bir tek çözümü vardır[3]. 

 

3.1.3. Tanım 

 

A  ve B , t  üzerinde nn×  tipinde matris değerli fonksiyonlar olsun. Bu taktirde her 
κt∈t  için 

 

)()()()()())(( tBtAttBtAtBA µ++=⊕  

 

ve 

 

[ ] )()()()())(( 1 tAtAtItAtA −+−=Θ µ  

 

olarak tanımlanır[3]. 

 

3.1.1. Lemma 

 

(R( nn×rt , ),⊕ ) bir gruptur[3]. 
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3.1.2. Lemma 

 

Eğer A , B ve C  matris değerli fonksiyonları t  ise bu taktirde 

 

CBACBA ⊕⊕=⊕⊕ )()(  

 

özelliği sağlanır[3]. 

 

3.1.4. Tanım (Üstel Matris Fonksiyon) 

 

t∈t  ve ∈A  R nn×  tipinde matris değerli fonksiyon olsun. 

 

)()()( tYtAtY =∆ , ItY =)( 0 , 

 

başlangıç değer probleminin bir tek matris değerli çözüm fonksiyonu ),( 0tteA  olarak 

tanımlanır[3]. 

 

Üstel matris fonksiyonun bazı önemli özellikleri aşağıdaki teoremde verilmiştir. 

 

3.1.4. Teorem 

 

t∈BA,  matris değerli fonksiyonlar olsun. Bu taktirde, 

 

(i) Iste ≡),(0  ve ItteA ≡),( ; 

 

(ii) ),())()(()),(( stetAtIste AA µσ += ; 

 

(iii) ),(),( *
*1 steste AA Θ=− ; 

 

(iv) ),(),(),( **1 tsetseste AAA Θ

−= ; 
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(v) ),(),(),( rterseste AAA = ; 

 

(vi) Eğer ),( steA  ve )(tB  değişmeli ise, ),(),(),( stesteste BAAA ⊕=  

 

sağlanır. * ile matrisin adjointi kastedilmektedir[3]. 

 

3.1.5. Teorem 

 

Eğer ∈A  R ve t∈cba ,,  ise, bu taktirde 

 

[ ] [ ] Acece AA
σ,.)(,.)( −=∆  

 

ve 

 

∫ −=∆
b

a
AAA bceacettAtce ),(),()())(,( σ  

 

sağlanır[3]. 

 

Şimdi Eş.3.1 denklem sitemi ile beraber, 

 

)()()( tftytAy +=∆                    (3.2) 

 

homogen olmayan denklem sistemini göz önüne alalım. Burada nf rt →:  vektör 

değerli fonksiyondur. 
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3.1.6. Teorem (Sabitlerin Çeşitlenmesi) 

 

∈A  R, t  üzerinde nn×  tipinde matris değerli fonksiyon, t∈0t  ve ny rt →:  

olsun. rt →:f  vektör değerli fonksiyonu rd-sürekli olsun. Bu taktirde 

 

)()()()( tftytAty += , 00 )( yty =  

 

başlangıç değer probleminin ny rt →:  biçiminde bir tek çözümü vardır. Bu 

çözüm 

 

∫ ∆+=
t

t
AA fteyttety

0

)()(,(),()( 00 τττσ  

 

ile verilir[3]. 

 

3.1.7. Teorem 

 

∈A  R ve C  türevlenebilir olsun. Eğer C , 

 

)()( tACCtAC σ−=∆  

 

dinamik denkleminin çözümü ise, bu taktirde 

 

)(),(),()( sCstestetC AA =  

 

sağlanır[3]. 
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3.1.1. Sonuç 

 

∈A  R ve C  bir sabit matris olsun. Eğer C , A  ile değişmeli ise, C , Ae  ile 

değişmelidir. Özellikle A  sabit bir matris ise bu taktirde A  ile Ae  değişmelidir[3]. 

 

3.1.8. Teorem (Sabitlerin Çeşitlenmesi) 

 

∈A  R, t  üzerinde nn×  tipinde matris değerli fonksiyon, t∈0t  ve ny rt →:  

olsun. Bu taktirde 

 

)()( tfxtAx +−=∆ σ ,  00 )( xtx =  

 

başlangıç değer probleminin rt →:x  biçiminde bir tek çözümü vardır. Bununla 

birlikte bu çözüm 

 

∫ ∆+=
ΘΘ

t

t
AA ftexttetx

0

** )(),(),()( 00 τττ  

 

ile verilir[3]. 
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4. LİNEER DİNAMİK SİSTEMLERİN ASİMPTOTİK DAVRANIŞI 

 

Bu bölümde, zaman skalasında lineer dinamik denklem sistemlerinin çözümleriyle, 

bu sistemlerin çeşitli yapılardaki perturbasyonlarının çözümlerinin asimptotik 

davranışları arasındaki ilişkileri veren bazı önemli teoremler ve sonuçlar 

incelenecektir. 

 

Skaler bir dinamik denklemi incelemek, her zaman, bir dinamik denklemler sistemini 

incelemekten daha avantajlıdır. Bu yüzden inceleyeceğimiz teoremlerde sık sık, 

sistemi bir skaler denkleme indirgeme yoluna gidilmiştir. Sistemin katsayı 

matrislerinin elemanları olan fonksiyonların sağlaması gereken skaler denklemlerin 

teoremlerde koşul olarak verilmesi, bu avantajın kullanılmasıyla doğmaktadır. 

 

Bu bölümde verilecek olan bazı teoremlerde “asimptotik olarak denk olma” kavramı 

kullanılacaktır. Bu yüzden ilk önce aşağıdaki tanımı verelim. 

 

4.1. Tanım 

 

İki dinamik denklem sisteminin çözümleri arasında bir homeomorfizm 

kurulabiliyorsa ve bu çözümler arasındaki fark asimptotik olarak (yani ∞→t  iken)  

sıfıra gidiyorsa  bu dinamik sistemler asimptotik olarak denktir denir[8]. 

 

Bu bölüm boyunca, rt ⊂  zaman skalasını üstten sınırsız kabul edeceğiz 

( ∞=tSup ). N∈n  için nnf rrt →×:  ve nb rt →:  rd-sürekli fonksiyonlar, 

∈A R ve rdCB∈ ; t  üzerinde tanımlı nn×  matris değerli fonksiyonlar ve ∈C R; 

nn×  sabit matris olmak üzere, 

 

)()( tbytAy +=∆                    (4.1) 

),()()( xtftbxtAx ++=∆                   (4.2) 

xtAx )(=∆                     (4.3) 



 50

ytBtAy )]()([ +=∆                    (4.4) 

Cxx =∆                     (4.5) 

),( ytfCyy +=∆ , 0)0,( =tf                  (4.6) 

 

dinamik sistemleri göz önüne alınacaktır. Eş.4.1 ile Eş.4.2, Eş.4.3 ile Eş.4.4 ve Eş.4.5 

ile Eş.4.6 dinamik sistemlerinin asimptotik olarak denkliğini veren teoremler ve 

sonuçlar verilecektir. 

 

Diferensiyel denklem sistemlerinde ve fark denklem sistemlerinde daha önce bu 

konuda çeşitli çalışmalar yapılmış ve bazı sonuçlar elde edilmiştir. Örneğin, 

Levinson [9] de, Eş.4.3 ün aşikar çözümünün düzgün kararlı, AtA ≡)(  ve  

 

∞<∫
∞

dttB
0

)(                     (4.7) 

 

olması durumunda Eş.4.3 ile Eş.4.4 sistemlerinin asimptotik olarak denk olduğu 

sonucuna varmıştır. Daha sonra Wintner [10] da bu sonucu )(tA  değişken matrisi 

için geliştirmiş, Eş.4.3 ün çözümlerinin sınırlı olması ve Eş.4.7 nin ve, 

 

∫ −∞>
∞→

t

t
dssBTrace

0

)]([inflim  

 

sağlanması durumunda Eş.4.3 ile Eş.4.4 sistemlerinin asimptotik olarak denk olduğu 

sonucuna varmıştır. Benzer olarak Yakubovich [11] de Eş.4.5 ile Eş.4.6 sistemleri 

için de asimptotik denkliğine ilişkin teoremler vermiştir. Fark denklem sistemlerinde 

de benzer çalışmalar yapılmıştır. 

 

Zaman skalası alanında ise bu çalışmalar genelleştirilmiştir. Bohner, Bodine ve Lutz 

[5,6,7] de, Kaymakçalan, Mert ve Ağacık [8] de bu konuda kullanışlı sonuçlar elde 

etmişlerdir. Bu bölümde bu çalışmalarda elde edilen sonuçlar incelenecektir. 
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Şimdi Eş.4.1 ve Eş.4.2 denklemlerini düşünelim. 

 

Her t∈t  için, )()( tAtI µ+  tersi alınabilir olsun.               (4.8) 

 

Bu durumda varlık teoreminden dolayı bir nn× , tersi alınabilir matris değerli )(tY  

fonksiyonu vardır öyle ki, 

 

)()()( tYtAtY =∆ , ItY =)( 0                  (4.9) 

 

sağlanır. 

 

4.1. Teorem 

 

Eş.4.8 sağlansın, ayrıca Eş.4.2 da verilen ),( ytf  fonksiyonu 

 

∞<∆∫ ττ )0,(f ,                 (4.10) 
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⎭

⎪
⎬
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∫
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             (4.11) 

 

Özelliklerini sağlayacak şekilde olsun. 

Öyle 1P  ve 2P  bütünler projeksiyonları var olsun ki, 0>K  için 

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∩∈>∈∀≤

∩∈>∈∀≤
−

−

tt

tt

),[,,,)()(

),[,,,)()(

00
1

2

00
1

1

stttssKsYPtY

ttstttKsYPtY
             (4.12) 

 

olsun. Bu durumda, Eş.4.1 ve Eş.4.2 nin sınırlı çözümleri arasında bir 

homeomorfizm kurulabilir. Ayrıca eğer, 
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{ } 0)(lim 1 =
∞→

PtY
t

                 (4.13) 

 

Sağlanırsa Eş.4.1 ve Eş.4.2 asimptotik olarak denktir [5]. 

 

4.1. Not 

 

Eş.4.11 koşuluna perturbasyon terimi üzerinde büyüme koşulu (growth condition)  

denir. Eş.4.12 koşuluna ayrışma koşulu (dichotomy condition) denir. Buradaki 1P  ve 

2P  bütünler projeksiyonlar,  

 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

==
=+

=

=

01221

21

2
2

2

1
2

1

PPPP
IPP

PP

PP

                 (4.14) 

 

şartlarını sağlayan nn×  matrislerdir[5]. 

 

Bu teoremi ispatlamak için önce bir T  operatörü tanımlayacağız. Bu operatör 1tt ≥  

olmak üzere, 

 

∫ ∆= −
t

t

xfYPtYtTx
1

))(,())(()())(( 1
1 ττττσ  

  ∫
∞

− ∆−
t

xfYPtY ττττσ ))(,())(()( 1
2                         (4.15) 

 

olarak tanımlansın. Bu tanımda x , [ ) t∩∞,t  aralığında sınırlı fonksiyon ve 

[ ) t∩∞∈ ,01 tt  noktası da 

 



 53

∫
∞

<∆=
1

1)(
t

K ττγθ                  (4.16) 

 

sağlanacak şekilde seçilmiş bir noktadır (bkz. Eş.4.11). 

 

4.2. Not 

 

Eş.4.15 ile tanımlanan T  operatörü, nx rt →:  fonksiyonu [ ) t∩∞,t  aralığında 

sınırlı olduğundan ve Eş.4.10-Eş.4.12 koşulları sağlandığından dolayı iyi 

tanımlıdır[5]. 

 

Şimdi T  operatörü için bir lemma verelim. 

 

4.1. Lemma 

 

Eş.4.15 ile tanımlanan T  operatörü için,  Eş.4.8, Eş.4.10-Eş.4.12 koşulları sağlansın. 

Bu durumda [ ) t∩∞∈ ,0tt  için, 

 

),()()( xfTxATx ⋅=−∆                 (4.17) 

 

bağıntısı sağlanır[5]. 

 

İspat 

 

2.2.2. Teorem (iii) ile verilen çarpımın türevi kuralından dolayı, [ ) t∩∞∈ ,0tt  için 

 

∫ ∆=− −∆∆
t

t

xfYPtYtTxtAtTx
1

))(,())(()())()(()()( 1
1 ττττσ  

   ))(,())(()( 1
1 txtfYPtY τσσ −+  
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   ∫
∞

−∆ ∆−
t

xfYPtY ττττσ ))(,())(()( 1
2  

   ))(,())(()( 1
2 txtftYPtY σσ −+  

   ∫ ∆− −
t

t

xfYPtYtA
1

))(,())(()()( 1
1 ττττσ  

   ∫
∞

− ∆+
t

xfYPtYtA ττττσ ))(,())(()()( 1
2  

   { } ))(,())(())(( 1
21 txtftYPPtY σσ −+=  

   )),(,( txtf=  

 

elde edilir. Burada Eş.4.9 ve Eş.4.14 ü kullandık[5]. 

 

4.1. Teoremin İspatı 

 

Sınırlı fonksiyonlar için verilen 

 

[ )
)(sup

,1

txx
tt t∩∞∈

=  

 

normunu kullanacağız. Eğer 1x  ve 2x  iki sınırlı fonksiyon ise, [ ) t∩∞∈ ,1tt  için 

 

2121 ))(())(( xxtTxtTx −≤− θ                (4.18) 

 

eşitsizliğinin sağlandığı gösterilebilir. Ayrıca Eş.4.10 koşulundan dolayı 

 

∫
∞

∆≤
1

)0,())(0(
t

fKtT ττ                 (4.19) 

 

eşitsizliği sağlanacağından, ayrıca Eş.4.18 ve Eş.4.11 koşullarından dolayı 
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000 TxTTTxTx +≤+−≤ θ                (4.20) 

 

sağlanır. Ayrıca Eş.4.18 ve Eş.4.20 den dolayı 

 

∫
∞

∆+≤
1

)0,(
t

fKxTx ττθ                 (4.21) 

 

sağlanır. Böylece T  operatörü [ ) t∩∞∈ ,1tt  aralığında tanımlı fonksiyonların 

kümesinden, kendisine tanımlı bir daralma dönüşümüdür. Dolayısıyla 1tt ≥  için 

 

Txxy −=                   (4.22) 

 

dönüşümü, Eş.4.1 ve Eş.4.2 nin sınırlı çözümleri arasında bire-bir bir dönüşümdür     

(Eş.4.17. Eş.4.18) kullanılarak 

 

21
1

2121
1 )1()1( yyxxyy −−≤−≤−+ −− θθ  

 

elde edilir ki bu da Eş.4.22 dönüşümünün ve tersinin [ ) t∩∞∈ ,1tt  için sürekli 

olduğunu gösterir. Varlık teoremi ve Eş.4.8 kullanılarak bu aralık t∩],[ 10 tt  

aralığına genişletilebilir. Son olarak verilen bir 0>ε  için bir 12 )( tt >ε  seçelim öyle 

ki 

 

2
))(,(

)(2

ετττ
ε

<∆∫
∞

t

xfK  

 

eşitsizliği sağlansın. Böylece 

 

))(()()( tTxtytx =−  
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2

))(,())(()(
)(

1
1

2

1

εττττσ
ε

+∆< ∫ −
t

t

xfYPtY , 

 

elde edilir. Dolayısıyla, t∈t , ∞→t  için )1()()( otytx =−  olur[5]. 

 

Şimdi Levinson’un Perturbasyon Lemmasının zaman skalasına genelleştirilmiş 

versiyonunu verelim. Bunun ispatını yaparken 4.1. Teoremi kullanacağız. Burada 
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için her t ,0)()(1 
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t
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             (4.23) 

 

ve 

 

)}(),...({)( 1 ttdiagt nλλ=Λ .                (4.24) 

 

olarak kabul edeceğiz. Bu teoremde  

 

,
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tt
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λµ
λλ

+

−
=∆  1)( 0 =twij               (4.25) 

 

başlangıç değer problemlerinin büyük önemi vardır. Varlık teklik teoreminden ve 

 

0
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tt
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ij
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olduğundan rt →:ijw  çözümleri tek tanımlıdır. Son olarak R  de t  üzerinde 

tanımlı nn×  rd-sürekli matris değerli bir fonksiyon olsun. Bu ön bilgiler 

doğrultusunda şimdi Levinson’un Perturbasyon Lemmasını verelim. 
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4.2. Teorem 

 

Kabul edelim ki Eş.4.23 sağlansın. Ayrıca, 
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0
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t ij tt
R τ
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τ , ni ≤≤1               (4.26) 

 

olsun ve öyle K,m>0  sayıları olsun ki her ),( ji  çifti için 
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          (4.27) 

 

şıklarından birisi sağlansın. Buradaki ijw  ler Eş.4.25 ile tanımlanan fonksiyonlardır. 

Bu durumda xtRtx )]()([ +Λ=∆  lineer dinamik denklem sistemi, 

 

)()]1([)(iken      t tYoItX +=∞→                 (4.28) 

 

olan bir temel çözümler sistemine sahiptir. Buradaki Y ; 

 

ItYtYtY =Λ=∆ )(),()( 0  

 

denklemini sağlayan bir matristir[5]. 

 

İspat 

 

},...,1{ ni∈  sayısını sabitleyelim ve 
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)()(1
)()(

)(
tt
Itt

t
i

i
i λµ

λ
+

−Λ
=Λ , ve 

)()(1
)(),(

tt
xtRxtf

i
i λµ+

=  

 

olarak alalım. Şimdi artık 

 

iii wtw )(Λ=∆                   (4.39) 

 

ve 

 

),()( iiiii vtfvtv +Λ=∆                 (4.40) 

sistemlerine 4.1. Teoremi uygulayabiliriz. Eş.4.8 şartının sağlanması için 

 

)()(
)()()()(
ttI
ttIttI

i
i Λ+

Λ+
=Λ+

µ
µµ  

 

matrisinin singüler olmaması gerekmektedir. Bu da Eş.4.23 koşulu sayesinde 

sağlanmaktadır. Çünkü Eş.4.24 ten dolayı )(tΛ  bir diyagonal matristir. Ayrıca if  

fonksiyonu aşikar olarak Eş.4.10 u sağlar. Eğer )1/( iR µλγ +=  seçersek Eş.4.26 

koşulunun sağlanmasıyla Eş.4.11 koşulu da sağlanır. Son olarak Eş.4.27 koşulunun 

sağlanması gerekiyor. Bu amaçla 

 

⎩
⎨
⎧

=
,0
,1

jp   
hallerdediger 

saglarsa  )()27.4(  ),( yıaji −
 

 

olarak tanımlayalım. },...,{ 11 nppdiagP =  ve 12 PIP −=  olarak seçelim. Bu 

durumda Eş.4.14 sağlanır. Dikkat edilirse 

 

},...,,{ 21 iniii wwwdiagW =  

 

olarak tanımlanırsa 
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iii WtW )(Λ=∆ , ItWi =)( 0  

 

başlangıç değer problemi sağlanır. Buradaki ijw  ler Eş.4.25 ile tanımlanan 

fonksiyonlardır. Böylece Eş.4.27-(a) koşulu 0})({lim 1 =
∞→

PtWit
 olmasını gerektirir ve 

Eş.4.13 de iWY = , },...,1{ ni∈  olarak düşünülürse sağlanır. tst ≤≤0 , t∈ts,  için 

)()( 1
1 sWPtW ii

−  matrisi; elemanları 0 veya, (i,j) çifti Eş.4.27-(a) koşulunu sağlarsa 

elemanları )(/)( swtw ijij  olan ( ki burada mswtw ijij /1)(/)( ≤  dir) bir matristir. Yine 

benzer şekilde stt ≤≤0 , t∈ts,  için )()( 1
2 sWPtW ii

−  matrisi; elemanları 0 veya, 

(i,j) çifti Eş.4.27-(b) koşulunu sağlarsa elemanları )(/)( swtw ijij  olan ( ki burada 

Kswtw ijij ≤)(/)(  dir) bir matristir. Böylece  iWY = , },...,1{ ni∈  olarak düşünülürse 

Eş.4.12 koşulu da sağlanır. 

 

Şimdi,  ii etw =)(  fonksiyonu ( ki burada n
ie r∈ ; i.nci birim vektördür) Eş.4.39 

denkleminin aşikar sınırlı bir çözümü olduğundan Eş.4.40 denkleminin 

 

iiiii ewv εε +=+=   ve 0)(lim =
∞→

tit
ε ,  ni ≤≤1  

 

olan bir iv  çözümü vardır. Şimdi iy  fonksiyonu 

 

yty i )(λ=∆ ,  1)( 0 =ty  

 

probleminin tek çözümü olsun. iiiiii yevyx )( ε+==  kabul edelim. Dikkat edilirse 

},...,{ 1 nyydiagY =  fonksiyonu Eş.4.9 u sağlamaktadır. 2.2.2. Teorem-(iii) ile verilen 

türevin çarpımı kuralından, 

 

)()()()()()()( tvtytvtytvytx iiiiiii
∆∆∆∆ +== σ  
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+
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 )()}()()(){()()( tvtRItttytxt iiiii +−Λ+= λλ  

 )()]()([ txtRt i+Λ=  

 

elde edilir ki bu da Eş.4.28 i verir. Böylece ispat tamamlanmış olur[5]. 

 

4.3. Not 

 

Yukarıda verilen 4.2. Teoremi 

 

xtRtVtx )]()()([ ++Λ=∆  

 

biçimindeki sistemlere uygulanılabilir hale getirmek için bazı dönüşümler 

geliştirilmiştir[5]. Bu tez çalışmasında bu dönüşümler incelenmemiştir. Detaylı bilgi 

için [5, 5. bölüm] e bakınız. 

 

4.4. Not 

 

Yukarıda verilen teoremlerde sözü edilen )(tA  matrisi 

 

)()( tRCtA +=  

 

formundaysa, ki burada C , nn× , köşegenleştirilebilir ve regressiv bir matrisdir, 

teoremlerin şartları daha da basitleştirilebilir[6]. Bu çalışmada bu konuya 

değinilmemiştir. Detaylı bilgi için [6] ya bakınız. 

 

Şimdi daha önce incelenen iki teoreme ek olarak, dinamik sistemlerin asimptotik 

davranışı hakkında daha farklı bir yaklaşım ortaya koyan bir teoremi ispatsız olarak 

vereceğiz. Bu teorem, 4.1. teorem ve 4.2. teoremin bir sunucu olarak da görülebilir. 

İspatı için [6] ya bakınız. 
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4.3. Teorem 

 

t  zaman skalası, her t∈t  ve 1>α  için tt ασ ≤)(  eşitsizliğini sağlayan bir zaman 

skalası olsun. B  de rd-sürekli, regressiv, nn×  matris değerli bir fonksiyon olsun. b  

de ∞→t  iken 

 

)/1()( ntOtb =   

 

şartını sağlayan n-vektör değerli bir fonksiyon olsun. Ayrıca  

 

YtBY )(=∆  

 

sisteminin  )(tY  çözümü 0,, >dcK  ve 21 , PP  bütünler projeksiyonları için, üstel 

ayrışma koşulu (exponential dichotomy condition) dediğimiz 

 

ts ≤  için ),())(()( 1
1 tsKesYPtY c≤− σ ,   

 

ve 

 

ts ≥  için ))(,())(()( 1
2 stKesYPtY d σσ ≤−  

 

koşulunu sağlasın. Bu durumda, eğer x  

 

)()( tbxtBx +=∆  

 

sisteminin bir çözümü ise 

 

ytBy )(=∆  

 

sisteminin bir y  çözümü vardır, öyle ki ∞→t  iken 
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)/1()()( ntOtytx =− ,  

 

sağlanır[6]. 

 

Şimdi 4.1. teorem ve 4.2. teoremin, diferensiyel denklemlerde ( rt = ) ve fark 

denklemlerinde ( zt = ) nasıl uygulandığını bir örnek üzerinde inceleyelim. 

 

4.1 Örnek 

 

Kısaca rt =  ve zt =  durumları için verilen teoremleri inceleyelim. İlk önce 

rt =  olsun. Yani r∈t  için 
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olur. Ayrıca bu durumda  
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Probleminin çözümü, )(tλ  fonksiyonu sürekli ise, 
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olarak verilir. Bu durumda Eş.4.25 deki ijw  çözümleri, Eş.4.23 sağlanırsa, 
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olur. Böylece 
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olur. Şimdi eğer bir 0>m  ve r∈*t  varsa öyle ki her jiji ≠),(  çifti için 
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sağlanırsa bu durumda jiji ≠),(  için 
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             (4.41) 

 

yazarız ki burada )()( ttf kk λ=  dir. Eş.4.23 sağlanırsa ji λλ −  fonksiyonları sürekli 

olurlar. Böylece Eş.4.27-(a) koşulu Eş.4.41-(a) koşuluna; Eş.4.27-(b) koşulu da 

Eş.4.41-(b) koşuluna dönüşür. 

 

Şimdi zt =  olsun, bu durumda z∈t  için 
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olur. Ayrıca w  fonksiyonu 0tt >  için 
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ve ijw  fonksiyonları da 
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olur. Böylece 
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yazılabilir ki burada ( ))(1log)( ttf kk λ+=  dir. Sonuç olarak yine Eş.4.41 koşulu 

Eş.4.27 koşulunun sağlanması için yeterlidir. Burada alternatif olarak başka bir koşul 

vermek de mümkündür. 

 

kkt
t αα =

∞→
)(lim , nk ≤≤1 , ,ji αα ≠  nji ≤≤≤1  

 

olsun ki burada )(1)( tt kk λα +=  dir. Bu durumda açıktır ki aşağıdaki koşul, Eş.4.27 

koşulunun sağlanması için yeterlidir 

 

)(a  ji αα >  veya )(b  ji αα <  

 

[5]. 
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Buraya kadar incelediğimiz teoremlerde, Eş.4.1 ile Eş.4.2 ve Eş.4.3 ile Eş.4.4 lineer 

sistemlerinin sınırlı çözümlerinin asimptotik davranışları arasındaki ilişkileri 

inceledik. Şimdi vereceğimiz teoremlerle Eş.4.3 ile Eş.4.4 ve Eş.4.5 ile Eş.4.6 

denklemlerinin çözümleri arasındaki, çözümler sınırlı olmasa da, ilişkileri 

inceleyeceğiz. Sınırlılık şartı aranmadığından dolayı bu teoremler pratikte daha 

kullanışlı olabilmektedir. 

 

Bu teoremleri incelemeden önce bazı ön bilgiler vereceğiz. İlk önce  

 

)(),()( 0 tuttety A=                  (4.42) 

 

değişken dönüşümü yapalım. Bu dönüşüm ile birlikte Eş.4.4 denklemi 

 

utPu )(=∆                   (4.43) 

 

denklemine dönüşür ki burada 

 

),()())(,()( 00 ttetBttetP AA σ=                (4.44) 

 

dir. Şimdi, daha sonra kullanacağımız bir lemma verelim. 

 

4.2. Lemma 

 

Eğer 

 

∞<∆∫
∞

0

)(
t

ttP                   (4.45) 

 

sağlanırsa bu durumda 

 

)()( tPtP +Ψ=Ψ∆                  (4.46) 
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dinamik denkleminin öyle bir Ψ  çözümü vardır ki ∞→t  iken 0→Ψ  olur[8]. 

İspat 

 

It =Ψ )(0 , ∫
∞

∆Ψ+−=Ψ
t

k ssIsPt )]()[()( , ,...2,1=k  

 

olarak tanımlayalım. Eş.4.45 kullanılarak ∑
∞

=

Ψ
1

)(
k

k t  serisinin, yeterince büyük 01 tt ≥  

ve  t∩∞∈ ),[ 1tt  için düzgün yakınsak olduğu kolayca görülebilir. Ayrıca 

t∩∞∈ ),[ 1tt  için ∑
∞

=

Ψ=Ψ
1

)()(
k

k tt  fonksiyonu da ∞→t  iken 0→Ψ  olur ve 

 

∫ ∆Ψ+−=Ψ ssIsPt )]()[()( ,  t∩∞∈ ),[ 1tt  

 

dir[8]. 

 

4.4. Teorem 

 

Kabul edelim ki Eş.4.45 sağlansın ve 

 

0)(),(lim 0 =Ψ
∞→

ttteAt
                 (4.47) 

 

sağlansın. Bu durumda Eş.4.3 ile Eş.4.4 sistemleri asimptotik olarak denktir[8]. 

 

 

 

 

 

 



 67

İspat 

 

t  noktası 1tt ≥  olacak şekilde yeterince büyük bir sayı olsun. 4.2. lemmadan dolayı 

,)]([)( ctItu Ψ+=  nc r∈  fonksiyonu, t∩∞∈ ),[ 1tt  için Eş.4.43 denkleminin bir 

çözümüdür ve böylece 

 

ctIttety A )]()[,()( 0 Ψ+=                 (4.48) 

 

fonksiyonu da Eş.4.4 ün bir çözümüdür. ∞→t  iken 0→Ψ  olduğundan öyle bir 

12 tt >  noktası vardır ki bu noktada )( 2tI Ψ+  matrisi singüler değildir. Şimdi 

cttex A ),( 02
0 =  ve ctIttey A )]()[,( 202

0 Ψ+=  olsun. Eş.4.3 ile Eş.4.4 denkleminin, 

0
2 )( xtx =  ve 0

2 )( yty =  noktalarından geçen çözümlerini sırasıyla ),,()( 0
2 xttxtx =  

ve ),,()( 0
2 yttyty =  olarak yazalım. Varlık ve teklik teoreminden dolayı ve 

)( 2tI Ψ+  nin singüler olmamasından dolayı 

 
0

20202
0 ),()]()[,( xttetIttey AA Ψ+=  

 

bağıntısı aracılığıyla Eş.4.3 ün )(tx  çözümüyle Eş.4.4 ün )(ty  çözümü arasında bire-

bir bir dönüşüm kurulmuş olur. Bu da 

 

ctttetxty A )(),()()( 0 Ψ+= , t∩∞∈ ),[ 1tt  

 

dir. Böylece Eş.4.47 göz önüne alındığında ispat tamamlanmış olur[8]. 
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4.2. Örnek 

 

rt =  olsun ve ),1[ ∞∈t  için 

 

x
t

x ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −

∆

02
10

2                  (4.49) 

 

ve 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −−

∆

0
00

02
10

2 te
y

t
y                 (4.50) 

 

sistemlerini ele alalım. 4.4. teoremin şartlarının sağlandığı kolayca görülebilir ( 1≥t , 

0>K  için 2/)( tKetP −≤  ve 1)(
2/2 −≤Ψ

− tKeet  olur). Bu yüzden Eş.4.49 ve 

Eş.4.50 sistemleri asimptotik olarak denktir. Dikkat edersek burada Eş.4.49 

denkleminin çözümleri [ ]Tttx 2,2
1 =  ve [ ]Tttx 21

2 , −− −=  olup sınırlı değillerdir[8]. 

 

Şimdi vereceğimiz teoremle Eş.4.5 ile Eş.4.6 sistemlerinin çözümlerinin asimptotik 

davranışlarını inceleyip, sistemlerin asimptotik olarak denk olma koşullarını 

vereceğiz. Burada kabul edeceğiz ki bir )),([ 0 t∩∞∈ tCη  fonksiyonu var olsun 

öyle ki, her ∈),(),,( 21 xtxt nt rt ×∩∞),[ 0  için 

 

2121 )(),(),( xxtxtfxtf −≤− η                (4.51) 

 

sağlansın. Ayrıca kabul edelim ki 

 

∫
∞

∞<∆ttttette CC )(),(.))(,( 00 ησ                (4.52) 

 

sağlansın. Şimdi, daha sonra kullanacağımız iki lemma verelim. 
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4.3. Lemma 

 

Eğer Eş.4.52 sağlanırsa bu durumda 

 

)),(,())(,( 00 uttetftteu CC σ=∆                (4.53) 

 

denkleminin her çözümü t∩∞),[ 0t  aralığında sınırlıdır. Ayrıca (4.53) denkleminin 

her )(tu  çözümü için bir sabit nc r∈  vektörü vardır öyle ki ∞→t  iken ctu →)(  

olur[8]. 

 

İspat 

 

Eş.4.53 denkleminin 00 )( utu =  noktasından geçen çözümünü ),,()( 00 uttutu =  ile 

gösterelim. 0)0,( =tf  olduğundan ve Eş.4.51 koşulundan dolayı 

 

∫ ∆+≤
t

t

ssusMtutu
0

)()()()( 0 , t∩∞),[ 0t  

 

elde edilir ki burada 

 

)(),(.))(,()( 00 tttettetM CC ησ=  

 

dir. Eş.4.52 kullanılarak, ve 0)()(1 >+ tMtµ  olduğundan dolayı Gronwall eşitsizliği 

kullanılarak görülebilir ki, t∩∞∈ ),[ 0tt  için 0)( Mtu ≤  olacak şekilde bir 0M  

vardır vardır. Ayrıca 

 

∞<∆≤∆ ∫∫
∞

00

)())(),(,())(,( 000
t

t

t
CC ssMMssutsesfste σ  
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olduğu açıktır. Bundan dolayı c  sabitini 

 

∫
∞

∆+=
0

))(),(,())(,( 000
t

CC ssutsesfsteuc σ  

 

olarak tanımlayabiliriz. Böylece  

 

∫
∞

∆−=
t

CC ssutsesfstectu ))(),(,())(,()( 00 σ  

 

olur ki bu da lemmanın ifadesini sağlar. Böylece ispat tamamlanmış olur[8] 

 

4.4. Lemma 

 

Eğer )(ty  fonksiyonu Eş.4.6 denkleminin bir çözümü ise Eş.4.53 denkleminin bir 

)(tu  çözümü vardır öyle ki 

 

)(),()( 0 tuttety C=                  (4.54) 

 

eşitliği sağlanır. Tersine, eğer )(tu  fonksiyonu Eş.4.53 denkleminin bir çözümü ise 

bu durumda Eş.4.6 denkleminin çözümü Eş.4.54 ile verilir[8]. 

 

İspat 

 

Eş.4.54 ile verilen )(ty  fonksiyonunu Eş.4.6 da yerine yazarak denklemi sağladığı 

kolayca görülür. Tersine, Eş.4.54 ifadesinin türevi alınarak )(tu  fonksiyonunun 

Eş.4.53 ü sağladığı kolayca görülebilir[8]. 
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4.5. Teorem 

 

Eş.4.52 sağlansın. Bu durumda Eş.4.6 denkleminin her )(ty  çözümü ∞→t  iken 

 

)]1()[,()( 0 octtety C +=                 (4.55) 

 

formundadır ki burada nc r∈  sabit bir vektördür. Ayrıca 

 

∫
∞

∆−=
t

CC ssutsesfsteo ))(),(,())(,()1( 00 σ  

 

dır. Burada )(tu  fonksiyonu Eş.4.53 denkleminin bir çözümüdür[8]. 

 

 

İspat 

 

4.3. lemma ve 4.4. lemma ile verilen sonuçlar göz önüne alındığında Eş.4.55 in 

sağlandığı kolayca görülebilir[8]. 

 

4.6. Teorem 

 

Kabul edelim ki Eş.4.52 sağlansın. Ayrıca 

 

0)(),(.))(,(lim 0 =∆∫
∞

∞→
t

CCt
sstseste ησ               (4.56) 

 

sağlansın. Bu durumda Eş.4.5 ile Eş.4.6 sistemleri asimptotik olarak denktir[8]. 
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İspat 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∆−= ∫

∞

t
CCC ssutsesfstecttetu ))(),(,())(,(),()( 000 σ  

 ∫
∞

∆−=
t

CC ssutsesfstetx ))(),(,())(,()( 0σ  

 

Sağlanır. Burada cttetx C ),()( 0=  fonksiyonu Eş.4.5 denkleminin, ),,()( 00 uttutu =  

fonksiyonu da Eş.4.53 denkleminin bir çözümüdür. Açıktır ki verilen bir 0u , Eş.4.5 

ve Eş.4.6 denklemlerinin )(tx  ve )(ty  çözümleri arasında bire-bir bir dönüşüm 

tanımlayacaktır. Eş.4.56 koşulundan dolayı ∞→t  iken 0)()( →− tytx  olacaktır ki 

bu da ispatı tamamlar[8]. 

 

4.3. Örnek 

 

[ ]Υ
∞

=

+==
0

1,1 12,2
k

kkPt  olsun ve t∩∞∈ ),0[t  için 

 

xx ⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
=∆

04
10

                  (4.57) 

 

ve 
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⎡ −
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

−
∆

2
9

1
8

sin
cos1(

04
10

ye
ye

yy t

t

               (4.58) 

 

denklemlerini göz önüne alalım. Bu durumda ]12,2[ +∈ kkt  için üstel fonksiyon 
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olacaktır. tet 8)( −=η  seçersek Eş.4.52 nin sağlanacağı kolayca görülebilir. Gerçekten 

 

∫∫
∞

−
∞

∆≤∆
0

42

0

4)()0,(.))(,0( teetttete CC ησ  

    ∑ ∑∫
∞

=

∞

=
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+− +=
0 0
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24 44
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t edte  
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1
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−

−

−
+
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olur. Böylece 

 

∫∫
∞

−+
∞

∆≤∆
t

st

t
CC seessseste 4228)()1,(.))(,( ησ  

 

olduğundan Eş.4.56 şartı sağlanır. Dolayısıyla 4.6. teoremden dolayı Eş.4.57 ile 

Eş.4.58 sistemleri asimptotik olarak denktir[8]. 

 

4.4. Not 

 

Dikkat edilirse gerek Eş.4.52 gerekse Eş.4.56 koşullarının sağlanıp sağlanmadığını 

kontrol etmek için ),( steC  matrisini hesaplamak gerekmektedir. Bu da değişken 

katsayılı sistemlerde her zaman kolay olmamaktadır. Bu nedenle üstel matris 

fonksiyonun bazı özellikleri kullanılarak bu koşulları gerektiren bazı yeni koşullar 

türetilmiştir. Aşağıda bu koşullar yerine yazıldıktan sonra elde edilen teorem ispatsız 

olarak verilecektir. Bu konuda detaylar için [8, bölüm 5] e bakınız. 
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4.7. Teorem 

 

jλ , lj ,...,2,1=  ler, C  matrisinin jm  katlı öz değerleri olsun ve 

{ }lmmmm ,...,,max 210 =  olarak tanımlayalım. Ayrıca, öyle 00 >M  ve β  sayıları 

mevcut olsun ki [ ) t∩∞∈ ,0tt  için 

 

0)(1
1 M

tj

≤
+ µλ

 ve βλ ≤)(tB
j

 

 

sğlansın ki burada 
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),(Re

,)()(1log
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1
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ttBp

µ
µ       

0)(
0)(
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µ
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oarak tanımlanan fonksiyondur. Bu durumda eğer 
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∞<∆tt
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ve 
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σ
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koşulları sağlanırsa Eş.4.5 ve Eş.4.6 sistemleri asimptotik olarak denktir[8]. 
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