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OZET

Bu tezde L ile L, (0, ) uzayinda

iy1 + q1(0)y2 = Ays

—iy; + g2 (X)y1 = Ay, 0<x<o
diferensiyel denklemler sisteminin

(14 + f1)y2(0,2) — (A + B2)y1(0,4) =0

spektral parametreye bagli sinir kosulu yardimiyla tretilen diferensiyel operatori
inceleyecegiz. Burada q kompleks degerli bir fonksiyon, A bir kompleks parametre ve
Bi,a;, i =12 (B; #0, a; # 0) kompleks sayilardir. Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim kisa bir girise ayriimstir. ikinci bliimde, diger boliimlerde kullanilacak temel
tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde sinir kosullar: spektral parametreye bagiml
Sturm-Liouville diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimleri elde edilmistir. Ayrica bu
¢ozlimlerin asimptotik bagintilart hesaplanmistir. Dordiincii boliimde L’nin resolvent
operatorii hesaplanmistir. Ozdegerlerin ve spektral tekilliklerin ciimlesi elde edilmistir.
Stirekli spektrum incelenmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, we denote the operator generated in L, (0, o) by the boundary value problem

iy1 + g1 (0)y, = Ay,

—iy; + @;(X)y; = Ay, 0<x<oo

(14 + f1)y2(0,2) — (a4 + B2)y1(0,4) =0

by L, where q;,i = 1,2 are complex valued functions, A is a spektral parameter and «;, £5;,
i = 1,2 are complex numbers. (a; # 0, B; # 0) This thesis consist of four chapters. The
first chapter is devoted to the introduction. In the second chapter, some basic definitions and
main theorems are given that are used in other chapters. In the third chapter, the solutions of
Sturm-Liouville system of differential equation with boundary conditions depending on the
spectral parameter are obtained. Furthermore asymptotic relations of this solutions are
calculated. In the fourth chapter, the resolvent of the operator L is calculated. In addition,
the set of the eigenvalues and spectral singularities are obtained. Furthermore, continuous
spectrum of L is examined.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

3
I+

C[ab]
D(A)
o(4)
o.(A)
04(4)
0,(A)
05s(A)
p(4)
RA(A)
R

R*

A

Wi(y1, ¥2]

Aciklamalar

Kompleks sayilar ciimlesi

{zeC: £Imz>0}
{zeC:£Imz >0}

[a,b] araliginda tanimli ve siirekli olan fonksiyonlarin lineer uzayi
A Operatdriiniin tanim kiimesi

A kiimesinin spektrum kiimesi

A kiimesinin siirekli spektrumu

A kiimesinin diskret spektrumu

A kiimesinin rezidii (kalan) spektrumu
A kiimesinin spektral tekillikleri

A kiimesinin resolvent kiimesi

A Operatoriiniin resolventi

Reel sayilar kiimesi

R \{0}

Ozdeger

Y1 Ve y, ¢ozlimlerinin Wronskian’1



1. GIRIS

Analiz, uygulamali matematik ve matematiksel fizik gibi birgok alanda karsilasilan
problemlerin ¢6ziimiinde diferensiyel operatorlerin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin
bulunmasi gerekir. Bir diferensiyel operatoriin 6zfonksiyonlari cinsinden ifade edilmesi
bazen bu diferensiyel operatoriin tanim kiimesine ait olan bir fonksiyon igin gerekli
olabilmektedir. Bu operatoriin 6zfonksiyonlarina gore seri ya da integral a¢ilimi bi¢giminde
ifade edilmesi O6nem arz etmektedir Kuantum mekanigindeki ve fonksiyonel analiz
alanindaki geligsmelerle birlikte diferensiyel operatorlerin spektral analizinin yapilmasi
olduk¢a 6nem kazanmistir. Fourier yontemi, kismi tiirevli denklemlerin sinir kosullarini
gercekleyen ¢oziimleri bulunurken kullanilir. Bunun iizerinde ¢alisan ¢ogu matematikginin
arastirma konusu olan baz1 denklemler, elde edilen diferensiyel operatorlerin spektral analizi
Sturm-Liouville, Klein-Gordon, Dirac ve Schrodinger diferensiyel denklemler yardimiyla

elde edilir.

Fizik, matematiksel fizik, fonksiyonel analiz ve Kuantum Mekanigindeki pek ¢ok problemin
¢ozlimiinde diferensiyel operatorlerin spektral analizi temel oldugundan bu alanlardaki
gelismelerle birlikte diferensiyel operatorlerin spektral analizine ilgi artmistir. Matematik
alan1 disinda bazi fiziksel problemlerin incelenmesi sirasinda karsilasilan denklem
coziimlerindeki operatdrlerden biri diferensiyel operatorlerdir. Bu operatorler ¢gogunlukla,
singiiler selfadjoint ve non-selfadjoint olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica Sturm-Liouville

operatorlerinin spektral analizi ile ilgili de literatiirde pek ¢ok calisma mevcuttur.

_yll + q(x)y = Ay, xeR,
I[(y) =—y"+qx)y, 0<x< (1.2)

burada q kompleks degerli bir fonksiyon A € C bir spektral paremetre olmak iizere,

diferensiyel ifadesinin ve

y'(0) —hy(0) =0, heC (1.2)



sinir kosulunun yardimi ile L,(0,0) uzayinda tanimli non-selfadjoint Sturm-Liouville
operatorii ilk kez Naimark tarafindan, diferensiyel denklemler yardimiyla tanimlanan
singiiler operatorlerin spektral analizi incelenmeye baslanmigtir. Naimark (1960) bu
calismasinda operatoriiniin - spektrumunun; siirekli spektrum, oOzdegerler ile spektral
tekilliklerden olustugunu gostermistir [1]. Spektral tekillikler 6zdeger olmayan, resolvent
operatdriin ¢ekirdeginin kutuplari olup, siirekli spektrum tizerindedir. Ve en az bir ¢ >

0 icin

o)

[ e laeldx < e
0

sartt saglandiginda islem yapilan operatoriin sonlu sayida 6zdegerlerinin ve spektral
tekilliklerinin oldugu elde edilmistir. Naimark’ m bulmus oldugu bu sonug, dnce Kemp
(1958) tarafindan tiim reel eksen lizerinde tanimli operatdrlere uygulanmis ve daha sonra ii¢
boyutlu Schrodinger operatorlere ise Gasymov (1968) tarafindan genisletilmistir [2-3].
Pavlov (1967) tarafindan (1.1) denklemi ve (1.2) sinir kosulu yardimiyla tiretilen, spektral
tekilliklerinin yapisi olan bu operatoriin spektral analizinde 6nemli asamalar elde edilmistir
[4]. Bu operatoriin esas fonksiyonlar1 kullanilarak spektral agilim elde edilmis,
Ozdegerlerinin spektral tekilliklerinin yapisini, potansiyel fonksiyonunun sonsuzdaki

davranigina bagl oldugu gosterilmis ve de

sup [e®*]q(x)|dx] < oo, e>0

x€[0,00)

kosulu saglandiginda 6zdegerlerinin, spektral tekilliklerinin sonlu sayida oldugunu ve bu
0zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin katlarinin da sonlu oldugunu gostererek bir spektral
acilim verilmistir. Spektral tekilliklerin dikkate alinarak spektral a¢ilimin verildigi ilk
calisma Pavlov tarafindan elde edilmistir. Spektral tekilliklerin spektral analizinde 6nemli

rol aldig1 ve spektral agilimindaki etkisi Lyance (1967a, 1967b) tarafindan incelenmistir [5].

Naimark’mn inceledigi problemden daha genel bir problem Krall (1965a, 1965b, 1965c)
tarafindan ele alinmistir [6-8]. K € L, (0, ) kompleks degerli bir fonksiyon ve a,f € C

olmak iizere (1.1) diferensiyel ifadesi ve



o

cw@%$ﬂ®+fﬂﬂﬂww=0
0

sinir kosulu yardimiyla L,(0,0) uzayinda tretilen non-selfadjoint L, operatoriiniin
spekturumunu belirlemis, L; adjoint operatorii ve bu operatorlerin 6zfonksiyon agilimi
ayrintili olarak Krall (1965a, 1965b, 1965c¢) tarafindan incelenmistir [6-8]. L; operatériiniin
Weyl teorisini de incelemistir. L, (0, o) uzayinda p, q kompleks degerli fonksiyonlar ve p

fonksiyonu R, da siirekli diferensiyellenebilen bir fonksiyon olmak fizere,
=y" +q() +2p(x) — 2*ly,  x €[0,0)

denklemi ve

(0]

cwmrﬁﬂm+fmmﬂmm=o

0

sinir kosulu yardimiyla tiretilen Kuadratik Schrodinger operatorler demeti L(4) ile gosterilir.
Bairamov, Cakar ve Celebi (1997) ve Bairamov, Cakar ve Krall (1999a, 1999b)
calismalarinda «,B €C, |a|+|B] #0 olmak iizere K e L,(0,0) olan analitik
fonksiyonlarin birebirlik teoremlerini kullanarak L(A) operatoriiniin spektral analizini
incelemistir [9-11]. Ozdegerlere ve spektral tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlar

cinsinden spektral agilim ise bu ¢alismalarda yer verilmistir.

Diferensiyel operatdr ve denklemlerin siir kosullar1 yapilan calismalarin hepsinde goz
onlinde bulundurulan spektral parametreden bagimsizdir. Son yillarda yapilan bazi
caligmalarda hem denklemde hem sinir kosullarinda spektral parametre bulunan regiiler

Sturm- Liouville diferensiyel operatorlerinin spektral teorisi incelenmektedir.

2009 yilinda ise Bairamov ve Yokus tarafindan sinir kosullar1 spektral parametreye bagl

Sturm-Liouville Operatdriiniin spektral 6zellikleri incelenmistir [12].



Biz bu tezde Kir, Bascanbaz-Tunca ve Yanik (2005) a, 8 € C ve A € C spektral parametre

olmak lizere

dy

dx y1(x, ) + q1 () y,(x, 1) = Ay, (x, 1)

i

dy

L (x, 1) + @, (x)y; (x, 1) = Ay,(x, 1), x € R*

-1

diferensiyel denklem sistemi ve

(1A + B1)y2(0,4) — (a4 + B2)y1(0,1) =0

sinir kosulu yardimiyla {iretilen L operatoriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin

ciimlesi elde edilir ve resolvent operatdr hesaplanir [13].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde daha sonra ihtiya¢ duyacagimiz bazi tanim ve teoremler ispatsiz olarak

verilecektir.

Tanim 2.1. X bir kompleks vektor uzay A : X — X lineer bir operator olsun. 4 komplex
sayist i¢in  Ax = Ax denkleminin asikar olmayan bir x € X bir ¢6ziimii varsa A sayisina A
operatdriinlin 6zdegeri (eingen degeri) adi verilir. Bu x ¢odziimiine ise A operatdriiniin A

Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon denir [14].

Tanim 2.2. X # {0} kompleks normlu bir uzay A : D(A) € X - X lineer bir operator
olsun. A € C olmak iizere R;(A) = (A — AI)~! operatoriine A nin resolvent operatérii ya da

kisaca resolventi denir [14].

Tanim 2.3. R;(A) operatorii mevcut, sinirli ve tanim climlesi X uzayinda yogun ise, 1 € C
sayisina A operatoriiniin regiiler degeri denir. A operatoriiniin regiiler degerlerinden olusan

ciimleye ise A nin resolvent ciimlesi ad1 verilir [14].

Tanim 2.4. R, (A) operatorii mevcut olmayacak sekildeki A kompleks sayilarinin ciimlesine

A operatoriiniin diskret spektrumu ( 04(A)) ya da nokta spektrumu denir [14].

Tanim 2.5. R;(A) operatorii meveut, sinirsiz ve R;(A) operatdriiniin tanim climlesi X
uzayinda yogun olacak sekilde A € C sayilarinin olusturdugu kiimete A operatdriiniin stirekli
spektrumu

(0.(A)) denir [14].

Tanim 2.6. Bir A operatoriiniin resolventinin ¢ekirdeginin kutup noktast olup, siirekli
spektrumda bulunan ve A operatériiniin 6zdegeri olmayan noktalara A operatoriiniin spektral

tekillikleri ad1 verilir [1].

Teorem 2.7. (Riemann-Lebesgue Teoremi): f: [a, b] — C fonksiyonu 6lgiilebilir olsun. Eger



f, [a, b] tizerinde integrallenebilir ise,

b
lim f f(xX)e**dx =0
a

|A|>00

olur. Integrasyon aralig1 sinirsiz olabilir [15].



3. DENKLEMIN COZUMLERI VE ASIMPTOTIK BAGINTILAR

Bu béliimde tanimlayacagimiz diferensiyel denklem sisteminin ¢6ziimlerini ve iiretilen L

operatoriiniin asimptotik bagmntilar: incelenecektir.

iy (6,2 + (), (6, 2) = A1 (x, 1) (3.1)
~1 Y2000 + 4:(@y: (6 D) = Ay (0, 1), x € RY (3.2)
(1A + B1)y2(0,2) — (azA + B2)y:1(0,4) =0 (3.3)

burada q;, i= 1,2 kompleks degerli fonksiyonlar, , f kompleks sayilar, A ise kompleks

parametredir.

(3.1), (3.2) denklemler sistemi (3.3) sinir kosul problemi yardimiyla

oo

fl(x))j (AP + 1f001) dx < o
0

L2(0,09; C;) = {ﬂf(x) - ( o

uzayinda bir L operatdriinii agagidaki gibi tanimlayalim.

vy = (ﬁ) € L, (0, o0; C,) diferensiyellenebilen y(x, 1 )= (ﬁgg) fonksiyonu icin

iy{(x! /1) + Q1(x)3’2(x' /1) )

I(y) == (—iyé (x, 1) + g2 (0)y; (x, 1)

diferensiyel ifadesini goz oniine alalim. Burada g, (x), g, (x) € C(0, ) ve

lgi(x)| <ce ™, ¢c>0, >0, i=1.2 (3.4)



esitsizligi saglansin. Bu ifadeye gore L operatdriiniin tanim kiimesi

( 1.y mutlak strekli

) (N _ 2.1(y)eL,(0,00; C,)
L) = iy. Y= (3’2) €L2(0, C2) 3. (@14 + B1)y2(0, 1) }

—(aA+ B2)y:1(0,1) =0
olmak tizere
vy € D(L) igin Ly := [(y) seklinde tanimlayalim.
3.1. l(y) — Ay = 0 Denkleminin Coziimleri
iy1(6 1) + 41 (0)y. (x, 1) = Ay, (x, 1) 3.1)
=iy, (6, ) + @2 () y1(x, ) = Ay, (x, 1) 0<x< oo (3.2)

(3.1), (3.2) denklemler sistemini

d
P&+Q(x) —Aly(x,1) =0

Py' =y = —Qy (3.5)

bigiminde yazalim. Burada

. ) (6,2
s 01 -], S o=

gibi tanimlayalim.
(3.5) sisteminin ¢ozliimiinii veren teoremi yazalim.
3.1.1. Teorem

(3.1), (3.2) diferensiyel denklemler sisteminin (3.3) sinir kosulu altindaki her bir ¢oziimii



X
a A+ . .
y1(x,4) = 0(1/1—4_213’2 (0,)e™™* f e D g, (£)y, (¢, Ddt (3.6)
2 2
0
azA + B, iAx _ i iA(x—t)
2o 2) = S5y (0,0 — [ eH-0q, (003, ) (37)
1 1
0

(3.6), (3.7) integral denklemler sisteminin de bir ¢oziimiidiir. Bunun karsit1 da dogrudur [13].

(3.1), (3.2) & (3.6), (3.7).

fspat.‘

Once (3.1)=(3.6) oldugunu gosterelim.

Py' -y = —Qy (3.5)

diferensiyel denklem sistemini parametrelerin degisim yontemiyle ¢ozelim.

Py ' —Ay =0 (3.8)

dir. Bu ¢dziimleri bulalim. Oncelikle (3.8) homogen denklemini yazalim.

iy, (x,2) — Ay (x, ) = 0 0<x<o (3.9)

(3.9) denkleminden

iy (6, ) = Ay1(x, 2)

1) _
y1(x, )
1 ,A
yi'(x )——i)l

A



10

yi'(x,2) ] f
dx = —id | dx
fyl(x.l)
v
In (yl(x )> = —ilx
€1
y1 (%, 1) = cre”**

bulunur. Buradan (3.1) lineer denkleminin ¢oziimiinii

y1 (6,2) = ¢y (x)e”H
bi¢ciminde arayalim.

yi(x,2) = ci(x)e™™ —ide; (x)e™H

bulunur. Bu sonuglar (3.5)’te yerine yazilir ve diizenlenirse

i(c1(x)e™™ —ide; (x)e ™) = Aoy (e = —q1 (1) y, (x, )
ie; ()e ™™ + Acy ()e ™™ — Aey ()e ™ = —q; (1), (x, 2)

icy(x)e™ ™ = —q; () y, (x, 1)
c1(x) = ieiMQ1(x)3’2(x' A)

X X

[ i =i [ e a@yate
0 0

() = vy + i j et g, (£)y, (6, D)dt
0

bulunur. Buradan

yi(x,A) = ¢; (x)e—ilx

fonksiyonuna (3.10 ) da bulunan sonug yazilirsa

(3.10)



X

yi(x,A) = vy + if e g, (Dy,(t, Ddt | e

0

X
yi(x, 1) = vie " + if e~ =g (B)y,(t, Ddt
0

11

(3.11)

integral denklemi elde edilir. Buradan v, ’i bulmak i¢in (3.11) denkleminde x yerine 0 yazilir

ve (3.3) sinir kosulu kullanilirsa

vy1(0,4) = v,

a12+31
=— 0,1
%1 az)H_Bz)’z( )

bulunur ve bu sonug (3.11) de yerine yazilir ve

a1/1 + Bl

yi(x, 1) = PN

pe
y>(0, e~ 4 i j e=x=0g, 1)y, (t, Ddt
0

integral denklemi elde edilir. Buradan (3.1) = (3.6) oldugu ispatlanir.
Benzer bigimde (3.2) = (3.7) oldugunu gosterelim.

—iy, (%,1) — Ay, (x,1) = 0 0<x<o

(3.12) denkleminden

—iy2' (6, ) = Ay2 (6 )

iy ) _
y2(,2)

v (6 ) _

——=1il
y2(x,4)

(3.12)
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.fYZ’(x» )
y2(x, 4)

In (yZ(x’ D) —iA

Co

dxzilfdx

iAx

Y2 (x,4) = cze
bulunur. Buradan (3.2) lineer denkleminin ¢oziimiinii

y2 (x,2) = cp(x)e™™

biciminde arayalim.

yi(x, 1) = cy(x)e™ + idcy(x)er™

bulunur. Bu sonuglar (3.5)’te yerine yazilir ve diizenlenirse

—i(cz(x)e™ + idcy(x)e™) — Acy(x)e™ = —qo(1)y1(x, 1)
—icy(x)e™ + Acy (x)e™ — Acy(x)e ™ = —q,(x)y; (x, 1)
—icy(x)e™ = —q5(x)y,(x, 2)

c;(x) = —ie Mg, () y1 (x, 1)

X X

[ et = =i | e au0me de

0 0

X
6y (x) = vy — i j et g, ()y, (¢, Ddt
0

bulunur. Buradan

v2(x,4) = ¢, (x)eilx

fonksiyonun da (3.13) de bulunan sonug yazilirsa

(3.13)
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X
v2(x,4) = | v, _ife_utqz(t)%(t»/l)dt e
0

X
y,(x, 1) = v,et* — if et =g, (H)y, (t, Ddt (3.14)
0

integral denklemi elde edilir. Buradan v,’i bulmak i¢in (3.14) denkleminde x yerine 0 yazilir

ve (3.3) sinir kosulu kullanilirsa

v2(0,1) = v,

a22+,82
=— 0,4
U, 0(1/'1+ﬁ1y1( )

bulunur ve bu sonug (3.14)’te yerine yazilir ve

azl + BZ

v (x, 1) = EEY

pe
y1(0, et — i j e2C=0 g, (D), (¢, dt
0

integral denklemi elde edilir. Buradan (3.2) = (3.7) ispatlanir.
Karsit olarak (3.6) = (3.1) oldugunu gosterelim.

(3.6) denkleminin x’e gore tlirevini alalim.

dy; (x, /1): ./1“1/1+ﬁ1

dx Y+ B,

X
y,(0,1)e A + /1_[ e~ A=0q, (t)y, (t, Ddt + iqy (X)y; (x, 1)
0

X
a A+ . .
= —il a:/'l—-l-g:yzm' Ne ¥ 4 f e~ =g )y, (t,N)dt
0
= _i/’lyl(x! /1) + i(h(X)YZ(x' /1)

d , A
DD ihyae, D + 0,y D)

+ iq1(0)y,(x, 1)
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olup

i dyl (x! /1)
dx

+ CI1(x)J’2 (x, A) = Ayl(x) /1)
bulunur ve (3.6) = (3.1) saglanir.

Benzer olarak (3.7) = (3.2) oldugunu gosterelim.

(3.7) denkleminin x’e gore tlirevini alalim.

dy,(x, 1) _ l.azl1 + B
dx a A+ By

X
y1(0, e + Af em(x_t)% By, (£, Ddt —ig(X)y1(x, 2)
0

X
azl + Bz

= |22 P2 0, et — i j eAG=0 g, (¢)y, (£, A)dt

—ig,(x x, A
A+ By ) q2(xX)y1(x, 1)

=idy,(x, 1) —ig(x)y,(x, 1)

dy,(x, 1) .
= iy (D)~ g2 (0 ()
olup
dy,(x, 1)
—i = 4 g (091 (0 D) = Ay (x, D)

bulunur ve (3.7) = (3.2) saglanur.
Buradan ispat tamamlanir.
3.2. Dirak Sisteminin Jost Coziimleri

A ve B reel sabitler olmak tizere,

f(x’ /1) _ [Ae—i)lx]

Beilx



fonksiyonu (3.1)-(3.2) Dirak sisteminin g, (x) = g,(x) =0 igin ¢éziimiidiir.

lq;(x)| < c>0,e>0,i=12

_°
(1 +x)t+e’
kosulunu gergeklendigini varsayalim. (3.1)-(3.2) sisteminin
vy, ) = fx, )+ o(1), x>

veya

y(x,/1) — [yl(x' A) _ Ae_i)lx

oredss| il P RL RS

kosulunu gergekleyen ¢oziimii y(x, A) ile gosterelim.
3.2.1. Teorem

(3.1)-(3.2) Dirak sisteminin (3.15) kosulunu gergekleyen y(X, A) ¢oziimii

(e A) = Ae=ix _ | f e=1Dg, (1), (&, Ddt
pe

Vo6, 2) = Bel® 4 j =0, (D), (¢, Ddt
X

integral denklemler sisteminin de bir ¢éziimiidiir.
fSpat.‘

(3.17) = (3.1) oldugunu gosterelim.

15

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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dy, (x, 2 . o
% = —jlAe”x — Af e“l(x_t)ql(t)yz (t, )dt +iq(x)y,(x, 1)
X

[0e]

Ae™x — f e~ Dq, (D)y, (t, Ddt

X

= —il +iq1(x)y,(x, 1)

= —l./lyl(x; /1) + iCI1(x)y2(x’ /1)

dy,(x, 1) . ;

# = —ily;(x, ) +iq1(x)y2(x, )
olup

dyi(x, A)

lT + ql(x)yZ(x'/l) = Ayl(x' /1)

bulunur ve (3.17) = (3.1) saglanur.

Benzer olarak (3.18) = (3.2) oldugunu gosterelim.

dy,(x, 1) _

% D iaBe 4 1 j =0, 1)y, (6, D)dt — iqy (), (%, A)
X

o)

Belt* 4 if ei’l(x_t)qz(t)yl (t, ﬂ)dt] - iq2(x)3’1(x, /1)

X

=il

= iAy,(x, 1) —iq(x)y,(x, 1)

# =idy,(x, 1) —iqy(x)y:(x, 1)
olup

dy,(x, 1)
_laT + @ (X)y,(x, 1) = Ay, (x, 1)

bulunur ve (3.18) = (3.2) saglanir. Bu da teoremi ispatlar.

(3.17) - (3.18) sistemini
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y(x,A) = f(x, 1) +f 0(x, t; A)y(t,A)dt (3.19)

bi¢iminde yazilir. Burada

0 —ie A =Dg (t)

O(x,t; 1) = .
(o4 Le”l(x_t)CIz(t) 0

gibi tanimlayalim. A€R igin (3.19) integral denkleminin ¢6ziimii

y(x,A) = f(x, 1) +f H(x,s)f(s,A)ds (3.20)

X

integral gdsterimine sahiptir. Burada

Hi1(x,s) Hyp(x,s)

H(xs) = Hy1(x,s) Hap(x,s)

gibi tanimlanir ve

C .
Hij(x's)s(1+x+s)1+f' c>0, >0, 1ij=1.2 (3.21)

esitsizligini gercekler.

Simdi (3.20) ile tamimlanan y(x,A) ¢6ziimii yardimiyla (3.1)-(3.2) sisteminin Jost

¢oztimlerini olusturalim.

[yl(x,/’l) _ [Ae™ J[Hll(x,s) le(x,s)] ia
y2(x, )] | Bei* H,,(x,s) H,,(x,s)|| Beis
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yazilir. Buradan,

y(x, 1) = Ae™* +Af Hy(x,s) e ds + Bf Hyy(x,s) e*ds
X X

y,(x,1) = Be'** +Af Hy,(x,5) e™sdt + Bf Hy,(x,s) eSds
X X

esitligi bulunur.

1. Durum:

A=0, B=1 olsun

o)

yi(x, ) = f Hiy(x,5)e*Sds =e;*(x, 1)

X
o)

y,(x,1) = e + f H,,(x,8)eS ds = e, (x, 1)

X

ile tanimlayalim. (3.24) ve (3.25) denklemleri kullanilarak

+ _ el+(x1 A)
e (Xp A) - [ez+(x, A)
elde edilir.

2. Durum:

A=1, B=0 olsun

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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yi(x,1) = e 4 f Hy (x,5)e ™ *Sds =e;~(x,1) (3.27)
X
y,(x, 1) = f Hy (x,8)e™ S ds = e, (x, 1) (3.28)

X

ile tamimlayalim. (3.27) ve (3.28) esitlikleri kullanilarak

e; (x, 1)

e (ad) (3.29)

e (x,A) = [

elde edilir. Boylece (3.5) denkleminin ImA <0 alt yar1 diizleminde asagidaki vektor ¢ozimii

bulunur.
e~iMx +f Hy;(x,s)e"*sds
e (x,A) = w (3.30)

f H,1(x,8)e” 5 ds

X

Benzer olarak ImA >0 iist yar1 diizleminde asagidaki vektor ¢oziimii elde edilir.

f Hyy(x,s)eS ds
et(x, = * 4 (3.31)
et 4 f Hy,(x,5)e* ds

X

Burada ImA <0 alt yar1 diizleminde e~ (x, 1) ¢oziimii A'ya gore analitik ve reel eksene dek
siirekli fonksiyon ve ImA >0 iist yar1 diizleminde e* (x, 1) ¢oziimii A'ya gore analitik ve reel

eksene dek stirekli fonksiyondur [13].
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(3.30)-(3.31) ile verilen e*(x,1), 1 € C, ve e~ (x,1), 2 € C_ fonksiyonlarma (3.1)-(3.2)

Dirak sisteminin Jost ¢oziimleri denir.

(3.5) denkleminin ¢,(0,4) = a;A + B1, ©2(0,1) = ay,A + B, smur kosullarin1 saglayan

(P1(x, /1)

Ozimuni ¢@(x, A1) =
¢ @(x, 1) 0,(x, 1)

ile gosterelim. Bu ¢6ziim vardir, tektir ve A’nin tam

fonksiyonudur.

(3.5) denkleminin

N i D] i D
yHxmA)y= [y;(x, p| Y@= Iy;(x, A)l

ile gosterilen ¢oziimlerinin Wronskian’1

Wly™(x, D), y~(x, D] = yi (x, Dy; (6, ) — 3 (x, Dyy (x, 1) (3.32)

bigiminde tanimlansin. Agiktir ki (3.5) denkleminin iki ¢6ziimiiniin temel ¢dziimler sistemini

olusturmasi i¢in gerek ve yeter kosul Wronskian’inin sifirdan farkli olmasidir.

W[(P(x; /1)! e+(x! A)] =@ (x' l)e;’(x, /1) ) (x, l)ef(x, /1)
W[‘P(O: A)r e+(0r A)] = (pl(ol A)e;— (O, A) ) (O, A)ei‘_ (O, A) (333)

©1(0,1) = a1 A+ B, 9,(0,4) = a4 + B, smur kosulunu saglayan ¢@(x,4) ¢oziimiini
(3.33)’de yerine yazalim

W[‘P(OJ A)! €+(0, /1)] = (all + ﬁl)e;(of/l) - (aZA + ﬁZ)ef(O' A) = M+ (A)
dir ve benzer bigimde
Wlp(0,4),e7(0,1)] = (14 + f1)ez (0,2) — (azA + B2)e; (0,1) = M_ (1)

bulunur. Burada



01(0) = ;A + 4, ©2(0) = azd + B,

yazilir ve

M, (1) = ¢1(0)e3 (0,2) — ¢2(0)es (0,2)

M—(/l) = <,01(0) 62_(0) /1) %) (0)61_(0) /1)

bulunur.

3.3. Asimptotik Bagintilar

3.3.1. Teorem

21

(3.34)

(3.35)

(3.5) denkleminin e*(x, 1) ve e~ (x, 1) ¢oziimleri agagidaki asimptotik bagintilarini saglar.

e (x,2) = e & <1 :(igl) > X — 0, ImA<0
et(x,1) = e <1 -(I)—(;zl)>' x—>0, ImAl=>0

e (x,1) = e ¥ (1 :(igl) ) |A] = oo, ImA<0
et(x, 1) = e* (1 3_(321) ) [A| 200, ImA=0

dir [13].

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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fspat.‘
(3.36) asimptotik esitligini ispatlayalim.

(1) ImA=0 olsun

/e‘i’lx + e‘i’le Hy (6 x + t)e M dt\
e (x,A) = o ©

e‘i’lxj Hy (x, x + t)e At qt
0

idi

[0e]

/1 + j Hyp(x,x + t)e dt\
e (x,1) = e”* 2

j Hy, (x,x +t)e M dt
0

[0e]

1+ j Hyp(x,x + t)e M dt
e~ (x, e = 2
j Hy,(x,x + t)e M dt

0

bi¢ciminde yazalim. Buradan
|e—ilt| =1

dir.

X+s
|Hl-j(x,s)| < ce_s\/;, c>0,e>0, i=1,2



23

esitsizliginde (0,00) araliginda her iki tarafin integrali alinirsa

o

f H;j(x,x + t)dt
0

o)

[ee]
X+t
Sf|Hij(x,x+t)|dt Scfe NZdt <o
0 0

elde edilir. O halde

1+ o0(1)

e (x, 1) = e‘i’l"< o(1)

), X > 00, ImA=0

ispatlanir.

(if) ImA <0 olsun. Buradan

(o]

0

sf|Hij(x,x+t)dt||e‘”””|dt
0

X+

[o/0) 0 P
Sj|Hij(x,x+t)|dtScJe NZdt=0(1), x-0w, Iml<O0
0 0

elde edilir. Buradan

1+ o0(1)

e (x,A) = e"”x< o(1)

), X — 00, ImA<0

olur. (i) ve (ii) den

1+ o0(1)

e (x, 1) = e‘i’lx< o(1)

), X — 00, ImA<0
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ispatlanir. Benzer bigimde (3.37) igin

o(1)

e+(x,/’l)=ei’1x<1+o(1)>, x>, ImA=0

dir. Simdi (3.38) asimptotik esitligini ispatlayalim.

(1) ImA=0 olsun

(0]

/e‘“x + e‘”xf Hyp(x,x + t)e™H dt
e (x,4) = o

e‘i’lxj Hy (x,x + t)e Mt dt
0

——

idi

[0e]

1+ j Hyp(x,x + t)e  dt
e (x,1) = e”* 2

j Hy (x,x +t)e M dt
0

[0e]

1+ j Hyp(x,x + t)e  dt
e~ (x, e = 2

f Hy (x,x + t)e At dt
0

yazalim.

H;j(x,t),t € (x,0)
0 ,t € (—0,x)

Hi;(x, t) ={

olsun. e~ (x, 1) ¢oziimii



o)

1+ fﬁll(x, e gt
e~ (x,)e** = =7

\ f Hy (x,t)e At dt

— 00

yazilabilir.
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H;;(x,.) € L;(0,0) oldugundan H;;(x,t) da L;(—0,0) uzayma aittir. O halde Fourier

doniistimleri igin Rieman-Lebesque Teorem’inden

1+ o0(1)

e (x, 1) = e‘i’l"< o(1)

), [A] > 0, ImA=0

elde edilir.

(i) ImA=0 olsun.Buradan |H;;(x, t)e™"| < |H;;(x,©)| ve H;;(x,t) € L1 (0, )

sart1 saglandigindan Rieman-Lebesque Teorem’i kullanilir.

(o]

. N —ilt
l/HLnoo Hij(x,t)e” " dt
0

— ; —iA
_fll%}gqul](x,t)e ltdt

0

[00]

= j H;j(x,t) I/%lim e~ tdt =o(1), [A] > 00, IMA<O0
0

elde edilir. Buradan

1+ o0(1)

e (x, ) = e‘i’lx< o(1)

), [A] - o, Iml<0
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olur. (i) ve (ii) den

o (1+o0(1
e (x, 1) = e—LAx( 0(1§ )>, [A] = oo, ImA<0

ispatlanir. Simdi de (3.39) esitligini gosterelim.

(i) ImA=0 olsun

/ e""lxj Hyp(x, x + t)e* dt \
et(x,A) = ° .
elx 4 ei’“‘j H,y,(x, x + t)ert dt
0
dir.

j Hip(x,x + t)eH dt
et(x,) = e[ °

1+ j Hy,(x,x + t)e*t dt
0

oo

f Hi,(x,x + t)e*t dt
et(x, e ™ = °

1+ f Hy,(x,x + t)e*t dt
0

yazilir.
! H
0 ,t € (—0,x]

olsun.
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o)

~ 1 .
Hij(x;t) :E inj(x,t)e‘)‘tdt

—00

integraline H;;(x,t) fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii denir. H;;(x,.) € L;(0, %)

oldugundan ters Fourier doniisiimii olan H;;(x,.) de L; (—o, ) uzayina aittir. O halde

o(1)

+ — piAx —
et(x,A) =e (1+0(1)), [A] = oo, ImA=0

bulunur.

(it) ImA >0 olsun.

|Hl-j (x, D)et| < |Hij (x, )| ve H;j(x,t) € L;(0, ) sart1 saglandigindan Rieman-Lebesque

Teorem’i kullanilir.

(o]

: . iAt
l/HLnoo Hj(x,t)e"dt
0

[ee]

= | lim H;:(x, t)etdt
[ Jim ey
0

= ] Hyj(x, ) lim edt =o(1), |Al > 0, ImA<0
0

elde edilir. Buradan

o(1)

+ — plix
et(x,A) =e <1+0(1)>, [A] = oo, ImA >0

olur. (i) ve (ii) den
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) 1
et(x, 1) = e (1 3_(021) ) Al 00, ImAz=0

ispatlanir.

3.3.2. Teorem

M, (A) ve M_(4) fonksiyonlar1

M, (A) :=c1(0)esF(0,2) — c,(0)e; (0,1), |A] » 0, ImA =0 (3.40)
M_(A) :=c1(0) e; (0,4) — c(0)e; (0,1), [A] >0, IMA<0 (3.41)
asimptotik esitliklerini saglar [13].

fspat ;

(3.40) asimptotik esitligini gosterelim. (3.38) asimptotik esitligine gore

. _( o(D) -
e (O,A)—<1+0(1) , [A] = oo, ImA=>0
idi. Buradan
ef(0,1) =o0(1), |A] = oo, ImA=>0

eS(0,1) =1+o0(1), |A] = oo, ImA=>0

dir. Bu iki esitlikten

M, (1) :=c,(0)eS(0,2) — c,(0)e; (0,2), |A] » o0, ImA >0 (3.40)

asimptotik esitligi elde edilir.



Simdi (3.41) asimptotik esitligini gosterelim. (3.39) asimptotik esitligine gore
>, |A] = oo, ImA<0

Buradan

e; (0,1) =1+0(1),|A] = o, ImA<0

e; (0,4) =0(1),|A] = oo, ImA<0

dir. Bu iki esitlikten

M_(A) :=c1(0) e; (0,4) — c,(0)e; (0,1), [A] > 0, IMA<0

ispatlanir.

29

(3.41)
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4. L OPERATORUNUN OZDEGERLERININ VE SPEKTRAL
TEKILLIKLERININ CUMLESI

4.1. L Operatoriiniin Resolventi
Bu boliimde L operatoriiniin resolventi incelenecektir.

4.1.1. Teorem

L’nin resolventi asagidaki gibi olup

(R = [ RGuts DF @

0

integral operatorii bigimindedir. Burada

R*(x,t; 1), ImA=>0

RGxt; 2) = {R‘(x, t; 1), ImA<0

dir. R*(x,t; 1), ImA >0 diizleminde

i T, De*(t, 1), 0=st<
R+(X,t; A): {e (x )(P( ) oo

M, (D) o, Det' (t,1), x<t<oo
bigiminde
ve R~ (x, t; 1), ImA <0 diizleminde

e (x, ) (t, 1), 0<t<o

_ _ [
R7Gat; 1) = {(p(x,l)e‘*(t,/l), x<t<o

M_(A)

bi¢imindedir. Buradan
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(p*(t, A) = ((pZ (t, A)' (pl(tr A))
e (t, ) := (e3 (£, 1), ef (t, 1))
e *(t, 1) := (e (t, 1), er (t, 1))
olarak tanimlansin [13].

fspat N

(3.5) denkleminin iki ¢dziimiiniin Wronskian’t x degiskeninden bagimsizdir ve sifirdan

farklidir.

W[}’(O: A)!e+(0! A)] = M+ (A)

W[y(0,2),e7(0,)] = M_ (1)

bigimindedir.

Py’ + Qy — Ay = f(x)

diferensiyel denklemini parametrelerin degisim yontemiyle W[¢@,e*] # 0 oldugundan

homogen denklem ¢oziimleri

¥ =cio(x, ) + cet(x, 1)

biciminde yazilabilir.

Py' +Qy —Ay =f (4.1)

lineer diferensiyel denklemin bir ¢oziimii ise

y(x,2) = c1()p(x, 1) + c(x)e” (x,4) (4.2)

bi¢iminde aransin. O halde
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d d
Y52 = (0@ + 6@ e (D) +ei (e, 2)

+ c;(x)et (x, 1) (4.3)
elde edilir.

(4.1) denklemine (4.2) ve (4.3) esitlikleri yazilirsa

d d
Plas() 9o D) +e;() e (x,4) +e1(0)e(x ) + ca(x)e” (x, )]

+ Q[cr ()@ (x, D) + 2 ()e™ (x, D] = A[c () p(x, ) + c2(x)e™ (x, D]
=f

olur.

i 0 0 q) _[e1(x, ) _ [ A)
P=ly 2 | Q(X)=[q2(x) 0] o= <pl(x,1)]'f("'”‘ £

tanimlar1 son esitlikte yerine yazilirsa

d
() fi=- 900 D) + 0062 ~ Ao D)

+ ¢, (x) {i%e‘“(x, A+ Qet(x, 1) —Ae™(x, /1)} +ic; (x)p(x, 1)

+ic;(x)e*(x,4) = f(x,4)
olur. (3.5) kosulundan dolay1 gerekli islemler yapilirsa

ici(x)p(x, ) +ics(x)et(x, 1) = f(x, 1)

e [er e D] L Te e D] [l D)
icy(x) [fpz (x. 1) + icy(x) [ef(x, /1)] = [ S (x, 1)
ic;(x)p1(x, ) + icy(x)e T (x, 1) = f1(x, 1) (%)

ic1 ()2 (x, 1) +ic;(x)e; " (x, 1) = fo(x, 1) (+*)
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() denklemi e, *(x, A1) ile ve (*x) denklemi —e;* (x, 1) ile genisletip, gerekli islemler

yapilirsa
c1(x) = mf [e; (£, Df1(t) — ef (t, D f2(D)]dt + oy

bulunur ve benzer bigimde

i
M_

c(x) =

o ] (926 DAD = 916 DLONde +

olarak hesaplanir. Bu degerleri

v A = (e, D) + c;(x)e’ (x,4) (4.4)
esitliginde yerine yazalim.

y(x, ) = a,0(x, ) + azet(x, 1)

X

j [o(x, De* (6 DF (D)]de + f e* (Do (t, DF (©) dt

0

[

TG

elde edilir. y € L,(0,00; C) olmasi igin a; = 0 olmalidir. (3.2) sinir kosulunu saglamasi

icin a; = 0 olmalidir. Bu durumda ImA >0 diizleminde

Rt(x,t; 1) =

i et (x,)p*(t, ), 0<t<ow
M, (D) o, Det' (t,1), x<t<oo

olarak elde edilir. Benzer sekilde ImA < 0 diizleminde

e (x, ) (t, 1), 0<t<ow

Rt D= 3o ), x<t<o

bulunur. O halde
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R*(x, t; 1), ImA=>0

RCx 6 4) = {R‘(x, t; 1), ImA<0

olup

(Ryf) = fR(x, t; Df(t)dt
0
bi¢imindedir.
4.1.2. Teorem
A, L operatdriiniin resolvent ciimlesine ait 1 — 1, € (—o0, ) ise ||R;|| = oo olur [13].

fspat ;

R, varligin1 Teorem 4.1.1°den ispatlandi. Simdi varsayalim ki 4, L operatoriiniin resolvent
climlesine ait olmasin. Eger A, resolvent climlesine ait degilse o zaman L operatoriiniin
spektrumuna aittir. R, operatorii A'nin analitik fonksiyonudur. Buradan da

R; ‘nin lokal siirlilig1 elde edilir.
4.2. L Operatoriiniin Ozdegerlerinin Ciimlesi

L operatoriiniin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri cimlesini sirasiyla a4 (L) ve ag(L) ile

gosterelim.
4.2.1. Teorem

og(L) ={A: ImA>0,M, (1) =0}U{A: ImA<0,M_(1) =0} (4.5)
buradan R* = R\{0} [13].
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fspat ;

Oncelikle D} ve D ciimlelerini tammlayalim.

Df ={1: ImA>0,M,. (1) =0}

D] ={A: ImA<0,M_(1) = 0}

D=D; uDj

climlesini gdsterelim. L operatoriiniin 6zdegerlerinin tanimi kullanilirsa

D cg,(L) (4.6)
oldugu agiktir. (4.5) esitligini ispat etmek igin

o4(L)cD

oldugunu gostermeliyiz.

(i) ImAy, >0 ve Ay € 04(L) olacak sekilde A, € C oldugunu varsayalim. Bu durumda (3.5)

denkleminin A = A, i¢in asikar olmayan y(x, 1y) € L,(0, o; C,) ve

(a14 + f1)y2(0,2) — (azA + f2)y1(0,1) =0

sinir kosulunu saglayan

y1(%, Ao))

o) = (0

ile gosterilen y(x, A¢) ¢oziimii vardir. Agik¢a y(x, Ay) ¢oziimii L operatoriiniin A, 6zdegerine

karsilik gelen 6zfonksiyonudur. Diger taraftan
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Wle(x,40),y(x,A0)] = @1 (x, A9)y2(x, A9) — @2 (x, A9)y1(x, Ao)
= @1(x, 10)y2(x, Ag) — @2(x, 19)y1(x, o)
= (1A + B1)y2(0,2) — (@A + B2)y1(0,A) =0
oldugundan 6yle bir c# 0 sabiti var dyleki
y(xr AO) = C(p(x, AO)
olur. Bu durumda
W[)’(x: Ao), e+(x! AO)] = CW[(/)(X', AO)! e+(x, ){O)] = CM+ (}{0) (47)

elde edilir.

y(x, Ag) ve e (x, Ay) fonksiyonlari L, (0, o; C,) uzayina ait ve siirekli diferensiyellenebilen

fonksiyonlar olduklarindan
lim y;(x, 40) = lim e/ (x, 1)
X—00 X—00

olur. Bu durumda

W[Y(x: AO)I e+(xr AO)] = 311—{{010 W[y(x: AO)J e+(x' AO)]
= )11_1;1;10 W[yl(xﬂ /10)' e; (x' 2'0) -2 (x' /10)' ef- (x, /10)]

=0 (4.8)
elde edilir. (4.7) ve (4.8) esitliklerinden
cM, () =0

¢ # 0 aldigimiz i¢in M (1) = 0 bulunur. Buradan 4, € C, ImA, > 0 ve 4, € g4(L) i¢in
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Ao € DY 4.9

olur.
(ii) 4o € C, ImA, <0 ve A, € g,(L) kabul edelim. Bu durumda (i)’ ye benzer olarak

Ao € DT (4.10)
bulunur.

(iii) Kabul edelimki A,eR olsun. Bu durumda c; ve c, sabitleri i¢in

y(x,A9) = cre”(x, ) + cze*(x, Ag)

olur. Buradan (3.36) ve (3.37) asimptotik esitliklerine gore

—ilox

c.e
v(x,1y) = <czei/10x ) +0(1), x - oo, Ao€R

asimptotik esitligi saglanir. Bundan dolay1

04(L) N (—00,0) = @ (4.11)
elde edilir. (4.9) ve (4.11) den

o4(L) €D (4.12)
(4.6) ve (4.12) den

o4(L) =D

elde edilir.
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4.3. L Operatoriiniin Spektral Tekilliklerinin Ciimlesi

4.3.1. Teorem

oss(L) ={A: 2R, M, (1) =0}U{A: 2e R ,M_(1) = 0} (4.13)

buradan R* = R\{0} [13].

fspat.‘

(4.13) esitligini ispatlayalim.

M, ve M_ fonksiyonlarinin reel eksendeki sifirlari resolventinin kutuplaridir. Reel
eksendeki bu sifirlar ayn1 zamanda L operatdriiniin siirekli spektrumu tizerindedir. Siirekli
spektrumun reel eksen oldugu Teorem 4.4.1. de gosterildi. Fakat (4.11) ye gore 6zdegerler
ve reel eksenin kesisimi bos kiimedir yani bu sifirlar L operatoriiniin 6zdegeri degildir.

Buradan spektral tekilliklerin tanimina gore

0(L) ={A: 2eR* , M (1) =0} U{A: Ae R ,M_(1) = 0}

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

4.4. L Operatoriiniin Siirekli Spektrumu

4.4.1. Teorem

L operatoriiniin siirekli spektrumu tiim reel eksendir. Yani

0c(L) = (=00, )
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dir [13].

fspat N

D(Ry(L)) = L,(0,; C;) oldugunu yani R;(L)'nin tanim ciimlesinin L, (0, o0; C,)’de

yogun oldugunu gosterelim.

A € (—o0, ) i¢in R;(L) operatdriiniin varlig1 ve R;(L) nin sinirsiz oldugu Teorem 4.1.1 ve

Teorem 4.1.2.’den gosterildi.

L,(0,00;C,) = R(L — ANDN(L' — Al

esitliginde L* ise L operatoriiniin adjointidir ve N(L* — AI) ctimlesi L* — Al operatériiniin

cekirdegidir. L* operatdriiniin

Py’ +Q(x)y =y

(a1A + B1)y2(0,2) — (a1 A + B1)y1(0,2) =0

y = 0 i¢in siir deger probleminin ¢ézliimii vardir. O halde

N(L' — Al) = {0}

elde edilir. Buradan

olur. Buradan Teorem 4.1.1. ve Teorem 4.1.2.’den

0c(L) = (=00, )

ispatlanir.
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