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ÖZET 

Bu tezde L ile 𝐿2 (0,∞) uzayında  

 

𝑖𝑦1
′ + 𝑞1(𝑥)𝑦2 = 𝜆𝑦1                                                                                                                           

 

−𝑖𝑦2
′ + 𝑞2(𝑥)𝑦1 = 𝜆𝑦2           0 ≤ 𝑥 < ∞                                                                                        

 

diferensiyel denklemler sisteminin 

 
(𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑦2(0, 𝜆) − (𝛼2𝜆 + 𝛽2)𝑦1(0, 𝜆) = 0                                                                        
                                              

spektral parametreye bağlı sınır koşulu yardımıyla üretilen diferensiyel operatörü 

inceleyeceğiz. Burada q kompleks değerli bir fonksiyon, 𝜆 bir kompleks parametre ve 

𝛽𝑖, 𝛼𝑖, 𝑖 = 1,2  (𝛽𝑖 ≠ 0, 𝛼𝑖 ≠ 0) kompleks sayılardır. Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölüm kısa bir girişe ayrılmıştır. İkinci bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak temel 

tanım ve teoremler verilmiştir. Üçüncü bölümde sınır koşulları spektral parametreye bağımlı 

Sturm-Liouville diferansiyel denklem sisteminin çözümleri elde edilmiştir. Ayrıca bu 

çözümlerin asimptotik bağıntıları hesaplanmıştır. Dördüncü bölümde L’nin resolvent 

operatörü hesaplanmıştır. Özdeğerlerin ve spektral tekilliklerin cümlesi elde edilmiştir. 

Sürekli spektrum incelenmiştir. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bilim Kodu                : 20404 

Anahtar Kelimeler    : Özdeğer, Özfonksiyon, Resolvent operatör, Spektral tekillik, 

Spektral parametre 

Sayfa Adedi               : 43 

Danışman : Prof. Dr. Esra KIR ARPAT 

 

 



v 

SPECTRAL PROPERTIES OF STURM-LIOUVILLE OPERATORS SYSTEM WITH 

BOUNDARY CONDITIONS DEPENDING ON THE SPECTRAL PARAMETER  

 (M. Sc. Thesis) 

Seniha ARIKAN 

GAZİ UNIVERSITY 

GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES 

July 2020 

ABSTRACT 

In this thesis, we denote the operator generated in 𝐿2 (0,∞) by the boundary value problem 

                       
𝑖𝑦1
′ + 𝑞1(𝑥)𝑦2 = 𝜆𝑦1                                                                                                                           

 

−𝑖𝑦2
′ + 𝑞2(𝑥)𝑦1 = 𝜆𝑦2           0 ≤ 𝑥 < ∞                                                                                        

 
(𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑦2(0, 𝜆) − (𝛼2𝜆 + 𝛽2)𝑦1(0, 𝜆) = 0                                                                        
   

by L,  where 𝑞𝑖, 𝑖 = 1,2 are complex valued functions, 𝜆 is a spektral parameter and  𝛼𝑖, 𝛽𝑖,
𝑖 = 1,2 are complex numbers. ( 𝛼𝑖 ≠ 0, 𝛽𝑖 ≠ 0) This thesis consist of four chapters. The 

first chapter is devoted to the introduction. In the second chapter, some basic definitions and 

main theorems are given that are used in other chapters. In the third chapter, the solutions of 

Sturm-Liouville system of differential equation with boundary conditions depending on the 

spectral parameter are obtained. Furthermore asymptotic relations of this solutions are 

calculated. In the fourth chapter, the resolvent of the operator L is calculated. In addition, 

the set of the eigenvalues and spectral singularities are obtained. Furthermore, continuous 

spectrum of L is examined. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler Açıklamalar 

 

ℂ  Kompleks sayılar cümlesi 

ℂ±               z  ℂ :   Im z  0 

ℂ±̅̅ ̅̅                {z  ℂ : Imz ≥ 0} 

C a,b  [a, b aralığında tanımlı ve sürekli olan fonksiyonların lineer uzayı 

D(A) A Operatörünün tanım kümesi 

𝝈(𝑨)   A kümesinin spektrum kümesi 

𝝈𝒄(𝑨)   A kümesinin sürekli spektrumu 

𝝈𝒅(𝑨)    A kümesinin diskret spektrumu 

𝝈𝒓(𝑨)       A kümesinin rezidü (kalan) spektrumu 

𝝈𝒔𝒔(𝑨)     A kümesinin spektral tekillikleri 

𝝆(𝑨)    A kümesinin resolvent kümesi 

R (A) A Operatörünün resolventi 

ℝ Reel sayılar kümesi 

ℝ∗  ℝ \ 0 

   Özdeğer 

W 𝐲𝟏 , 𝐲𝟐 𝑦1 ve 𝑦2 çözümlerinin Wronskian’ı 
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1. GİRİŞ 

 

Analiz, uygulamalı matematik ve matematiksel fizik gibi birçok alanda karşılaşılan 

problemlerin çözümünde diferensiyel operatörlerin özdeğerlerinin ve özfonksiyonlarının 

bulunması gerekir. Bir diferensiyel operatörün özfonksiyonları cinsinden ifade edilmesi 

bazen bu diferensiyel operatörün tanım kümesine ait olan bir fonksiyon için gerekli 

olabilmektedir. Bu operatörün özfonksiyonlarına göre seri ya da integral açılımı biçiminde 

ifade edilmesi önem arz etmektedir Kuantum mekaniğindeki ve fonksiyonel analiz 

alanındaki gelişmelerle birlikte diferensiyel operatörlerin spektral analizinin yapılması 

oldukça önem kazanmıştır. Fourier yöntemi, kısmi türevli denklemlerin sınır koşullarını 

gerçekleyen çözümleri bulunurken kullanılır. Bunun üzerinde çalışan çoğu matematikçinin 

araştırma konusu olan bazı denklemler, elde edilen diferensiyel operatörlerin spektral analizi 

Sturm-Liouville, Klein-Gordon, Dirac ve Schrödinger diferensiyel denklemler yardımıyla 

elde edilir.  

 

Fizik, matematiksel fizik, fonksiyonel analiz ve Kuantum Mekaniğindeki pek çok problemin 

çözümünde diferensiyel operatörlerin spektral analizi temel olduğundan bu alanlardaki 

gelişmelerle birlikte diferensiyel operatörlerin spektral analizine ilgi artmıştır. Matematik 

alanı dışında bazı fiziksel problemlerin incelenmesi sırasında karşılaşılan denklem 

çözümlerindeki operatörlerden biri diferensiyel operatörlerdir. Bu operatörler çoğunlukla, 

singüler selfadjoint ve non-selfadjoint olarak karşımıza çıkmaktadır. Ayrıca Sturm-Liouville 

operatörlerinin spektral analizi ile ilgili de literatürde pek çok çalışma mevcuttur. 

 

−𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑦,              𝑥𝜖ℝ+                  

𝑙(𝑦) = −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦,              0 ≤ 𝑥 < ∞                                                                  (1.1) 

  

burada q kompleks değerli bir fonksiyon 𝜆 ∈ ℂ bir spektral paremetre olmak üzere,  

diferensiyel ifadesinin ve 

 

𝑦′(0) − ℎ𝑦(0) = 0,        ℎ𝜖 ℂ                                                                                                (1.2) 
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sınır koşulunun yardımı ile 𝐿2(0,∞) uzayında tanımlı non-selfadjoint Sturm-Liouville 

operatörü ilk kez Naimark tarafından, diferensiyel denklemler yardımıyla tanımlanan 

singüler operatörlerin spektral analizi incelenmeye başlanmıştır. Naimark (1960) bu 

çalışmasında operatörünün spektrumunun; sürekli spektrum, özdeğerler ile spektral 

tekilliklerden oluştuğunu göstermiştir [1]. Spektral tekillikler özdeğer olmayan, resolvent 

operatörün çekirdeğinin kutupları olup, sürekli spektrum üzerindedir.  Ve en az bir     𝜀 >

0 için  

 

∫ 𝑒𝜀𝑥
∞

0

|𝑞(𝑥)|𝑑𝑥 < ∞ 

 

şartı sağlandığında işlem yapılan operatörün sonlu sayıda özdeğerlerinin ve spektral 

tekilliklerinin olduğu elde edilmiştir. Naimark’ ın bulmuş olduğu bu sonuç, önce Kemp 

(1958) tarafından tüm reel eksen üzerinde tanımlı operatörlere uygulanmış ve daha sonra üç 

boyutlu Schrödinger operatörlere ise Gasymov (1968) tarafından genişletilmiştir [2-3]. 

Pavlov (1967) tarafından (1.1) denklemi ve (1.2) sınır koşulu yardımıyla üretilen, spektral 

tekilliklerinin yapısı olan bu operatörün spektral analizinde önemli aşamalar elde edilmiştir 

[4]. Bu operatörün esas fonksiyonları kullanılarak spektral açılım elde edilmiş, 

özdeğerlerinin spektral tekilliklerinin yapısını, potansiyel fonksiyonunun sonsuzdaki 

davranışına bağlı olduğu gösterilmiş ve de  

 

sup
𝑥𝜖[0,∞)

[ 𝑒𝜀𝑥|𝑞(𝑥)|𝑑𝑥] < ∞, 𝜀 > 0 

 

koşulu sağlandığında özdeğerlerinin, spektral tekilliklerinin sonlu sayıda olduğunu ve bu 

özdeğerlerinin ve spektral tekilliklerinin katlarının da sonlu olduğunu göstererek bir spektral 

açılım verilmiştir. Spektral tekilliklerin dikkate alınarak spektral açılımın verildiği ilk 

çalışma Pavlov tarafından elde edilmiştir. Spektral tekilliklerin spektral analizinde önemli 

rol aldığı ve spektral açılımındaki etkisi Lyance (1967a, 1967b) tarafından incelenmiştir [5]. 

 

Naimark’ın incelediği problemden daha genel bir problem Krall (1965a, 1965b, 1965c) 

tarafından ele alınmıştır [6-8].  𝐾 𝜖 𝐿2(0,∞) kompleks değerli bir fonksiyon ve 𝛼, 𝛽 𝜖 ℂ 

olmak üzere (1.1) diferensiyel ifadesi ve  
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𝛼𝑦′(0) − 𝛽𝑦(0) + ∫ 𝐾(𝑥)

∞

0

𝑦(𝑥)𝑑𝑥 = 0 

 

sınır koşulu yardımıyla   𝐿2(0,∞) uzayında üretilen non-selfadjoint  𝐿1 operatörünün 

spekturumunu belirlemiş, 𝐿1 adjoint operatörü ve  bu operatörlerin özfonksiyon açılımı 

ayrıntılı olarak Krall (1965a, 1965b, 1965c) tarafından incelenmiştir [6-8]. 𝐿1 operatörünün 

Weyl teorisini de incelemiştir.  𝐿2(0,∞) uzayında p, q kompleks değerli fonksiyonlar ve p 

fonksiyonu ℝ+ da sürekli diferensiyellenebilen bir fonksiyon olmak üzere,  

 

−𝑦′′ + [𝑞(𝑥) + 2𝜆𝑝(𝑥) − 𝜆2]𝑦, 𝑥 ∈ [0,∞) 

 

denklemi ve  

 

𝛼𝑦′(0) − 𝛽𝑦(0) + ∫ 𝐾(𝑥)

∞

0

𝑦(𝑥)𝑑𝑥 = 0 

 

sınır koşulu yardımıyla üretilen Kuadratik Schrödinger operatörler demeti 𝐿(𝜆) ile gösterilir. 

Bairamov, Çakar ve Çelebi (1997) ve Bairamov, Çakar ve Krall (1999a, 1999b) 

çalışmalarında 𝛼, 𝛽 𝜖 ℂ, |𝛼| + |𝛽| ≠ 0 olmak üzere 𝐾 𝜖 𝐿2(0,∞) olan analitik 

fonksiyonların birebirlik teoremlerini kullanarak 𝐿(𝜆) operatörünün spektral analizini 

incelemiştir [9-11]. Özdeğerlere ve spektral tekilliklere karşılık gelen esas fonksiyonlar 

cinsinden spektral açılım ise bu çalışmalarda yer verilmiştir.  

 

Diferensiyel operatör ve denklemlerin sınır koşulları yapılan çalışmaların hepsinde göz 

önünde bulundurulan spektral parametreden bağımsızdır. Son yıllarda yapılan bazı 

çalışmalarda hem denklemde hem sınır koşullarında spektral parametre bulunan regüler 

Sturm- Liouville diferensiyel operatörlerinin spektral teorisi incelenmektedir. 

 

2009 yılında ise Bairamov ve Yokuş tarafından sınır koşulları spektral parametreye bağlı 

Sturm-Liouville Operatörünün spektral özellikleri incelenmiştir [12]. 
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Biz bu tezde Kır, Başcanbaz-Tunca ve Yanık (2005) 𝛼, 𝛽 𝜖 ℂ 𝑣𝑒 𝜆 ∈ ℂ spektral parametre 

olmak üzere 

 

𝑖
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑦1(𝑥, 𝜆) + 𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦1(𝑥, 𝜆)  

 

−𝑖
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑦2(𝑥, 𝜆) + 𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦2(𝑥, 𝜆),   𝑥 ∈ ℝ

+          

                                                   

diferensiyel denklem sistemi ve 

 

(𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑦2(0, 𝜆) − (𝛼2𝜆 + 𝛽2)𝑦1(0, 𝜆) = 0                                                                

 

sınır koşulu yardımıyla  üretilen L operatörünün özdeğerlerinin ve spektral tekilliklerinin 

cümlesi elde edilir ve  resolvent operatör hesaplanır [13]. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde daha sonra ihtiyaç duyacağımız bazı tanım ve teoremler ispatsız olarak 

verilecektir. 

  

Tanım 2.1. X bir kompleks vektör uzay 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑋  lineer bir operatör olsun. 𝜆 komplex 

sayısı için  𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 denkleminin aşikar olmayan bir 𝑥 ∈ 𝑋 bir çözümü varsa 𝜆 sayısına A 

operatörünün özdeğeri (eingen değeri) adı verilir. Bu x çözümüne ise A operatörünün 𝜆 

özdeğerine karşılık gelen özfonksiyon denir [14]. 

 

Tanım 2.2.  𝑋 ≠ {0} kompleks normlu bir uzay 𝐴 ∶ 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋  lineer bir operatör 

olsun. 𝜆 𝜖 ℂ olmak üzere  𝑅𝜆(𝐴) = (𝐴 − 𝜆𝐼)−1 operatörüne A nın resolvent operatörü ya da 

kısaca resolventi denir [14]. 

 

Tanım 2.3.  𝑅𝜆(𝐴) operatörü mevcut, sınırlı ve tanım cümlesi X uzayında yoğun ise, 𝜆 𝜖 ℂ 

sayısına A operatörünün regüler değeri denir. A operatörünün regüler değerlerinden oluşan 

cümleye ise A nın resolvent cümlesi adı verilir [14]. 

 

Tanım 2.4. 𝑅𝜆(𝐴) operatörü mevcut olmayacak şekildeki 𝜆 kompleks sayılarının cümlesine 

A operatörünün diskret spektrumu  ( 𝜎𝑑(𝐴)) ya da nokta spektrumu denir [14]. 

 

Tanım 2.5. 𝑅𝜆(𝐴) operatörü mevcut, sınırsız ve 𝑅𝜆(𝐴) operatörünün tanım cümlesi X 

uzayında yoğun olacak şekilde 𝜆 𝜖 ℂ sayılarının oluşturduğu kümete A operatörünün sürekli 

spektrumu  

 ( 𝜎𝑐(𝐴)) denir [14]. 

 

Tanım 2.6. Bir A operatörünün resolventinin çekirdeğinin kutup noktası olup, sürekli 

spektrumda bulunan ve A operatörünün özdeğeri olmayan noktalara A operatörünün spektral 

tekillikleri adı verilir [1]. 

 

Teorem 2.7. (Riemann-Lebesgue Teoremi): 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℂ fonksiyonu ölçülebilir olsun. Eğer 
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𝑓, [𝑎, 𝑏] üzerinde integrallenebilir ise,  

 

lim
|𝜆|→∞

∫𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 0 

 

olur. İntegrasyon aralığı sınırsız olabilir [15]. 
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3. DENKLEMİN ÇÖZÜMLERİ VE ASİMPTOTİK BAĞINTILAR 

 

Bu bölümde tanımlayacağımız diferensiyel denklem sisteminin çözümlerini ve üretilen L 

operatörünün asimptotik bağıntıları incelenecektir. 

                           

𝑖
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑦1(𝑥, 𝜆) + 𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦1(𝑥, 𝜆)                                                                                 (3.1) 

 

−𝑖
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑦2(𝑥, 𝜆) + 𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦2(𝑥, 𝜆),   𝑥 ∈ ℝ

+                                                         (3.2) 

 

(𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑦2(0, 𝜆) − (𝛼2𝜆 + 𝛽2)𝑦1(0, 𝜆) = 0                                                                   (3.3) 

      

burada 𝑞𝑖, i= 1,2 kompleks değerli fonksiyonlar, 𝛼, 𝛽 kompleks sayılar, 𝜆 ise kompleks 

parametredir. 

 

(3.1), (3.2) denklemler sistemi (3.3) sınır koşul problemi yardımıyla  

 

𝐿2(0,∞; ℂ2) ∶= {𝑓: 𝑓(𝑥) = (
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
) ,∫(|𝑓1(𝑥)|

2 + |𝑓2(𝑥)|
2) 𝑑𝑥 < ∞

∞

0

} 

 

uzayında bir L operatörünü aşağıdaki gibi tanımlayalım. 

 

∀𝑦 = (𝑦1
𝑦2
) ∈ 𝐿2(0,∞; ℂ2) diferensiyellenebilen y(x, 𝜆 )= (𝑦1(𝑥,𝜆)

𝑦2(𝑥,𝜆)
) fonksiyonu için  

 

𝑙(𝑦) ∶= (
𝑖𝑦1
′(𝑥, 𝜆) + 𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆)

−𝑖𝑦2
′(𝑥, 𝜆) + 𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆)

) 

 

diferensiyel ifadesini göz önüne alalım. Burada 𝑞1(𝑥), 𝑞2(𝑥) ∈ ℂ(0,∞) ve 

 

|𝑞𝑖(𝑥)| ≤ 𝑐𝑒
−𝜀𝑥, 𝑐 > 0, 𝜀 > 0, 𝑖 = 1,2                                                                                   (3.4) 
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eşitsizliği sağlansın. Bu ifadeye göre L operatörünün tanım kümesi 

 

𝐷(𝐿) ∶=

{
 

 
𝑦: 𝑦 = (

𝑦1
𝑦2
) 𝜖𝐿2(0,∞; ℂ2)

1. 𝑦 𝑚𝑢𝑡𝑙𝑎𝑘 𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖 

2. 𝑙(𝑦)𝜖𝐿2(0,∞; ℂ2) 

 3. (𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑦2(0, 𝜆)

             −(𝛼2𝜆 + 𝛽2)𝑦1(0, 𝜆) = 0  }
 

 
 

 

olmak üzere 

 

∀𝑦 ∈ 𝐷(𝐿) için L𝑦 ∶= 𝑙(𝑦) şeklinde tanımlayalım. 

 

3.1. 𝒍(𝒚) − 𝞴𝒚 = 𝟎 Denkleminin Çözümleri 

 

𝑖𝑦1
′(𝑥, 𝜆) + 𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦1(𝑥, 𝜆)                                                                                   (3.1) 

 

−𝑖𝑦2
′(𝑥, 𝜆) + 𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦2(𝑥, 𝜆)      0 ≤ 𝑥 < ∞                                                        (3.2) 

 

(3.1), (3.2) denklemler sistemini 

 

[𝑃
d

dx
+ Q(x) − λ] 𝑦(𝑥, 𝜆) = 0                           

  𝑃𝑦′ − λy = −Qy                                                                                                                           (3.5) 

 

biçiminde yazalım. Burada 

 

𝑃 = [
𝑖 0
0 −𝑖

   ] ,    Q(x) = [
0 𝑞1(𝑥)

𝑞2(𝑥) 0
] ,     𝑦(𝑥, 𝜆) = [

𝑦1(𝑥, 𝜆)
𝑦2(𝑥, 𝜆)

] 

 

gibi tanımlayalım.  

 

(3.5) sisteminin çözümünü veren teoremi yazalım. 

 

3.1.1. Teorem 

 

(3.1), (3.2) diferensiyel denklemler sisteminin (3.3) sınır koşulu altındaki her bir çözümü 
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 𝑦1(𝑥, 𝜆) =
𝛼1𝜆 + 𝛽1
𝛼2𝜆 + 𝛽2

𝑦2(0, 𝜆)𝑒
−𝑖𝜆𝑥 + 𝑖 ∫𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞1(𝑡)𝑦2(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

                                 (3.6) 

 

𝑦2(𝑥, 𝜆) =
𝛼2𝜆 + 𝛽2
𝛼1𝜆 + 𝛽1

𝑦1(0, 𝜆)𝑒
𝑖𝜆𝑥 − 𝑖 ∫𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞2(𝑡)𝑦1(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

                                       (3.7) 

 

(3.6), (3.7) integral denklemler sisteminin de bir çözümüdür. Bunun karşıtı da doğrudur [13]. 

 

(3.1), (3.2) ⇔ (3.6), (3.7). 

 

İspat:  

 

Önce (3.1)⇒(3.6) olduğunu gösterelim.  

 

𝑃𝑦′ − λy = −Qy                                                                                                                                       (3.5) 

 

diferensiyel denklem sistemini parametrelerin değişim yöntemiyle çözelim.  

 

𝑃𝑦′ − λy = 0                                                                                                                                    (3.8) 

 

dir. Bu çözümleri bulalım. Öncelikle (3.8) homogen denklemini yazalım. 

 

 𝑖𝑦1
′(𝑥, 𝜆) − 𝜆𝑦1(𝑥, 𝜆) =    0                0 ≤ 𝑥 < ∞                                                                  (3.9) 

 

 (3.9) denkleminden  

 

𝑖𝑦1
′(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦1(𝑥, 𝜆) 

𝑖𝑦1
′(𝑥, 𝜆)

𝑦1(𝑥, 𝜆)
= 𝜆 

𝑦1
′(𝑥, 𝜆)

𝑦1(𝑥, 𝜆)
= −𝑖𝜆 
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∫
𝑦1
′(𝑥, 𝜆)

𝑦1(𝑥, 𝜆)
𝑑𝑥 = −𝑖𝜆∫𝑑𝑥 

ln (
𝑦1(𝑥, 𝜆)

𝑐1
) = −𝑖𝜆𝑥 

𝑦1 (𝑥, 𝜆) =  𝑐1𝑒
−𝑖𝜆𝑥 

 

bulunur. Buradan (3.1) lineer denkleminin çözümünü 

 

𝑦1 (𝑥, 𝜆) = 𝑐1(𝑥)𝑒
−𝑖𝜆𝑥 

 

biçiminde arayalım. 

 

𝑦1
′(𝑥, 𝜆) = 𝑐1

′(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥 − 𝑖𝜆𝑐1(𝑥)𝑒
−𝑖𝜆𝑥 

 

bulunur. Bu sonuçlar (3.5)’te yerine yazılır ve düzenlenirse 

 

𝑖(𝑐1
′(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥 − 𝑖𝜆𝑐1(𝑥)𝑒

−𝑖𝜆𝑥) − 𝜆𝑐1(𝑥)𝑒
−𝑖𝜆𝑥 = −𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆)               

 𝑖𝑐1
′(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝜆𝑐1(𝑥)𝑒

−𝑖𝜆𝑥 − 𝜆𝑐1(𝑥)𝑒
−𝑖𝜆𝑥 = −𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆)             

𝑖𝑐1
′(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥 = −𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆)  

𝑐1
′(𝑥) = 𝑖𝑒𝑖𝜆𝑥𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆)  

∫𝑐1
′(𝑥) = 𝑖 ∫𝑒𝑖𝜆𝑡𝑞1(𝑡)𝑦2(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

𝑥

0

 

𝑐1(𝑥) = 𝑣1 +  𝑖 ∫𝑒
𝑖𝜆𝑡𝑞1(𝑡)𝑦2(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡                                                                                    (3.10)

𝑥

0

 

 

bulunur. Buradan   

 

𝑦1(𝑥, 𝜆) = 𝑐1(𝑥)𝑒
−𝑖𝜆𝑥 

 

fonksiyonuna (3.10 ) da bulunan sonuç yazılırsa 
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𝑦1(𝑥, 𝜆) = (𝑣1 + 𝑖∫𝑒
𝑖𝜆𝑡𝑞1(𝑡)𝑦2(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

)𝑒−𝑖𝜆𝑥 

𝑦1(𝑥, 𝜆) = 𝑣1𝑒
−𝑖𝜆𝑥 + 𝑖∫𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞1(𝑡)𝑦2(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

                                                            (3.11) 

 

integral denklemi elde edilir. Buradan 𝑣1’i bulmak için (3.11) denkleminde x yerine 0 yazılır 

ve (3.3) sınır koşulu kullanılırsa 

 

𝑦1(0, 𝜆) = 𝑣1 

𝑣1 =
𝛼1𝜆 + 𝛽1
𝛼2𝜆 + 𝛽2

𝑦2(0, 𝜆) 

 

bulunur ve bu sonuç (3.11) de yerine yazılır ve 

 

𝑦1(𝑥, 𝜆) =
𝛼1𝜆 + 𝛽1
𝛼2𝜆 + 𝛽2

𝑦2(0, 𝜆)𝑒
−𝑖𝜆𝑥 + 𝑖 ∫𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞1(𝑡)𝑦2(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

               

 

integral denklemi elde edilir. Buradan (3.1) ⇒ (3.6) olduğu ispatlanır. 

 

Benzer biçimde (3.2) ⇒ (3.7) olduğunu gösterelim.  

 

−𝑖𝑦2
′(𝑥, 𝜆) − 𝜆𝑦2(𝑥, 𝜆) = 0                   0 ≤ 𝑥 < ∞                                                               (3.12) 

 

(3.12) denkleminden  

 

−𝑖𝑦2
′(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦2(𝑥, 𝜆) 

−𝑖𝑦2
′(𝑥, 𝜆)

𝑦2(𝑥, 𝜆)
= 𝜆 

𝑦2
′(𝑥, 𝜆)

𝑦2(𝑥, 𝜆)
= 𝑖𝜆 
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∫
𝑦2

′(𝑥, 𝜆)

𝑦2(𝑥, 𝜆)
𝑑𝑥 = 𝑖𝜆∫𝑑𝑥 

ln (
𝑦2(𝑥, 𝜆)

𝑐2
) = 𝑖𝜆 

𝑦2 (𝑥, 𝜆) =  𝑐2𝑒
𝑖𝜆𝑥 

 

bulunur. Buradan (3.2) lineer denkleminin çözümünü 

 

𝑦2 (𝑥, 𝜆) = 𝑐2(𝑥)𝑒
𝑖𝜆𝑥 

 

biçiminde arayalım. 

 

𝑦2
′(𝑥, 𝜆) = 𝑐2

′ (𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝑖𝜆𝑐2(𝑥)𝑒
𝑖𝜆𝑥 

 

bulunur. Bu sonuçlar (3.5)’te yerine yazılır ve düzenlenirse 

 

−𝑖(𝑐2
′ (𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝑖𝜆𝑐2(𝑥)𝑒

𝑖𝜆𝑥) − 𝜆𝑐2(𝑥)𝑒
𝑖𝜆𝑥 = −𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆) 

−𝑖𝑐2
′ (𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝜆𝑐2(𝑥)𝑒

𝑖𝜆𝑥 − 𝜆𝑐2(𝑥)𝑒
𝑖𝜆𝑥 = −𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆)  

−𝑖𝑐2
′ (𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥 = −𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆)  

𝑐2
′ (𝑥) = −𝑖𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆)  

∫𝑐2
′ (𝑥) = −𝑖∫𝑒−𝑖𝜆𝑡𝑞2(𝑡)𝑦1(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

𝑥

0

                   

𝑐2(𝑥) = 𝑣2 − 𝑖∫𝑒
−𝑖𝜆𝑡𝑞2(𝑡)𝑦1(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡                                                                                  (3.13)

𝑥

0

 

 

bulunur. Buradan   

 

𝑦2(𝑥, 𝜆) = 𝑐2(𝑥)𝑒
𝑖𝜆𝑥 

 

fonksiyonun da  (3.13 ) de bulunan sonuç yazılırsa 
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𝑦2(𝑥, 𝜆) = (𝑣2 − 𝑖 ∫𝑒
−𝑖𝜆𝑡𝑞2(𝑡)𝑦1(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

)𝑒𝑖𝜆𝑥 

𝑦2(𝑥, 𝜆) = 𝑣2𝑒
𝑖𝜆𝑥 − 𝑖∫𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞2(𝑡)𝑦1(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

                                                                 (3.14) 

 

integral denklemi elde edilir. Buradan 𝑣2’i bulmak için (3.14) denkleminde x yerine 0 yazılır 

ve (3.3) sınır koşulu kullanılırsa 

 

𝑦2(0, 𝜆) = 𝑣2 

𝑣2 =
𝛼2𝜆 + 𝛽2
𝛼1𝜆 + 𝛽1

𝑦1(0, 𝜆) 

 

bulunur ve bu sonuç (3.14)’te yerine yazılır ve 

 

𝑦2(𝑥, 𝜆) =
𝛼2𝜆 + 𝛽2
𝛼1𝜆 + 𝛽1

𝑦1(0, 𝜆)𝑒
𝑖𝜆𝑥 − 𝑖∫𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞2(𝑡)𝑦1(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡

𝑥

0

                  

 

integral denklemi elde edilir. Buradan (3.2) ⇒ (3.7) ispatlanır. 

 

Karşıt olarak (3.6) ⇒ (3.1) olduğunu gösterelim.  

 

(3.6) denkleminin x’e göre türevini alalım. 

 

 
𝑑𝑦1(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
= −𝑖𝜆

𝛼1𝜆 + 𝛽1
𝛼2𝜆 + 𝛽2

𝑦2(0, 𝜆)𝑒
−𝑖𝜆𝑥 + 𝜆∫𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞1(𝑡)𝑦2

𝑥

0

(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡 + 𝑖𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆) 

= −𝑖𝜆 [
𝛼1𝜆 + 𝛽1
𝛼2𝜆 + 𝛽2

𝑦2(0, 𝜆)𝑒
−𝑖𝜆𝑥 + 𝑖 ∫𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞1(𝑡)𝑦2

𝑥

0

(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡] + 𝑖𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆) 

= −𝑖𝜆𝑦1(𝑥,   𝜆) + 𝑖𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆)                      

𝑑𝑦1(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
= −𝑖𝜆𝑦1(𝑥,   𝜆) + 𝑖𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆)                                                
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olup 

 

𝑖
𝑑𝑦1(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
+ 𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦1(𝑥,   𝜆)    

 

bulunur ve (3.6) ⇒ (3.1) sağlanır. 

 

Benzer olarak (3.7) ⇒ (3.2) olduğunu gösterelim. 

 

(3.7) denkleminin x’e göre türevini alalım. 

 

 
𝑑𝑦2(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
= 𝑖

𝛼2𝜆 + 𝛽2
𝛼1𝜆 + 𝛽1

𝑦1(0, 𝜆)𝑒
𝑖𝜆𝑥 + 𝜆∫𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞2(𝑡)𝑦1

𝑥

0

(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡 − 𝑖𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆) 

= 𝑖𝜆 [
𝛼2𝜆 + 𝛽2
𝛼1𝜆 + 𝛽1

𝑦1(0, 𝜆)𝑒
𝑖𝜆𝑥 − 𝑖∫𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞2(𝑡)𝑦1

𝑥

0

(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡] − 𝑖𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆) 

= 𝑖𝜆𝑦2(𝑥,   𝜆) − 𝑖𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆)                        

𝑑𝑦2(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
= 𝑖𝜆𝑦2(𝑥,   𝜆) − 𝑖𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆)                                            

 

olup 

 

−𝑖
𝑑𝑦2(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
+ 𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦2(𝑥,   𝜆)    

 

bulunur ve  (3.7) ⇒ (3.2) sağlanır. 

 

Buradan ispat tamamlanır. 

 

3.2. Dirak Sisteminin Jost Çözümleri 

 

A ve B reel sabitler olmak üzere, 

 

𝑓(𝑥, 𝜆) = [𝐴𝑒
−𝑖𝜆𝑥

𝐵𝑒𝑖𝜆𝑥
] 
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fonksiyonu (3.1)-(3.2) Dirak sisteminin 𝑞1(𝑥) ≡ 𝑞2(𝑥) ≡0 için çözümüdür. 

 

|𝑞𝑖(𝑥)| ≤
𝑐

(1 + 𝑥)1+𝜀
, 𝑐 > 0, 𝜀 > 0, 𝑖 = 1,2                                                                 (3.15) 

 

koşulunu gerçeklendiğini varsayalım. (3.1)-(3.2) sisteminin 

 

𝑦(𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝜆) +  o(1),    𝑥 → ∞ 

 

veya 

 

𝑦(𝑥, 𝜆) = [
𝑦1(𝑥, 𝜆)

𝑦2(𝑥, 𝜆)
] = [𝐴𝑒

−𝑖𝜆𝑥

𝐵𝑒𝑖𝜆𝑥
] + o(1),    𝑥 → ∞                                                               (3.16) 

 

koşulunu gerçekleyen çözümü y(x, 𝜆) ile gösterelim. 

 

3.2.1. Teorem 

 

(3.1)-(3.2) Dirak sisteminin (3.15) koşulunu gerçekleyen y(x, 𝜆) çözümü 

 

𝑦1(𝑥, 𝜆) = 𝐴𝑒−𝑖𝜆𝑥 − 𝑖∫ 𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞1(𝑡)𝑦2

∞

𝑥

(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡                                                             (3.17) 

 

𝑦2(𝑥, 𝜆) = 𝐵𝑒
𝑖𝜆𝑥 + 𝑖∫ 𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞2(𝑡)𝑦1

∞

𝑥

(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡                                                                 (3.18) 

 

integral denklemler sisteminin de bir çözümüdür. 

 

İspat:  

 

(3.17) ⇒ (3.1) olduğunu gösterelim. 
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𝑑𝑦1(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
= −𝑖𝜆𝐴𝑒−𝑖𝜆𝑥 − 𝜆∫ 𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞1(𝑡)𝑦2

∞

𝑥

(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡 + 𝑖𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆) 

= −𝑖𝜆 [𝐴𝑒−𝑖𝜆𝑥 − 𝑖∫ 𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞1(𝑡)𝑦2

∞

𝑥

(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡] + 𝑖𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆) 

= −𝑖𝜆𝑦1(𝑥,   𝜆) + 𝑖𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆)                      

 
𝑑𝑦1(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
= −𝑖𝜆𝑦1(𝑥,   𝜆) + 𝑖𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆)                                                

 

olup 

 

𝑖
𝑑𝑦1(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
+ 𝑞1(𝑥)𝑦2(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦1(𝑥,   𝜆)    

 

bulunur ve (3.17) ⇒ (3.1) sağlanır. 

 

Benzer olarak (3.18) ⇒ (3.2) olduğunu gösterelim. 

 

𝑑𝑦2(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
= 𝑖𝜆𝐵𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝜆∫ 𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞2(𝑡)𝑦1

∞

𝑥

(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡 − 𝑖𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆) 

= 𝑖𝜆 [𝐵𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝑖∫ 𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞2(𝑡)𝑦1

∞

𝑥

(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡] − 𝑖𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆) 

= 𝑖𝜆𝑦2(𝑥,   𝜆) − 𝑖𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆)                        

𝑑𝑦2(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
= 𝑖𝜆𝑦2(𝑥,   𝜆) − 𝑖𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆)                                            

 

olup 

−𝑖
𝑑𝑦2(𝑥,   𝜆)

𝑑𝑥
+ 𝑞2(𝑥)𝑦1(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑦2(𝑥,   𝜆)    

 

bulunur ve (3.18) ⇒ (3.2) sağlanır. Bu da teoremi ispatlar. 

 

 (3.17) - (3.18) sistemini 
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𝑦(𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝜆) + ∫ 𝜃(𝑥, 𝑡; 𝜆)𝑦(𝑡, 𝜆)𝑑𝑡                                                                             (3.19)

∞

𝑥

 

 

biçiminde yazılır. Burada 

 

𝜃(𝑥, 𝑡; 𝜆) = [
0 −𝑖𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞1(𝑡)

𝑖𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑡)𝑞2(𝑡) 0
] 

 

gibi tanımlayalım. 𝜆𝜖ℝ  için (3.19) integral denkleminin çözümü 

 

𝑦(𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝜆) + ∫ 𝐻(𝑥, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝜆)𝑑𝑠                                                                                (3.20)

∞

𝑥

 

 

integral gösterimine sahiptir. Burada  

 

𝐻(𝑥, 𝑠) = [
𝐻11(𝑥, 𝑠) 𝐻12(𝑥, 𝑠)

𝐻21(𝑥, 𝑠) 𝐻22(𝑥, 𝑠)
]                                                    

 

gibi tanımlanır ve 

 

𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑠) ≤
𝑐

(1 + 𝑥 + 𝑠)1+𝜀
 ,       𝑐 > 0 ,      𝜀 > 0,       𝑖, 𝑗 = 1,2                                       (3.21)  

 

eşitsizliğini gerçekler.  

 

Şimdi (3.20) ile tanımlanan 𝑦(𝑥, 𝜆) çözümü yardımıyla (3.1)-(3.2) sisteminin Jost 

çözümlerini oluşturalım. 

 

[
𝑦1(𝑥, 𝜆)

𝑦2(𝑥, 𝜆)
] = [

𝐴𝑒−𝑖𝜆𝑥

𝐵𝑒𝑖𝜆𝑥
] + ∫ [

𝐻11(𝑥, 𝑠) 𝐻12(𝑥, 𝑠)

𝐻21(𝑥, 𝑠) 𝐻22(𝑥, 𝑠)
] [
𝐴𝑒−𝑖𝜆𝑠

𝐵𝑒𝑖𝜆𝑠
] 𝑑𝑠   

∞

𝑥
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yazılır. Buradan, 

 

𝑦1(𝑥, 𝜆) = 𝐴𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝐴∫ 𝐻11(𝑥, 𝑠)

∞

𝑥

𝑒−𝑖𝜆𝑠𝑑𝑠 +   𝐵∫ 𝐻12(𝑥, 𝑠)

∞

𝑥

𝑒𝑖𝜆𝑠𝑑𝑠                           (3.22) 

 

𝑦2(𝑥, 𝜆) = 𝐵𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝐴∫ 𝐻21(𝑥, 𝑠)

∞

𝑥

𝑒−𝑖𝜆𝑠𝑑𝑡 +  𝐵∫ 𝐻22(𝑥, 𝑠)

∞

𝑥

𝑒𝑖𝜆𝑠𝑑𝑠                              (3.23) 

 

eşitliği bulunur. 

 

1. Durum: 

 

A=0, B=1 olsun 

 

𝑦1(𝑥, 𝜆) = ∫ 𝐻12(𝑥, 𝑠)𝑒
𝑖𝜆𝑠

∞

𝑥

𝑑𝑠  = 𝑒1
+(𝑥, 𝜆)                                                                         (3.24) 

 

𝑦2(𝑥, 𝜆) = 𝑒
𝑖𝜆𝑥 +∫ 𝐻22(𝑥, 𝑠)𝑒

𝑖𝜆𝑠

∞

𝑥

𝑑𝑠 = 𝑒2
+(𝑥, 𝜆)                                                              (3.25) 

 

ile tanımlayalım. (3.24) ve (3.25) denklemleri kullanılarak 

 

𝑒+(𝑥, 𝜆) = [
𝑒1
+(𝑥, 𝜆)

𝑒2+(𝑥, 𝜆)
]                                                                                                               (3.26) 

 

elde edilir. 

 

2. Durum: 

 

A=1, B=0 olsun 
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𝑦1(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 +∫ 𝐻11(𝑥, 𝑠)𝑒
−𝑖𝜆𝑠

∞

𝑥

𝑑𝑠  = 𝑒1
−(𝑥, 𝜆)                                                       (3.27) 

 

𝑦2(𝑥, 𝜆) = ∫ 𝐻21(𝑥, 𝑠)𝑒
−𝑖𝜆𝑠

∞

𝑥

𝑑𝑠 = 𝑒2
−(𝑥, 𝜆)                                                                        (3.28) 

 

ile tanımlayalım. (3.27) ve (3.28) eşitlikleri kullanılarak 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = [
𝑒1
−(𝑥, 𝜆)

𝑒2−(𝑥, 𝜆)
]                                                                                                               (3.29) 

 

elde edilir. Böylece (3.5) denkleminin Imλ <0 alt yarı düzleminde aşağıdaki vektör çözümü 

bulunur. 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) =

[
 
 
 
 
 
𝑒−𝑖𝜆𝑥 +∫ 𝐻11(𝑥, 𝑠)𝑒

−𝑖𝜆𝑠

∞

𝑥

𝑑𝑠 

∫ 𝐻21(𝑥, 𝑠)𝑒
−𝑖𝜆𝑠

∞

𝑥

𝑑𝑠
]
 
 
 
 
 

                                                                          (3.30) 

 

Benzer olarak Imλ >0 üst yarı düzleminde aşağıdaki vektör çözümü elde edilir. 

 

𝑒+(𝑥, 𝜆) =

[
 
 
 
 
 

∫ 𝐻12(𝑥, 𝑠)𝑒
𝑖𝜆𝑠

∞

𝑥

𝑑𝑠  

𝑒𝑖𝜆𝑥 +∫ 𝐻22(𝑥, 𝑠)𝑒
𝑖𝜆𝑠

∞

𝑥

𝑑𝑠
]
 
 
 
 
 

                                                                                (3.31) 

 

Burada Imλ <0 alt yarı düzleminde 𝑒−(𝑥, 𝜆) çözümü λ′ya göre analitik ve reel eksene dek 

sürekli fonksiyon ve Imλ >0 üst yarı düzleminde 𝑒+(𝑥, 𝜆) çözümü λ′ya göre analitik ve reel 

eksene dek sürekli fonksiyondur [13]. 
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(3.30)-(3.31) ile verilen 𝑒+(𝑥, 𝜆), 𝜆 ∈ ℂ̅+ ve 𝑒−(𝑥, 𝜆), 𝜆 ∈ ℂ̅− fonksiyonlarına (3.1)-(3.2)  

Dirak sisteminin Jost çözümleri denir. 

 

(3.5) denkleminin 𝜑1(0, 𝜆) = 𝛼1𝜆 + 𝛽1,  𝜑2(0, 𝜆) = 𝛼2𝜆 + 𝛽2 sınır koşullarını sağlayan 

çözümünü 𝜑(𝑥, 𝜆) = [
𝜑1(𝑥,   𝜆)

𝜑2(𝑥,   𝜆)
] ile gösterelim. Bu çözüm vardır, tektir ve 𝜆’nın tam 

fonksiyonudur. 

 

(3.5) denkleminin 

 

𝑦+(𝑥, 𝜆) = [
𝑦1
+(𝑥,   𝜆)

𝑦2
+(𝑥,   𝜆)

] ,  𝑦−(𝑥, 𝜆) = [
𝑦1
−(𝑥,   𝜆)

𝑦2
−(𝑥,   𝜆)

] 

 

ile gösterilen çözümlerinin Wronskian’ı 

 

𝑊[𝑦+(𝑥, 𝜆), 𝑦−(𝑥, 𝜆)] = 𝑦1
+(𝑥, 𝜆)𝑦2

−(𝑥, 𝜆) − 𝑦2
+(𝑥, 𝜆)𝑦1

−(𝑥, 𝜆)                                        (3.32) 

 

biçiminde tanımlansın. Açıktır ki (3.5) denkleminin iki çözümünün temel çözümler sistemini 

oluşturması için gerek ve yeter koşul Wronskian’ının sıfırdan farklı olmasıdır. 

 

𝑊[𝜑(𝑥, 𝜆), 𝑒+(𝑥, 𝜆)] = 𝜑1(𝑥, 𝜆)𝑒2
+(𝑥, 𝜆) − 𝜑2(𝑥, 𝜆)𝑒1

+(𝑥, 𝜆)        

𝑊[𝜑(0, 𝜆), 𝑒+(0, 𝜆)] = 𝜑1(0, 𝜆)𝑒2
+(0, 𝜆) − 𝜑2(0, 𝜆)𝑒1

+(0, 𝜆)                                            (3.33) 

 

𝜑1(0, 𝜆) = 𝛼1𝜆 + 𝛽1, 𝜑2(0, 𝜆) = 𝛼2𝜆 + 𝛽2 sınır koşulunu sağlayan 𝜑(𝑥, 𝜆) çözümünü 

(3.33)’de yerine yazalım 

 

𝑊[𝜑(0, 𝜆), 𝑒+(0, 𝜆)] = (𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑒2
+(0, 𝜆) − (𝛼2𝜆 + 𝛽2)𝑒1

+(0, 𝜆) = 𝑀+ (𝜆) 

 

dir ve benzer biçimde  

 

𝑊[𝜑(0, 𝜆), 𝑒−(0, 𝜆)] = (𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑒2
−(0, 𝜆) − (𝛼2𝜆 + 𝛽2)𝑒1

−(0, 𝜆) = 𝑀− (𝜆) 

 

bulunur. Burada 
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𝜑1(0) = 𝛼1𝜆 + 𝛽1, 𝜑2(0) = 𝛼2𝜆 + 𝛽2 

 

yazılır ve 

 

𝑀+ (𝜆) ∶= 𝜑1(0)𝑒2
+(0, 𝜆) − 𝜑2(0)𝑒1

+(0, 𝜆)                                                                            (3.34)  

 

𝑀−(𝜆) ∶= 𝜑1(0) 𝑒2
−(0, 𝜆) − 𝜑2(0)𝑒1

−(0, 𝜆)                                                                                  (3.35) 

 

bulunur. 

 

3.3. Asimptotik Bağıntılar 

 

3.3.1. Teorem 

 

(3.5) denkleminin 𝑒+(𝑥, 𝜆) ve  𝑒−(𝑥, 𝜆) çözümleri aşağıdaki asimptotik bağıntılarını sağlar. 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 (
1 + o(1) 

o(1) 
) ,    𝑥 → ∞, 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0                                                      (3.36) 

 

𝑒+(𝑥, 𝜆) = 𝑒𝑖𝜆𝑥 (
o(1) 

1 + o(1) 
) ,    𝑥 → ∞, 𝐼𝑚𝜆 ≥ 0                                                        (3.37) 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 (
1 + o(1) 

o(1) 
),    |𝜆| → ∞, 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0                                                   (3.38) 

 

𝑒+(𝑥, 𝜆) = 𝑒𝑖𝜆𝑥 (
o(1) 

1 + o(1) 
),    |𝜆| → ∞, 𝐼𝑚𝜆 ≥ 0                                                     (3.39) 

 

dir [13]. 
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İspat:  

 

(3.36) asimptotik eşitliğini ispatlayalım. 

 

(i) Im𝜆=0 olsun 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) =

(

 
 
 
𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑒−𝑖𝜆𝑥∫ 𝐻11(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒

−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡 

𝑒−𝑖𝜆𝑥∫ 𝐻21(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡
)

 
 
 

                

 

idi 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥

(

 
 
 
1 +∫ 𝐻11(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒

−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡 

 ∫ 𝐻21(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡
)

 
 
 

              

        

𝑒−(𝑥, 𝜆)𝑒𝑖𝜆𝑥 =

(

 
 
 
1 +∫ 𝐻11(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒

−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡 

 ∫ 𝐻21(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡
)

 
 
 

     

 

biçiminde yazalım. Buradan  

 

|𝑒−𝑖𝜆𝑡| = 1 

 

dır.  

 

|𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑠)| ≤ 𝑐𝑒
−𝜀√

𝑥+𝑠

2  , 𝑐 > 0, 𝜀 > 0, 𝑖 = 1,2 
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eşitsizliğinde (0,∞) aralığında her iki tarafın integrali alınırsa  

 

|∫ 𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡

∞

0

| ≤ ∫|𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑥 + 𝑡)|𝑑𝑡 ≤

∞

0

𝑐 ∫ 𝑒
−𝜀√

𝑥+𝑡

2 𝑑𝑡

∞

0

 < ∞ 

 

elde edilir. O halde 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 (
1 + o(1) 

o(1) 
) ,    𝑥 → ∞, 𝐼𝑚𝜆 = 0   

 

ispatlanır. 

 

(ii) Im𝜆 <0 olsun. Buradan  

 

|∫ 𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡

∞

0

|

≤ ∫|𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑑𝑡||𝑒
−𝐼𝑚𝜆𝑡|𝑑𝑡

∞

0

≤ ∫|𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑥 + 𝑡)|𝑑𝑡 ≤ 𝑐∫ 𝑒
−𝜀√

𝑥+𝑡

2 𝑑𝑡

∞

0

=

∞

0

o(1) , 𝑥 → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 < 0  

 

elde edilir. Buradan  

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 (
1 + o(1) 

o(1) 
) ,    𝑥 → ∞, 𝐼𝑚𝜆 < 0   

 

olur. (i) ve (ii) den 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 (
1 + o(1) 

o(1) 
) ,    𝑥 → ∞, 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0   
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ispatlanır. Benzer biçimde (3.37) için  

 

𝑒+(𝑥, 𝜆) = 𝑒𝑖𝜆𝑥 (
o(1) 

1 + o(1) 
) ,    𝑥 → ∞, 𝐼𝑚𝜆 ≥ 0   

 

dir. Şimdi (3.38) asimptotik eşitliğini ispatlayalım. 

 

(i) Im𝜆=0  olsun 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) =

(

 
 
 
𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑒−𝑖𝜆𝑥∫ 𝐻11(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒

−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡 

𝑒−𝑖𝜆𝑥∫ 𝐻21(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡
)

 
 
 

                

 

idi 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥

(

 
 
 
1 +∫ 𝐻11(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒

−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡 

 ∫ 𝐻21(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡
)

 
 
 

                

        

𝑒−(𝑥, 𝜆)𝑒𝑖𝜆𝑥 =

(

 
 
 
1 +∫ 𝐻11(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒

−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡 

 ∫ 𝐻21(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡
)

 
 
 

     

 

yazalım. 

 

𝐻̃𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) = {
𝐻̃𝑖𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑡 ∈ (𝑥,∞)

0              , 𝑡 ∈ (−∞, 𝑥)
 

 

olsun. 𝑒−(𝑥, 𝜆) çözümü 
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𝑒−(𝑥, 𝜆)𝑒𝑖𝜆𝑥 =

(

 
 
 
1 + ∫ 𝐻̃11(𝑥, 𝑡)𝑒

−𝑖𝜆𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡 

 ∫ 𝐻̃21(𝑥, 𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡
)

 
 
 

    

 

yazılabilir. 

 

𝐻𝑖𝑗(𝑥, . ) ∈ 𝐿1(0,∞) olduğundan 𝐻̃𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) da 𝐿1(−∞,∞) uzayına aittir. O halde Fourier 

dönüşümleri için Rieman-Lebesque Teorem’inden 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 (
1 + o(1) 

o(1) 
),   |𝜆| → ∞,    𝐼𝑚𝜆 = 0 

 

elde edilir. 

 

(ii) Im𝜆=0 olsun.Buradan |𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡| ≤ |𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)|  ve 𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿1(0,∞)  

şartı sağlandığından Rieman-Lebesque Teorem’i kullanılır. 

 

lim
|𝜆|→∞

∫ 𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡𝑑𝑡

∞

0

= ∫ lim
|𝜆|→∞

𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑒
−𝑖𝜆𝑡𝑑𝑡

∞

0

= ∫ 𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) lim
|𝜆|→∞

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝑑𝑡 =

∞

0

o(1),                     |𝜆| → ∞,    𝐼𝑚𝜆 < 0 

 

elde edilir. Buradan  

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 (
1 + o(1) 

o(1) 
) , |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 < 0   
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olur. (i) ve (ii) den 

 

𝑒−(𝑥, 𝜆) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 (
1 + o(1) 

o(1) 
),    |𝜆| → ∞, 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0   

 

ispatlanır. Şimdi de (3.39) eşitliğini gösterelim. 

 

(i) Im𝜆=0  olsun 

 

e+(x, λ) =

(

 
 
 

𝑒𝑖𝜆𝑥∫ 𝐻12(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡 

𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝑒𝑖𝜆𝑥∫ 𝐻22(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡
)

 
 
 

                    

 

dır. 

 

e+(x, λ) = eiλx

(

 
 
 

∫ 𝐻12(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡 

1 + ∫ 𝐻22(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡
)

 
 
 

                        

 

𝑒+(𝑥, 𝜆)𝑒−𝑖𝜆𝑥 =

(

 
 
 

∫ 𝐻12(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡 

1 + ∫ 𝐻22(𝑥, 𝑥 + 𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡

∞

0

𝑑𝑡
)

 
 
 

                      

 

yazılır. 

 

𝐻̃𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) = {

1

2𝜋
𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑡 ∈ (𝑥,∞)

0              , 𝑡 ∈ (−∞, 𝑥]
 

 

olsun. 
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𝐻̃𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)

∞

−∞

eiλtdt 

 

integraline 𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü denir. 𝐻𝑖𝑗(𝑥, . ) ∈ 𝐿1(0,∞) 

olduğundan ters Fourier dönüşümü olan 𝐻̃𝑖𝑗(𝑥, . ) de 𝐿1(−∞,∞) uzayına aittir. O halde  

 

𝑒+(𝑥, 𝜆) = 𝑒𝑖𝜆𝑥 (
o(1) 

1 + o(1) 
),    |𝜆| → ∞, 𝐼𝑚𝜆 = 0   

 

bulunur.  

 

(ii) Im𝜆 >0 olsun. 

 

|𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡| ≤ |𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)| ve 𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿1(0,∞) şartı sağlandığından Rieman-Lebesque 

Teorem’i kullanılır. 

 

lim
|𝜆|→∞

∫ 𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡𝑑𝑡

∞

0

= ∫ lim
|𝜆|→∞

𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑒
𝑖𝜆𝑡𝑑𝑡

∞

0

= ∫ 𝐻𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) lim
|𝜆|→∞

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑑𝑡 =

∞

0

o(1),                       |𝜆| → ∞,    𝐼𝑚𝜆 < 0 

 

elde edilir. Buradan  

 

𝑒+(𝑥, 𝜆) = 𝑒𝑖𝜆𝑥 (
o(1) 

1 + o(1) 
) , |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 > 0   

 

olur. (i) ve (ii) den 
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𝑒+(𝑥, 𝜆) = 𝑒𝑖𝜆𝑥 (
o(1) 

1 + o(1) 
) , |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 ≥ 0 

 

ispatlanır. 

 

3.3.2. Teorem 

 

𝑀+(𝜆) ve 𝑀−(𝜆) fonksiyonları 

 

𝑀+ (𝜆) ∶= 𝑐1(0)𝑒2
+(0, 𝜆) − 𝑐2(0)𝑒1

+(0, 𝜆),         |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 ≥ 0                               (3.40) 

 

𝑀−(𝜆) ∶= 𝑐1(0) 𝑒2
−(0, 𝜆) − 𝑐2(0)𝑒1

−(0, 𝜆),          |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0                                  (3.41) 

 

asimptotik eşitliklerini sağlar [13]. 

 

İspat : 

 

(3.40) asimptotik eşitliğini gösterelim. (3.38) asimptotik eşitliğine göre  

 

𝑒+(0, 𝜆) = (
o(1) 

1 + o(1) 
) , |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 ≥ 0 

 

idi. Buradan  

 

𝑒1
+(0, 𝜆) = o(1) ,              |𝜆| → ∞ ,           𝐼𝑚𝜆 ≥ 0  

 

𝑒2
+(0, 𝜆) = 1 + o(1) , |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 ≥ 0  

 

dir. Bu iki eşitlikten 

 

𝑀+ (𝜆) ∶= 𝑐1(0)𝑒2
+(0, 𝜆) − 𝑐2(0)𝑒1

+(0, 𝜆),         |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 ≥ 0                                 (3.40) 

 

asimptotik eşitliği elde edilir. 
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Şimdi (3.41) asimptotik eşitliğini gösterelim. (3.39) asimptotik eşitliğine göre  

 

𝑒−(0, 𝜆) = (
1 + o(1) 

o(1) 
) , |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0 

 

Buradan  

 

𝑒1
−(0, 𝜆) = 1 + o(1) , |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0  

 

𝑒2
−(0, 𝜆) = o(1) , |𝜆| → ∞ ,                𝐼𝑚𝜆 ≤ 0  

 

dir. Bu iki eşitlikten 

 

𝑀−(𝜆) ∶= 𝑐1(0) 𝑒2
−(0, 𝜆) − 𝑐2(0)𝑒1

−(0, 𝜆),          |𝜆| → ∞ , 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0                                (3.41) 

 

ispatlanır. 
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4. L OPERATÖRÜNÜN ÖZDEĞERLERİNİN VE SPEKTRAL 

    TEKİLLİKLERİNİN CÜMLESİ 

 

4.1. L Operatörünün Resolventi 

 

Bu bölümde L operatörünün resolventi incelenecektir. 

 

4.1.1. Teorem 

 

L’nin resolventi aşağıdaki gibi olup 

 

(𝑅𝜆𝑓) = ∫ 𝑅(𝑥, 𝑡;  𝜆)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

 

integral operatörü biçimindedir. Burada 

 

𝑅(𝑥, 𝑡;  𝜆) = {
𝑅+(𝑥, 𝑡;  𝜆),          𝐼𝑚𝜆 ≥ 0 
𝑅−(𝑥, 𝑡;  𝜆), 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0

 

 

dir. 𝑅+(𝑥, 𝑡;  𝜆), Im𝜆 >0 düzleminde  

 

𝑅+(𝑥, 𝑡;  𝜆) =
𝑖

𝑀+ (𝜆)
{
𝑒+(𝑥, 𝜆)𝜑∗(𝑡, 𝜆),          0 ≤ 𝑡 < ∞

𝜑(𝑥, 𝜆)𝑒+
∗
(𝑡, 𝜆), 𝑥 ≤ 𝑡 < ∞

 

 

biçiminde  

 

ve 𝑅−(𝑥, 𝑡;  𝜆), Im𝜆 <0 düzleminde  

 

𝑅−(𝑥, 𝑡;  𝜆) =
𝑖

𝑀−(𝜆)
{
𝑒−(𝑥, 𝜆)𝜑∗(𝑡, 𝜆),          0 ≤ 𝑡 < ∞
𝜑(𝑥, 𝜆)𝑒−∗(𝑡, 𝜆), 𝑥 ≤ 𝑡 < ∞

 

 

biçimindedir. Buradan 
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𝜑∗(𝑡, 𝜆) ∶= (𝜑2(𝑡, 𝜆), 𝜑1(𝑡, 𝜆))  

𝑒+
∗
(𝑡, 𝜆) ∶= (𝑒2

+(𝑡, 𝜆), 𝑒1
+(𝑡, 𝜆))  

𝑒−∗(𝑡, 𝜆) ∶= (𝑒2
−(𝑡, 𝜆), 𝑒1

−(𝑡, 𝜆)) 

 

olarak tanımlansın [13]. 

 

İspat : 

 

(3.5) denkleminin iki çözümünün Wronskian’ı x değişkeninden bağımsızdır ve sıfırdan 

farklıdır. 

 

𝑊[𝑦(0, 𝜆), 𝑒+(0, 𝜆)] = 𝑀+ (𝜆) 

 

𝑊[𝑦(0, 𝜆), 𝑒−(0, 𝜆)] = 𝑀− (𝜆) 

 

biçimindedir. 

    

Py′ + Qy − λy = f(x) 

 

diferensiyel denklemini parametrelerin değişim yöntemiyle 𝑊[𝜑, 𝑒+] ≠ 0 olduğundan 

homogen denklem çözümleri 

 

𝑦̃ = 𝑐1𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝑐2𝑒
+(𝑥, 𝜆)     

                                

biçiminde yazılabilir. 

 

Py′ + Qy − λy = f                                                                                                                       (4.1) 

 

lineer diferensiyel denklemin bir çözümü ise 

 

𝑦(𝑥, 𝜆) = 𝑐1(𝑥)𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝑐2(𝑥)𝑒
+(𝑥, 𝜆)                                                                                   (4.2) 

 

biçiminde aransın. O halde  
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𝑦′(𝑥, 𝜆) = 𝑐1(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝑐2(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
𝑒+(𝑥, 𝜆)    + 𝑐1

′(𝑥)𝜑(𝑥, 𝜆)               

+ 𝑐2
′ (𝑥)𝑒+(𝑥, 𝜆)                                                                                                  (4.3) 

 

elde edilir. 

 

(4.1) denklemine (4.2) ve (4.3) eşitlikleri yazılırsa 

 

P[𝑐1(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝑐2(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
𝑒+(𝑥, 𝜆)    + 𝑐1

′(𝑥)𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝑐2
′ (𝑥)𝑒+(𝑥, 𝜆)]    

+ Q[𝑐1(𝑥)𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝑐2(𝑥)𝑒
+(𝑥, 𝜆)] − λ[𝑐1(𝑥)𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝑐2(𝑥)𝑒

+(𝑥, 𝜆)]

= f                                 

 

olur. 

 

P = [
𝑖 0
0 −𝑖

   ] ,    Q(x) = [
0 𝑞1(𝑥)

𝑞2(𝑥) 0
] ,     𝜑(𝑥, 𝜆) = [

𝜑1(𝑥, 𝜆)
𝜑2(𝑥, 𝜆)

] , 𝑓(𝑥, 𝜆) = [
𝑓1(𝑥, 𝜆)
𝑓2(𝑥, 𝜆)

] 

 

tanımları son eşitlikte yerine yazılırsa 

 

𝑐1(𝑥) {𝑖
𝑑

𝑑𝑥
𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝑄𝜑(𝑥, 𝜆) − λ𝜑(𝑥, 𝜆)}

+ 𝑐2(𝑥) {𝑖
𝑑

𝑑𝑥
𝑒+(𝑥, 𝜆) + 𝑄𝑒+(𝑥, 𝜆) − λ𝑒+(𝑥, 𝜆)}+𝑖𝑐1

′(𝑥)𝜑(𝑥, 𝜆)

+ 𝑖𝑐2
′ (𝑥)𝑒+(𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝜆) 

 

olur. (3.5) koşulundan dolayı gerekli işlemler yapılırsa  

 

𝑖𝑐1
′(𝑥)𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝑖𝑐2

′ (𝑥)𝑒+(𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝜆) 

𝑖𝑐1
′(𝑥) [

𝜑1(𝑥, 𝜆)
𝜑2(𝑥, 𝜆)

] + 𝑖𝑐2
′ (𝑥) [

𝑒1
+(𝑥, 𝜆)

𝑒2
+(𝑥, 𝜆)

] = [
𝑓1(𝑥, 𝜆)
𝑓2(𝑥, 𝜆)

] 

𝑖𝑐1
′(𝑥)𝜑1(𝑥, 𝜆) + 𝑖𝑐2

′ (𝑥)𝑒1
+(𝑥, 𝜆) = 𝑓1(𝑥, 𝜆)                (∗) 

𝑖𝑐1
′(𝑥)𝜑2(𝑥, 𝜆) + 𝑖𝑐2

′ (𝑥)𝑒2
+(𝑥, 𝜆) = 𝑓2(𝑥, 𝜆)                (∗∗) 
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(∗) denklemi 𝑒2
+(𝑥, 𝜆) ile ve  (∗∗)  denklemi −𝑒1

+(𝑥, 𝜆) ile genişletip, gerekli işlemler 

yapılırsa 

 

𝑐1(𝑥) =
𝑖

𝑀+ (𝜆)
∫[𝑒2

+(𝑡, 𝜆)𝑓1(𝑡) − 𝑒1
+(𝑡, 𝜆)𝑓2(𝑡)]𝑑𝑡 + 𝛼1

∞

𝑥

 

 

bulunur ve benzer biçimde 

 

𝑐2(𝑥) =
𝑖

𝑀− (𝜆)
∫[𝜑2(𝑡, 𝜆)𝑓1(𝑡) − 𝜑1(𝑡, 𝜆)𝑓2(𝑡)]𝑑𝑡 + 𝛼2

∞

𝑥

 

 

olarak hesaplanır. Bu değerleri 

 

𝑦(𝑥, 𝜆) = 𝑐1(𝑥)𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝑐2(𝑥)𝑒
+(𝑥, 𝜆)                                                                                   (4.4) 

 

eşitliğinde yerine yazalım. 

 

𝑦(𝑥, 𝜆) = 𝛼1𝜑(𝑥, 𝜆) + 𝛼2𝑒
+(𝑥, 𝜆)

+
𝑖

𝑀+ (𝜆)
[∫[𝜑(𝑥, 𝜆)𝑒+(𝑡, 𝜆)𝑓(𝑡)]𝑑𝑡 + ∫𝑒+(𝑥, 𝜆)𝜑(𝑡, 𝜆)𝑓(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡

∞

𝑥

] 

 

elde edilir. 𝑦 ∈ 𝐿2(0,∞; ℂ)  olması için 𝛼1 = 0 olmalıdır. (3.2) sınır koşulunu sağlaması 

için 𝛼2 = 0 olmalıdır. Bu durumda Im𝜆 ≥ 0    düzleminde 

 

𝑅+(𝑥, 𝑡;  𝜆) =
𝑖

𝑀+ (𝜆)
{
𝑒+(𝑥, 𝜆)𝜑∗(𝑡, 𝜆),          0 ≤ 𝑡 < ∞

𝜑(𝑥, 𝜆)𝑒+
∗
(𝑡, 𝜆), 𝑥 ≤ 𝑡 < ∞

 

 

olarak elde edilir. Benzer şekilde Im𝜆 ≤ 0 düzleminde  

 

𝑅−(𝑥, 𝑡;  𝜆) =
𝑖

𝑀− (𝜆)
{
𝑒−(𝑥, 𝜆)𝜑∗(𝑡, 𝜆),          0 ≤ 𝑡 < ∞
𝜑(𝑥, 𝜆)𝑒−∗(𝑡, 𝜆), 𝑥 ≤ 𝑡 < ∞

 

 

bulunur. O halde  
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𝑅(𝑥, 𝑡;  𝜆) = {
𝑅+(𝑥, 𝑡;  𝜆),         𝐼𝑚𝜆 ≥ 0
𝑅−(𝑥, 𝑡;  𝜆), 𝐼𝑚𝜆 ≤ 0

 

 

olup  

 

(𝑅𝜆𝑓) = ∫ 𝑅(𝑥, 𝑡;  𝜆)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

 

biçimindedir. 

 

4.1.2. Teorem 

 

𝜆 , L operatörünün resolvent cümlesine ait 𝜆 → 𝜆0 𝜖 (−∞,∞) ise ‖𝑅𝜆‖ → ∞ olur [13]. 

 

İspat : 

 

𝑅𝜆 varlığını Teorem 4.1.1’den ispatlandı. Şimdi varsayalım ki 𝜆, L operatörünün resolvent 

cümlesine ait olmasın. Eğer  𝜆, resolvent cümlesine ait değilse o zaman L operatörünün 

spektrumuna aittir. 𝑅𝜆 operatörü 𝜆′nın analitik fonksiyonudur. Buradan da  

 𝑅𝜆 ‘nın lokal sınırlılığı elde edilir. 

 

4.2. L Operatörünün Özdeğerlerinin Cümlesi 

 

L operatörünün özdeğerleri ve spektral tekillikleri cümlesini sırasıyla 𝜎𝑑(𝐿) ve 𝜎𝑠𝑠(𝐿) ile 

gösterelim. 

 

4.2.1. Teorem  

 

𝜎𝑑(𝐿) = {𝜆 ∶  𝐼𝑚𝜆 > 0,𝑀+(𝜆) = 0} ∪ {𝜆 ∶  𝐼𝑚𝜆 < 0,𝑀−(𝜆) = 0}                                    (4.5) 

buradan ℝ∗ = ℝ\{0}  [13]. 
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İspat : 

 

Öncelikle D𝟏
+  ve D𝟏

−  cümlelerini tanımlayalım. 

 

D𝟏
+   = {𝜆 ∶  𝐼𝑚𝜆 > 0,𝑀+(𝜆) = 0} 

 

D𝟏
−   = {𝜆 ∶  𝐼𝑚𝜆 < 0,𝑀−(𝜆) = 0} 

 

D = D𝟏
+   ∪ D𝟏

−   

 

cümlesini gösterelim. L operatörünün özdeğerlerinin tanımı kullanılırsa   

 

𝐷 ⊂ 𝜎𝑑(𝐿)                                                                                                                                         (4.6) 

 

olduğu açıktır. (4.5) eşitliğini ispat etmek için  

 

𝜎𝑑(𝐿) ⊂ 𝐷 

 

olduğunu göstermeliyiz. 

 

(i) Im𝜆0 > 0 ve 𝜆0 ∈ 𝜎𝑑(𝐿) olacak şekilde 𝜆0 ∈ ℂ olduğunu varsayalım. Bu durumda (3.5) 

denkleminin 𝜆 = 𝜆0 için aşikar olmayan y(x, 𝜆0) ∈  𝐿2(0,∞; ℂ2) ve   

 

(𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑦2(0, λ) − (𝛼2𝜆 + 𝛽2)𝑦1(0, λ) = 0 

 

sınır koşulunu sağlayan 

 

y(x, 𝜆0) = (
𝑦1(x, 𝜆0)

𝑦2(x, 𝜆0)
) 

 

ile gösterilen y(x, 𝜆0) çözümü vardır. Açıkça y(x, 𝜆0) çözümü L operatörünün 𝜆0 özdeğerine 

karşılık gelen özfonksiyonudur. Diğer taraftan 
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𝑊[𝜑(𝑥, 𝜆0), 𝑦(𝑥, 𝜆0)] = 𝜑1(𝑥, 𝜆0)𝑦2(𝑥, 𝜆0) − 𝜑2(𝑥, 𝜆0)𝑦1(𝑥, 𝜆0)                     

= 𝜑1(𝑥, 𝜆0)𝑦2(𝑥, 𝜆0) − 𝜑2(𝑥, 𝜆0)𝑦1(𝑥, 𝜆0) 

       = (𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑦2(0, λ) − (𝛼2𝜆 + 𝛽2)𝑦1(0, λ) = 0             

    

olduğundan öyle bir c≠ 0 sabiti var öyleki 

 

𝑦(𝑥, 𝜆0) = 𝑐𝜑(𝑥, 𝜆0) 

 

olur. Bu durumda  

 

𝑊[𝑦(𝑥, 𝜆0), 𝑒
+(𝑥, 𝜆0)] = 𝑐𝑊[𝜑(𝑥, 𝜆0), 𝑒

+(𝑥, 𝜆0)] = 𝑐𝑀+(𝜆0)                                          (4.7) 

 

elde edilir. 

 

𝑦(𝑥, 𝜆0) ve 𝑒+(𝑥, 𝜆0) fonksiyonları 𝐿2(0,∞; ℂ2) uzayına ait ve sürekli diferensiyellenebilen 

fonksiyonlar olduklarından 

 

lim
𝑥→∞

𝑦𝑖(𝑥, 𝜆0) = lim
𝑥→∞

𝑒𝑖
+(𝑥, 𝜆0) 

 

olur. Bu durumda 

 

𝑊[𝑦(𝑥, 𝜆0), 𝑒
+(𝑥, 𝜆0)] = lim

𝑥→∞
 𝑊[𝑦(𝑥, 𝜆0), 𝑒

+(𝑥, 𝜆0)]

= lim
𝑥→∞

 𝑊[𝑦1(𝑥, 𝜆0), 𝑒2
+(𝑥, 𝜆0) − 𝑦2(𝑥, 𝜆0), 𝑒1

+(𝑥, 𝜆0)] 

                           = 0                                                                                                                           (4.8) 

 

elde edilir. (4.7) ve (4.8) eşitliklerinden 

  

𝑐𝑀+(𝜆0) = 0 

 

𝑐 ≠ 0 aldığımız için 𝑀+(𝜆0) = 0 bulunur. Buradan 𝜆0 ∈ ℂ, Im𝜆0 > 0 ve 𝜆0 ∈ 𝜎𝑑(𝐿) için 
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𝜆0 ∈ D𝟏
+                                                                                                                                              (4.9) 

 

olur. 

 

(ii) 𝜆0 ∈ ℂ, Im𝜆0 < 0 ve 𝜆0 ∈ 𝜎𝑑(𝐿) kabul edelim. Bu durumda (i)’ ye benzer olarak   

 

𝜆0 ∈ D𝟏
−                                                                                                                                           (4.10) 

 

bulunur. 

 

(iii) Kabul edelimki 𝜆0𝜖ℝ olsun. Bu durumda 𝑐1 ve 𝑐2 sabitleri için 

 

𝑦(𝑥, 𝜆0) = 𝑐1𝑒
−(𝑥, 𝜆0) + 𝑐2𝑒

+(𝑥, 𝜆0) 

 

olur. Buradan (3.36) ve (3.37) asimptotik eşitliklerine göre  

 

𝑦(𝑥, 𝜆0) = (
𝑐1𝑒

−𝑖𝜆0𝑥 

𝑐2𝑒𝑖𝜆0𝑥  
) + o(1),    𝑥 → ∞, 𝜆0ϵℝ 

 

asimptotik eşitliği sağlanır. Bundan dolayı 

 

𝜎𝑑(𝐿) ∩ (−∞,∞) = ∅                                                                                                              (4.11) 

 

elde edilir. (4.9) ve (4.11) den  

 

𝜎𝑑(𝐿) ⊂ D                                                                                                                                 (4.12) 

 

(4.6) ve (4.12) den  

 

𝜎𝑑(𝐿) = D                                               

 

elde edilir. 
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4.3. L Operatörünün Spektral Tekilliklerinin Cümlesi 

  

4.3.1. Teorem  

 

𝜎𝑠𝑠(𝐿) = {𝜆 ∶  𝜆𝜖 R
∗, 𝑀+(𝜆) = 0} ∪ {𝜆 ∶  𝜆𝜖 R

∗, 𝑀−(𝜆) = 0}                                             (4.13) 

 

buradan  ℝ∗ = ℝ\{0}  [13]. 

 

İspat: 

 

(4.13) eşitliğini ispatlayalım. 

 

𝑀+ ve 𝑀−  fonksiyonlarının reel eksendeki sıfırları resolventinin kutuplarıdır. Reel 

eksendeki bu sıfırlar aynı zamanda L operatörünün sürekli spektrumu üzerindedir. Sürekli 

spektrumun reel eksen olduğu Teorem 4.4.1. de gösterildi. Fakat (4.11)’ ye göre özdeğerler 

ve reel eksenin kesişimi boş kümedir yani bu sıfırlar L operatörünün özdeğeri değildir. 

Buradan spektral tekilliklerin tanımına göre   

 

𝜎𝑠𝑠(𝐿) = {𝜆 ∶  𝜆𝜖 R
∗, 𝑀+(𝜆) = 0} ∪ {𝜆 ∶  𝜆𝜖 R

∗, 𝑀−(𝜆) = 0}                  

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

4.4. L Operatörünün Sürekli Spektrumu 

 

4.4.1. Teorem 

 

L operatörünün sürekli spektrumu tüm reel eksendir. Yani 

 

𝜎𝑐(𝐿) = (−∞,∞) 
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dir [13]. 

 

İspat : 

 

𝐷(𝑅𝜆(L))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐿2(0,∞; ℂ2) olduğunu yani 𝑅𝜆(L)′nin tanım cümlesinin 𝐿2(0,∞; ℂ2)’de 

yoğun olduğunu gösterelim. 

 

𝜆 ∈ (−∞,∞) için 𝑅𝜆(L) operatörünün varlığı ve 𝑅𝜆(L)’nin sınırsız olduğu Teorem 4.1.1 ve  

Teorem 4.1.2.’den gösterildi.  

 

𝐿2(0,∞; ℂ2)  = 𝑅(𝐿 − 𝜆𝐼)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅⊕N(L∗ − λI) 

 

eşitliğinde L∗ ise L operatörünün adjointidir ve N(L∗ − λI) cümlesi L∗ − λI operatörünün 

çekirdeğidir. L∗ operatörünün 

 

𝑃𝑦′ + 𝑄(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑦 = λy 

 

(𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑦2(0, λ) − (𝛼1𝜆 + 𝛽1)𝑦1(0, λ) = 0 

 

 𝑦 = 0 için sınır değer probleminin çözümü vardır. O halde  

 

N(L∗ − λI)  = {0} 

 

elde edilir. Buradan   

 

𝐿2(0,∞; ℂ2)  = 𝑅(𝐿 − 𝜆𝐼)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 

olur. Buradan Teorem 4.1.1. ve Teorem 4.1.2.’den 

 

𝜎𝑐(𝐿) = (−∞,∞) 

 

ispatlanır. 
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