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OZET

Bohman-Korovkin teoremi yaklasimlar teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu teorem
kullanilarak bircok lineer pozitif operatoriin yaklasim ozellikleri incelenmistir. Diger
yandan istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak Bohman-Korovkin tipli teoremler
elde edilmistir. Bu teoremler yardimiyla da lineer pozitif operatdrlerin farkli yaklasim
ozellikleri calisilmistir. Bu tezde, ilk olarak g-analiz konusunun temel Ozelliklerine yer
verilmistir. Daha sonra Gupta ve Radu tarafindan tanimlanan g-Baskakov-Kantorovich
operatorleri verilmistir. g-Baskakov-Kantorovich operatorlerinin 6nce Bohman-Korovkin
tipli teorem yardimiyla kompakt bir kiime iizerinde yakinsakligi daha sonra da agirlikli
uzaylarda istatistiksel yakinsakligi incelenmistir. Operatdrlerin Bohman-Korovkin teoremi
yardimiyla diizgiin yakinsakligmin gosterilebilmesi i¢cin gerekli sartlar belirtilmistir. Ayrica
agirhikh siireklilik modiilii yardimiyla bu operatorler icin yakinsama hizi elde edilmistir.
Bunun yaninda Mahmudov tarafindan tanimlanan g-Baskakov-Kantorovich operatorlerinin
yeni bir genellemesi i¢cin de benzer sonuclar elde edilerek pozitif olan bu operatorlerin
daha avantajli oldugu goriilmiistiir. Son olarak operatorler i¢in bazi 6zel durumlar
verilmistir.
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ABSTRACT

Bohman-Korovkin theorem has an important role in the approximation theory. The
approximation properties of many linear positive operators have been investigated by using
this theorem. On the other hand, Bohman-Korovkin type theorems have been obtained by
statistical convergence. With these theorems, different approximation properties of linear
positive operators have been studied. In this thesis, firstly, basic properties of g-calculus
have been given. Later, g-Baskakov-Kantorovich operators which introduced by Gupta and
Radu have been given. At first the convergence of g-Baskakov-Kantorovich operators on a
compact set has been examined by using Bohman-Korovkin type theorem. Secondly,
statistical convergence of these operators has been studied on the weighted space.
Necessary conditions have been mentioned for uniform convergence of operators by
Bohman-Korovkin theorem. Also the rates of statistical approximation for these operators
have been obtained via modulus of smoothness. Besides, the same results have been given
for the different generalizations of g-Baskakov-Kantorovich operators which introduced by
Mahmudov and it was seen that these operators have more advantage. Finally, some special
cases have been given for operators.
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X
SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢aligmada kullanilmis simgeler, aciklamalar1 ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Ac¢iklama

N Dogal sayilar kiimesi

N, {0}UN

R Reel sayilar kiimesi

R, Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

L, n € N olmak lizere operator dizisi

C|a,b] [a,b] da tamimli reel degerli siirekli fonksiyonlar uzayt
C, Cesaro matrisi

o(K) K kiimesinin yogunlugu

6 ,(K) K kiimesinin 4-yogunlugu

p(x) Agirlik fonksiyonu

p,(x) p,(x)=1+x>* seklinde tammli agirhk fonksiyonu
P, (x) p,(x)=1+x"  seklinde taniml1 agirlik fonksiyonu
B,(R) Vx e R i¢in | f (x)| <M ,p(x) olan fonksiyonlar uzay

C,(R) B (R) uzaymdaki siirekli fonksiyonlarin uzayi



Simgeler Ac¢iklama

-1, C,(R)ve B, (R)uzaylarinda | . | = sup % ile tanimli norm

Q, (f,6) f nin B o, (R,) uzaymnda tanimli siireklilik moduli



1. GIRIS

Weierstrass kapali bir [a,b] araliginda siirekli olan fonksiyonlara diizgiin yakimsayan
polinomlarm varligint gostermistir[1]. Bu varlik teoreminden sonra Bernstein bu
polinomlarm gosterimini de vererek Weierstrass teoremini [0,1] araliginda tekrar

ispatlamistir[2].

Bohman[3] ve Korovkin[4], Bernstein operatorlerinden yola c¢ikarak, lineer pozitif
operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamas: ile ilgili ¢cok 6nemli bir teorem
vermisglerdir. Bu teorem sayesinde bir¢ok yeni lineer pozitif operatoriin yaklagim 6zellikleri

incelenmistir.

Bernstein operatorleri tanimlandiktan sonra bu operatoriin ¢esitli genellemeleri ele
almmisti. Bu genellemelerden bir kismi g-analiz teorisine dayanir. Bernstein

operatorlerinin g-genellemesi ilk defa Lupas tarafindan ele alinmistir[5].

Son 20 yildir g-Bernstein operatorlerine olan ilgi devam etmektedir. Bunun yanisira g-
Bernstein operatorlerinin  tanimlanmasi, diger operatorlerin de g-genellemelerinin

olusturulmasinda 6ncii olmustur.

1997 yilinda G.Phillips, g-Bernstein polinomlarinin bir genellemesini tanimlamistir[6].
Son on yilda, g-pozitif lineer operatorlerin bazi yeni genellemeleri bir¢ok yazar tarafindan
tanimlanarak incelenmistir. g-Meyer-Konig ve Zeller operatorleri Trif, Dogru ve Duman,
Dogru Duman ve Orhan, Dogru ve Gupta tarafindan ¢alisilmistir[7-10]. Dogru ve Gupta
ayrica g-Bleimann Butzer ve Hahn operatorlerinin monotonlugunu ve asimptotik
degerlerini incelemislerdir[11]. Son zamanlarda ¢-Durrmeyer ve Kantorovich

operatorlerinin genellemeleri Derriennic, Gupta, Radu tarafindan incelenmistir[ 12-14].

Diger yandan pozitif lineer operatdrlerin istatistiksel yakimsakligi ilk defa Gadjiev ve
Orhan tarafindan verilmistir[15]. Daha sonra bir ¢ok yazar tarafindan pozitif lineer

operatorlerin istatistiksel yakinsakligi caligilmistir[ 16-18].

Bu yiiksek lisans tezinde Gupta ve Radu tarafindan calisilan g-Baskakov ve g-Baskakov-
Kantorovich operatorleri ile bu operatorlerin Mahmudov tarafindan verilen farkli bir
genellemesinin agirlikli istatistiksel yaklasim Ozellikleri incelenmistir. Daha sonra bu

operatorlerin agirlikl stireklilik modiilii yardimuiyla istatistiksel yakinsama hizi verilmistir.



Ayrica bu operatdrlerin istatistiksel yakinsakligi incelenirken kullanilan Duman ve Orhan
tarafindan ispatlanan Bohman-Korovkin tipli A-istatistiksel yakmsaklik teoremi

calisilmastir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde dncelikle g-analizde kullanilan bazi temel kavramlar ve notasyonlardan

bahsedilecektir. Detaylar [19] ve [20] de bulunabilir.

Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak bazi tanimlar verilerek, bazi teoremler ifade

ve ispat edilecektir.
2.1. g-Tamsayilan

Herhangi bir ¢ > 0 reel sayisi1 i¢in 7, negatif olmayan bir tamsay1 olmak {izere ¢g-tamsayilar1

[n], ile ifade edilecektir. Burada

(1] l+g+q° +...+q"", efer q#1ise
n| =
“ n, eger q =1 ise

seklinde tanimlidir.

Genel olarak, ¢ € R i¢in [t]q = ll—q , ¢ # 1 seklinde ifade edilir.

q -faktoriyel

[n]q l=

[l]q [2]q [n]q ,eger n=1,2,... ise
1 ,eger n=0 ise

g -binom katsayis1

{ZLZ% ,0<k<n

seklinde tanimlidir.



Notasyonlar;
n—l
(a+b)z H(a+q3b) neN,a, beR 2.1
s=0
(1+a);o ﬁ(l+q a) aeR (2.2)
s=0
. (1+a)
(1+a) =——,a,teR (2.3)
! (1+ ‘a
q q

Es. 2.2 ile ifade edilen sonsuz ¢arpim ¢ e (0,1) icin yakisaktir.

Ustel fonksiyonun iki dnemli g-analogu ise

0 k(k 1) k 0

E ('x) zq [k] > € ('x —

seklinde tanimhidir. g-iistel fonksiyonlar asagidaki 6zellikleri saglarlar.

D E (ax)=aE (agx), D (ax) =ae (ax), E (x)e,(-x)=E_ (-x)e (x)=1

2.2. g- Tiirev

Bir f: R — R fonksiyonunun g-tiirevi

Sf(gx)— f(x)
(g—Dx

ve yliksek ¢ -tiirevleri

(D, f)(x):= , x#0, (D, /)0):=lim(D, f)(x) 24)

0 r._ nogpo._ n—1 _
D)f=f, Df=D,(D"f), n=12,..
seklinde tanimlidir.

f:R—> R diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere

lim D, £(x)=lim S(x+h)-f(x) _ df (x)
g1 1 10 h de



dir.
Carpim kuralinin ¢ -analogu ise
D,(f(x)g(x))=D,(f(x))g(x)+ f(gx)D,(g(x))

ile tanimhidir[19].

2.2.1. Lemma
t,s,a € Rolmak tizere

t t—1
D, (1 + ax)q = [t]q a (1 + aqx)q
t

(1+x)," = (1+x), (1+¢°x)

q

1

(1+x) :m

q

fspat

fx)=(1+ ax); olmak lizere g -tiirev taniminda

d,f(x) (1+aqx); —(1+ax);
dx (q—l)x

q

D, f(x)=

olur.

Es. 2.1 den

(1+ aqx); =(1+agx)(1+ qaqx)...(l + q"laqx) =(1+ aqx)(l + aqzx)...(l + aq'x)

ve
(1+ ax); =(1+ax)(1+ qax)...(l + q"lax)

oldugundan,

(2.5)

(2.6)

(2.7)



((1+ ag)...(1+ ¢ ax) ) ((1+ ag'x) - (1 + ax)
(g-Dx

D, f(x)=

((1 +agx)...(1+ q’"]ax))(l +aq'x—1- ax)
(g -Dx

_ ax(qt _1) -1
= —(q s (I+ aqx)q
= [t]q a(l+ acpc)f;l

olur. Buradan Es. 2.5 elde edilir. Benzer sekilde Es. 2.1 kullanilarak asagida Es. 2.6

bulunur.

(1 + x)';H =(1+x)1+gx)1+ qzx)...(l + q'Hx)(l +q'x)(1+ quX)...(l " qm_lx)

= (1+x); (1+g' D)1+ q(g'x))...1+ ¢ (¢°x)))
=(1+x),(1+q"x),

Es. 2.6 da s yerine -¢ yazilirsa

(1 + x)z =(1+x), (I1+q 'x),

olur. Diger yandan Es. 2.3 den

(1+x) =1

oldugundan

I1=(1+x), (1+q"x),

bulunur. Buradan

- 1
l4x) ' =—
( i x)q (1+q '),



elde edilir.

2.2.1. Teorem

g(x) fonksiyonunun x, = a noktasindaki ¢ -taylor agilimi

g0=Y (’E ,:]“?"D;fg(a)
dir. Burada

r(r=1)

k-1 k k
I T P

dir[19].
fspat
f(x)=(x—a), olsun. Es 2.1 den

(x— a)'; =(x—a)x—qa)..(x—q¢""a)

olup, x=0 i¢in

k(k-1)

(-a), = (0-a), = (-a)(~qa)..(-¢" 'a) = (-a)‘q *

olur. Boylece

(D f) o) =[k], [k=1], [k =r+1], (x-a)t "

k(k-1)

olup, (—a)! =(-a)*q *> oldugundan

(k—=r)(k—r-1)

(D)@ =[k],[k-1] [k-r+1] g > ()"

bulunur.



f fonksiyonunun x, =0 noktasindaki g -taylor agilimi

f@)=Y e D (©)

[r]

olup burada D] f(0) yerine yazilirsa,

S =(x—a), =

”

[],! !

r k (k—r)(k—r—l)
= |: :| q 2 xr (_a)k—r
q

elde edilir. Bu esitlikte » yerine k —r alirsa,

L )]
(x—a)f;:Z‘,L} q > x"7(-ay

r=0

bulunur.
2.3. g-Integral

a > 0 olmak lizere integralin g-analogu
[r@de=0-ga). fg'a)q’
0 j=0

olarak tanimlanir[21].

0 <a < b olmak iizere [a,b] araliginda ise

j St = jf ()t —j f(0)d,t

seklinde tanimlanir.

k [k]q [k—l]q ...[k—r+1]q )

¥ (_a)k—r

(2.8)

(2.9)



2.3.1. Teorem

a >0 olmak iizere g-integral i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi gegerlidir, yani

[ red, s\/fﬁ(t)dqt\/fgm)dqt
0 0 0

dir[19].

2.4. Lineer Pozitif Operatorler
2.4.1. Tanim

X ve Y normlu fonksiyon uzaylar1 olsun. Eger X uzayindan alinan her f fonksiyonuna Y
uzayimda bir ve yalniz bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa, bu durumda L

kuralina X den Y ye bir operatér denir.

feX, geY ve x, gnin tamim kiimesine ait olmak tizere;
L(f)(x)=L(f3x)=g(x)

yada ¢, fnin x, gnin tanim kiimesine ait olmak tizere;

L(f(1);x) = g(x)

seklinde gosterilir. Burada L( f(¢);x) gosterimi yerine L( f;x) yazilacaktir.

X uzayma L operatoriiniin tanim kiimesi denir ve X = D(L) ile gosterilir. L operatoriiniin

deger kiimesi ise R(L) ile gosterilir ve

R(L)={g:L(f3x)=g(x), fe D(L)} Y

dir.
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2.4.2. Tanim

X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak tlizere L: X — Y seklindeki L operatdriinii goz oniine

alalm. Eger her f, f, € X ve a, f€R i¢in

L(afi+Bf)=aL(f)+BL(f)

kosulu saglaniyor ise L operatoriine /ineer operatér denir. L lineer operatorii i¢in

L(0;x)=0 dur.
2.4.3. Tanim

Eger bir L operatorii pozitif degerli bir fonksiyonu yine pozitif degerli bir fonksiyona

donistiiriiyor ise yani f >0iken L ( f ) > (0 oluyorsa L operatoriine pozitif operatér denir.

2.4.4. Tanim

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarini saglayan operatore lineer pozitif operator denir.
Ayrica L pozitif lineer operatorii igin f(x) < g(x) oldugunda L(f;x) < L(g;x) saglanir.

Yani pozitif lineer operatorler monotondur.
2.4.1. Lemma
L: X — Y lineer pozitif operator olsun. Bu durumda

;x)

esitsizligi saglanir.

IL(f0)| <L(|f

2.4.5. Tanim

X ve Y normlu fonksiyon uzaylari ve L: X — Y bir lineer operator olsun. Her f € D(L)

i¢in;

750, < w7l
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esitsizligini saglayan bir M > 0 reel sayis1 varsa L operatoriine D(L) de simirlt operator

denir.

2.4.6. Tanim
||L||X_)Y =inf {M : ||L(f;x)||y < M”f”X} sayisina L operatdriiniin normu denir.

2.4.1. Teorem

L:X — Y smirh lineer operatorii i¢in

IL(f3)],
L = 2y
I, 7

"

dir. Buradan

Il ., = soo 50,

gergeklenir.
2.4.7. Tanim

[a,b] araliginda tanimli, reel degerli ve araligin tiim noktalarinda siirekli olan

fonksiyonlarm olusturdugu uzay C|a,b] ile gosterilir. Bu uzay

|71

Clab] max |/ (x)|

asx<bh

seklinde tanimlanan ||, . normu ile normlu bir uzaydr.

C[a,b]
2.4.2. Lemma

L:C[a,b]— C[a,b] lineer pozitif operatér olsun. L operatorii f nin [a,b] arahg

disindaki degerlerinden bagimsiz ise, bu durumda
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|

=120

Cla,b]>Cla,b Cla.b]

olur.
2.4.2. Teorem (Bohman-Korovkin)
(L,) lineer pozitif operatorler dizisi ve f e C[a,b]olmak iizere,

lim

n—o

Le —e|=0, k=0,1,2

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

L/~ f]=0

im
olmasidir. Burada e, (¢)=¢*, k=0,1,2 dir[22].
2.5. Istatistiksel Yakinsaklik

2.5.1. Tanim

Herhangi bir X kiimesinin eleman sayis1, bu kiimenin kardinalitesiyle belirlenir ve |X | ile

gosterilir.
2.5.2. Tanim

K < N olmak iizere

5(K)= liml‘{k <n:keK}|
Vl*)OOn

limiti mevcut ise bu limite K kiimesinin yogunlugu denir[23].

2.5.3. Tanim

(a,) pozitif tamsayilarmn bir dizisi ve K = {a, : k € N} olmak iizere 5(K) mevcut ise



S(K) = lim—

n—o0
an

olur[23].
Ornek
o(N)=1

S{nzzneN}zo

§{2n:neN}=6{2n+1:neN}=

N | —

olur.

0(A) veya 6(N\ A) yogunluklarindan biri mevcut ise, bu durumda
O(N\A)=1-5(4)
dir[23].

2.5.4. Tanim

x =(x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger here> 0 igin,

liml{kﬁn:|xk—L|Ze}‘=0

n—0 n

olacak sekilde bir L sayis1 varsa bu durumda x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir

denir ve st—limx = L ile gosterilir[24-27].
2.5.1. Teorem

x =(x,) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

13
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§{n :keN}=1ve lim x, =L olacak sekilde en az bir (x, ) yakimsak alt dizisinin

bulunmasidir [28].

Ornek

m e N olmak tizere x =(x,) dizisinin genel terimi,

, k=m’
X, = ,
0, k=zm

seklinde tanimlansin. V& > 0 i¢in
0<[{k<n:|x,|>el{<|(k<n:x #0}<n

oldugundan

Oﬁliml{kﬁn:|xk|zg}‘£1im£:0

n—>0 n n—>0 n
bulunur. Boylece s¢ —limx = 0 olur.

Ornek

{\/E, k=m?
X, =

0, k #m*
1se st —1limx =0 olur.

Yakimsak her dizi istatistiksel yakinsaktir; fakat yukaridaki 6rneklerden de goriilecegi gibi
tersi dogru degildir.

2.6. A-istatistiksel Yakinsakhik

2.6.1. Tanim

A=(a,), n, k=12,... sonsuz bir matris ve x =(x,) bir dizi olsun. Eger her bir 7 i¢in
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(Ax) =) a,x, serisi yakinsak ise Ax = {( Ax)n} doniigiim dizisi mevcuttur, denir.
k=1

2.6.2. Tanim

X ve Y iki dizi uzay1 olsun. Eger her x € X i¢in Ax mevcut ve AxeY ise 4=(a,,)
matrisi X uzaymdan Y uzayma bir matris doniigtiimii tanimlar denir ve A€ (X,Y) ile

gosterilir.
Eger bir x dizisi igcin Ax doniisiim dizisi mevcut ve bir L sayisina yakinsak yani

lim(A4x) =L ise x dizisi L sayisina A-toplanabilirdir denir ve A—lim x = L seklinde

n—0

gosterilir. Toplami1 ya da limiti koruyan matrislerin sinifi (X Y ;P) ile gosterilir. Eger 6zel
olarak X =Y = C, C yakmsak dizilerin uzay1 olmak iizere, 4 (C, C) ise A matrisine

konservatif matris denir.

2.6.3. Tanim

A=(a,), n, k=1,2,... sonsuz bir matris olmak tizere bir (x, ) dizisi i¢in llirn x, =L iken
—>0

lim(A4x) =L ise A matrisine regiiler matris denir.

n—0

Bir A=(a,, ) matrisinin regiiler olmasi, Silverman-Toeplitz kosullar1 olarak bilinen

asagidaki teorem ile karakterize edilir.
2.6.1. Teorem

Bir A= (a,, ) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

<0

() 4] =sup -

nof=l

ank

(ii) Her sabit £ i¢in lima, =0

n—>ow
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kosullarinin ger¢eklenmesidir[29-30].

Ornek
nk=12,... i¢cin

l, 1<k<n
cnk_ n

0, k>n

olmak tizere Cesaro matrisi olarak bilinen C, =(c,,) matrisi regiilerdir.
2.6.4. Tanim

A=(a,) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Ayrica K < N olmak iizere X, , K

kiimesinin karakteristik fonksiyonunu gostersin. Eger

8,(K)=lim(4X;) =lim> a,

keK

limiti mevcut ise 0 ,(K) sayisma K kiimesinin A yogunlugu denir[31].
0,(K) veya 6 ,(N\K) yogunluklarindan herhangi biri mevcut ise
0,(N\K)=1-9,(K)

olur. Ayrica K sonlu elemanli ise 6 ,(K)=0dr.

Ornek

n € N olmak lizere
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seklinde tanimlanan 4 = (a,, ) matrisini goz 6niine alalim. Bu durumda

K = {k #n’ne N} i¢in 6,(K,)=0 dir. Dolayisiyla K, = {k =n’:ne N} olmak iizere
6,(K,)=1 olur.

2.6.2. Teorem

K, ve K, iki kiime olmak iizere K, < K, ise 0,(K,) <6 ,(K,)dir.

2.6.5. Tanim

x =(x,) reel terimli bir dizi olsun. Eger her & > 0igin

K=K(¢) ={k:|xk —L| 28}

olmak iizere

§,(K)=lim» a, X, =lim > a,=0
n—>0 =1

e kfx,—Lize

olacak bi¢cimde bir L sayis1 varsa x = (xk ) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir

ve st,—limx = L ile gosterilir[28], [32], [33].

Agikea goriiliiyor ki A-istatistiksel yakinsaklik taniminda 4 matrisi yerine C, Cesaro

matrisi alinirsa istatistiksel yakimsaklik, 4 matrisi yerine I birim matrisi alinirsa klasik

anlamda yakinsaklik elde edilir.

2.6.3. Teorem

st,~limx =L olmast igin gerek ve yeter kosul &, {n, :k e N} =1 ve limx, =L olacak

sekilde en az bir (x, ) alt dizisinin bulunmasidir[32].
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Ornek

n € N olmak tizere

seklinde tanimlanan A4 = (a,, ) negatif olmayan regiiler matrisi verilsin.

x=(x,) dizisi

seklinde tanimlansin. V& > 0 i¢in

1

=&
5

X, ——

K:{keN:

i¢in

0,(K)= lim(AxK)n =0
- . 1
oldugundan sz, —limx = 3 olur.

2.7. Agirhkh Uzay

p , reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger p , R de siirekli, lim p(x)=o0ve her x e R i¢in

[xl>ee
p(x) 2106zelliklerini sagliyor ise agirlik fonksiyonu adini alir. Sonraki boliimlerde aksi

sdylenmedigi siirece p(x)=p,(x)=1+x>"*, a >0, xeR, alinacaktir.

Tiim reel eksende tanimh ve | £ (x)|< M ,p(x) kosulunu saglayan fonksiyonlar uzay:
B (R) ile gosterilir. Burada M ,, f fonksiyonuna bagl bir sabittir. B, (R)uzayindaki

stirekli fonksiyonlarin uzay1 da C (R) ile gosterilir. Yani,
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B,(R)={f:R—>R,VxeR icin |f(x)| <M p(x)}
C,(R)={feB,(R): f,R de siirekli|

olup bu uzaylar | f ||p = supM normu ile birer Banach uzayidir. Burada B,(R), C,(R)
xeR

p(x)

uzaylarina agwrlikli uzaylar denir.

Ayrica

C,(R)= {f eC,(R): limM< oo}
= p(x)

dir.

Eger p agurlik fonksiyonu, p(x) =1+x", (m>0) seklinde ise B,(R,),C,(R,),C,(R,)
uzaylari sirastyla B, (R ,),C, (RJ,CL (R,) ile gosterilecektir. Bu uzaylar || . ||m = || . ||

P

normu ile donatilmistir[18].

2.7.1. Teorem

VneN igin L, :C, — B, olmak iizere (L,) operatdr dizisi igin |L,|. . =|L,p, ||p
dir[34].
2.8. Agirhkh Siireklilik Modiilii
n € Nolmak tizere B, (R,) agirlikli uzayinda siireklilik modiili
e, [/ et h) = (%)
Q, (f;6)=sup ,0>0, =20 (2.10)

20 1+ (x+h)
0<h<d

seklinde tanimlanir. Burada her bir /' € B, (R,) i¢in Q, (f3.) iyi tanimli ve

Q, (f:6)<2|f], . >0, feB, (R,), a20
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dir[35].

2.8.1. Lemma

feB, (R,)olsun. Q (f;.) asagidaki 6zellikleri saglar [35].

L.Q (f;46)<(A+DQ, (f36), 6>0, 1>0 (2.11)
2.Q, (fin6)<nQ, (f;6), 6>0, neN

3.1im Q (f38)=0
50" “
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3. ¢-BASKAKOV-KANTOROVICH OPERATORLERININ

ISTATISTIKSEL YAKLASIM OZELLIiKLERI

Bu boliimde g-Baskakov ve g-Baskakov-Kantorovich operatorlerinin tanimlar1 verilecektir.

Bu operatorlerin istatistiksel yaklasim 6zellikleri incelenecektir.
3.1. g-Baskakov Operatorleri

Baskakov operatorlerinin bir g-analogu 2009 yilinda Aral ve Gupta tarafindan ¢aligilmistir.

Bu ¢alismada g € (0,1), f € C[0,0), xe R, :=[0,0), n € Nolmak iizere, ¢ -Baskakov

operatorleri

NI P (4],
V,,(f3x)= ;b,,,k (g;x)f [qkl (] (3.1)

seklinde tanimlanmistir. Burada

n+k-1 k=) xk
b 1X) = z —
n,k (q ) |: k :| q (1+x);+k
dir[36].
3.1.1. Uyar1

n e Nigin ¥, operatoriiniin pozitif ve lineer oldugu agiktir. Ayrica g =1oldugunda Es 3.1

de verilen operatorler klasik Baskakov operatorlerine indirgenir[37].

3.1.1. Lemma

Her neN, xeR, ve g €(0,])igin

V(e x) =1 (3.2)

V., (e;x)=x (3.3)
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[n+l] 1
V, (e3x)= 7 x* + X (3.4)
| a[n],

olur. Burada ¢,(x)=x", i=0,1,2 dir[17].

fspat

neNigin g(x):=(1+¢"x),", xe R, olsun. Es. 2.4, Es. 2.5, Es. 2.6, Es. 2.7 kullanilarak
Dlg(x)=(-1)" [n]q [n+ l]q n+k —1]q (1+¢""x)," " ke N, ={0} UN elde edilir.

Teorem 2.2.1 deng(¢) := (1+¢"t)," fonksiyonunun x noktasi civarindaki g-taylor agilimi

- ( —X) [I’l k l]q' n+k n—k
(1+4"1)," kZ: oR -1 1] (1+4""*x), (3.5
olur. Es. 3.5 de # = 0alalim.
& (=x) k[n+k—1] ! R
(1+0)," =D (-1 L (1+q"*x)." (3.6)
=10K [n—1], ! ‘
bulunur.
Es. 2.7 den
_ 1
(1+0)," =—=1
[1]
q
ve Es. 2.1 den de
k(k-1)

(=), = H (0+(-=x)q") = (-x)(~xq)(-xq")..(~x¢" ") = (-x)*¢q *

olup bu ifadeler Es. 3.6 da yerlerine yazildiklarinda



[n+k 1]! k(k Dok

1= zo[k] o d

0 n+k_1 k(k-1) xk
=> q° ——=
ko (1+x)

=2.b,.(¢:%)
k=0
bulunur. Boylece
Vn,q (€y;X) = an,k(q;x) =1
k=0

elde edilir. Benzer sekilde Es. 3.1 ve Es. 3.2 den

],
[n], 4"

:i{n:ic 1} v

A+ (], 4

v, (e;x)=>_b, . (q;x)
k=0

k=1

T R ]
_z{ k } (l+x)"+k [n]q

in+k HED ik [k+l]q
= k+1 A+x)" [n]

q

2

[n+k],t sen ko [k+1])

|
TMS

1] 1], R [n],

n+k] ! k(k D N

,; nl, i (14 x)0

k=0

o [ n+k k(k D xk
xz n+l+k
. (1+x);

23
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0

=x) b, (4:%)

k=0

=xV,1,(€3%)

bulunur.

Es. 3.1 den

» k 2
Vn,q(ez;x>2b,,,k(q;x>{ 14 ]

olur. Burada [k] =[k-1] +¢"" esitligi kullamlirsa

{n +k_1} q(k_z)z(k_3) Xt [k]q [k_l]q
q

k 1+ x);+k q[n]j

o - k=D k k
+z{n+: 1} g ° X [ ]q
q

1+ x)r g+ [n]j

n+2+k—1}k<k-1> X [k+2] [R+1]

— 200
—X;|: k+2 2

(1+ x);+2+k q[n]j

(%],
qk—l [n]j

+>°b,,(g:%)
k=1

o [n+2+k-1] ! LU [k+2] [k+1],

2
- Z:; k+2] n— 1] 'q (1+x);+2+k q[n]j



L (%]

> nk(q;x) k—1 .
T & Y E T

[n+l] © 1
= ! X2 bn+2,k (q’ x)+_1/",51 (e];x)
n], kz::? (],
(1], V.0 (€03 %) Vig(€:x)
= X Viiag €sX)t 1=~ G X
g[n], [ ]q

bulunur. Es 3.2 ve Es. 3.3 den

[n+l]
Y, (erx) =2 4

qln], [n],

olur.

3.2. g-Baskakov-Kantorovich Operatorleri

q<€(0,1), xeR,, neN olmak lizere ¢g-integrale baglh olarak g-Baskakov operatorlerinin

Kantorovich tipli genellemesi
. [k+1], /]],

K, (fix)=[n], Yb(@x) | flg"Dd,t
k=0 a[k],/[n],

seklinde tanimlanir.

25

(3.7)

g =1alindiginda g-Baskakov-Kantorovich operatorleri, Abel ve Gupta tarafindan ¢alisilan

n+k 1] xk (k+1)/n

V.(f:x)= nZ( N e j f(o)dt

operatoriine doniisiir[38].
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3.2.1. Uyar1

Asagidaki esitlikler g-integral tanimindan kolaylikla bulunur.

[k+1], /7],

dt=—0 (3.8)
k], 1), ' [”]q

[i+1], 1], 21 Tkl 44
tdqt:[ ]q[ ]q 2q (3.9)
A6 1, 2], [~],
L] 1], 3] (kT +(1+]2] )g* [k] +4*
tqut:[ ], [+ 3[ L)} (K], .10
oKL 1, 3], [7],
3.2.1. Lemma
Her neN, xeR,, 0<¢g <1 olmak iizere
K, (e;x)=1 (3.11)
K, (e;x)=x+—1 (3.12)
2], [~],
+1 gl1+12] )+|3 2
Kn’q(ez;x):[n l Pt ( : ]") | ]"x+ 9 (3.13)

q[n], 31, [], [31,[],

fspat
. [k+1], /]7],

K, (e =[n] Db (@x) [ dg
k=0 oK 1,

olmak tiizere Es. 3.2 ve Es. 3.8 den

K, (e;x)= [n]q ﬁib&k (g;x)



an,q(eO;x)

olur.
Es. 3.2, Es.3.3 ve Es. 3.9 kullanilarak
[k+1], /],

K, (e;x)=[n], Z @) [ g,
4,1,

=[n], Z o (@x)g {Pl[k_ﬂl}

e o 1 x
_kz nk(q’ ) kl[ ] [ ] [ ] zbnk(q’ )

_ . q .
=V, (e;x)+ T V,,(€;X)

bulunur.
[k+1], /],
K, (e;x)=[n], Z (@0 | Pd
a[k], /[],
olup, Es. 3.10 dan
31,16 +(1+[2], )4 [4], + ¢
(3], [],

K, (e3x)= [n]q an,k (g:x)q7""
k=0

Sy (] (1+ 2),)a [k] e,
_;b"”‘(q’ )qzk—z[n]Z [ ] [ q z [n]q [3]51[”2;1)”’1((% )

27
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(1+[2]q)q q

:Vn,q(ez;x)+ Vn,q(e];x)"'
31, [],

2 Vn,q(eo;x)

3,[],

bulunur. Burada Es. 3.2, Es. 3.3 ve Es. 3.4 kullanildiginda

1 1+|2{ |q 2
Kn’q(ez;x):[n+]‘1x2+ 1 x+( []q) ep4

qln], el BLIP, 3], [

:[n+l]q x2+q(l+[2]q)+[3]q 4 qz
alr, BLI, LI

elde edilir.
3.2.2. Uyar1

Lemma 3.2.1 de ¢=1alinirsa Baskakov-Kantorovich operatorlerinin asagidaki momentleri
elde edilir[38].

Kn(eo;x)=1’
1
K, (e;x)=x+—,
2n

x(2+x) +L2.
n 3n

K, (e,;x)= x4

Es. 3.12 ve Es. 3.13 incelendiginde (KM) operatorler dizisinin Bohman-Korovkin

teoreminin kosullarmni saglamadigi aciktir.

3.2.1. Teorem

(¢,),VneN i¢in g, €(0,1) ve lim g, =1 olacak sekilde bir dizi ve (K,,),Es.3.71ile

verilen operatorler dizisi olsun. Herhangi kompakt bir J R, kiimesinde her azalmayan

feC(R,)igin li_)rgKn’qn (f5x) = f(x), (diizgiin) [17].
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Lemma 3.2.1 de hipotezde verilen ¢, (q,) dizisi ile degistirildiginde Bohman-Korovkin
teoreminden elde edilir.

3.3. g-Baskakov-Kantorovich Operatorlerinin Agirhkh Istatistiksel Yaklasim

Ozellikleri

A-istatistiksel yakinsakligi kullanarak Duman ve Orhan asagidaki Bohman-Korovkin tipli
teoremi ispatladilar[39]. Soyut uzaylar i¢in genel yaklasim [16] da verilmistir. Bu teoremi

vermeden Once teoremin ispatinda kullanilacak olan Lemma asagida verilecektir.

3.3.1. Lemma

A =(a,,) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. (L, ), C, (R)denB (R)ye giden

pozitif lineer operatorlerin bir dizisi, p,ve p,, lim LS

=0 kosulunu saglayan iki agirhik
K== p, (x)

Li’l

fonksiyonu ve de &, {n eN: < M} =1 olacak sekilde bir M >0 olsun. Bu

C, —B,

durumda herhangi s € R ve her feC, i¢in

st ,—lim sup sup

", = s

g(ﬂxyiﬂxﬂzomesg—hnmgf—j%b=OB9}

3.3.1. Teorem

A =(a,,) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. (Z,), C, (R)denB (R)ye giden

pozitif lineer operatorlerin bir dizisi ve ‘l‘im % =0 olsun. Her f € C, (R) i¢in
X|—>00 pz X
st,~lim|L,f - f| =0« st,~lim|L,F,~F] =0,v=0,2.

Burada F, (x) = * P (,f
I+x

, v=0,1,2[39].
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Vi eC, igin st,—lim

Lnf—f”p2 =0 olsun. v=0,1,2 i¢in F, € C, oldugundan agiktir ki

v=0,1,2 i¢in sz, —lim||L,F, - F,|| =0 olur.

P

Yeterliligi ispatlamak i¢in oncelikle

5A{neN: L,

sM}:l (3.14)

Cp By,

esitliginin bir M > 0 i¢in saglandigini gostermeliyiz.

o= 0, yani

Kabiildenv =0,1,2i¢in bir K, N vardr > 5,(K,)=1 ve lim|L,F, - F,
nek,

Ve >0 igin 3N, (¢) vardir sher n> N, (&) ve her ne K icin |L,F, - F,

<é&.
Pi

Boylece bir M, >0vardir sher ne K, iin |L,F,-F| <M,.

Pi v

Kabul edelim ki K =K, " K, "K, olsun. Bu durumda 6 ,(K) =1dir.

Vn e K i¢in Teorem 2.7.1. den

L

n

CPI - BPI

anl ||p]

Lp-p+p,

<

Lo -p, +all,

Lp—p, +1 G.15)

elde edilir. Diger yandan

L,(p,();x)—p, (x)| =

t*+1 1+ x?
Ln( Pl(l);x]——Q,Dl(x)‘

+1 1+x
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7 . x’ 1 . 1
= (Ln (Wp] (t)ax] - 1+ P (x)] +(Ln (Wp] (t)ax] - 1412 P (x)]‘

=[(£, (Fix) - @)+ (L, (Fix) - R )

<

L, (Fy:x) - Fy(x)|+

L, (Fyx)—Fy(x) (3.16)

yazabiliriz. Boylece Es. 3.16, Es. 3.15 de kullanilirsa

L ., <[L.p-p, |, +1
<|2,F, =B, L5 - F, +1
<M,+M,+1=M
bulunur.

Buradan X {n: L

n

<M } yazabiliriz. Boylece Es. 3.14 saglanir. Simdi

Co =By

st,—lim sup sup|L, (f;x)—f (x)| =0 oldugu gosterilecektir.

", = s

L, (=) Fy(1):x) =

L, (8 Fy(0);%) = 2L, (tFy (£, ) + X° L, (Fy (0); %)

L, (F(£); %) = 2xL, (F (£); ) + XL, (Fy (1); )|

2

= (L,,(Fz(n;x)—Fz(x))+1f7p](x>—2x(L,,(F] (1);%) - F(x))

2 2

P (x>+x2((L,,(Fo(n;x)—Fo(x)))+1f7p, (x)

1+x?

<

Ln(Fz(t);x)_Fz(x)|+2|x

L,(F,(t);x) = F(x)|+x°

L, (F,(1);x) = Fy (x)|

olup, boylece herhangi s € R ve ne K i¢in
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u, =sup L, ((t - x)"F,(1);x) (3.17)

‘X‘S.S‘

SB{

LF,=F, +

LF-F|,+

LF~F|,}

yazabiliriz. Burada

B :=max {sup pi(x), 2sup|x| p,(x), supx’p, (X)}
‘X‘SS ‘X‘SS ‘X‘SS

dir.

Simdi f € C, ve |x|<solsun. Bu durumda f', R de siirekli olup Ve > 0igin 35 >0

vardir > |t — x| < & olacak sekildeki her ¢, x igin| £ (t) - f(x)| < & olur.
t—x|=5 iken
FAOEFACY INVIGIEVAC)
<M, p,()+M,p,(x)
<2M ,p,(x)p, (1)
=2M , p,(x)Fy(1)(1+1*)
—2M,p, (x)FO(;)(1+((z—x)+x)2)
=2M ,p, () F, () (1+ (t = x)* +2(t = x)x + x7)
<2M ,py (X)Fy(6) (1+ (¢ = x)* + 2t = x]|x] + x?)
<2M p,()F, () (14 (t =) +(t=x)" +x* +x7)
<2M ,p,(x)F,()(2+2x° +2(t = x))

=4pr1(x)F0(t)(l+x2 +(t—x)2)



[ 1+x7
=4M , p, (x) Fy(6)(¢ ~x) [ = +1]

S Kp,(x)(t_x)zFO(t)

1 2
yazabiliriz. Burada K, , =4M  p,(x) [—;f "‘1]

dir.
Boylece Vi e R ve |x|<s igin

[fO) = f|<e+K, (= x)"Fy(1)

olup bu esitsizlikten

L(f(t);x)— f(x)|=

L, ()= f(x);x)+ f(x)L,(Lx) - £(x)|

<

L(f(O) = fx)x)|+|f(x))

L,(Lx) -1

<L,(

FO-f(x)

%)+ ()

L,(1;x)—1|

<eL,(x)+ K, L, ((t=x) F,(6):x)+|f (%)

L,(Lx)—1|
elde edilir. Buradan herhangi s € R i¢in

v, = sup sup|L, (f(1);x)~ f (%)

1, =1 s

<Ce

LX), +C,supL, ((t=x)* Fy(1);x) + C; sup
| |

X‘S.S‘ ‘X‘S.S‘

L,(1;x) -1

olur. Burada

C, =supp,(x), C, :==sup Kpl(x), C = sup|f(x)|.

[x|<s [x]<s [x]<s

Pozitif lineer operatdrlerin monotonlugundan ve Teorem 2.7.1 den

33

(3.18)

(3.19)
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<
P

L1

Ln

an] ||P1 =

Cp =By,
olup Es. 3.19 dan
Vn e K igin

v, SMCig +Cyu, +Cysupl|L, (1;x) 1| (3.20)
[x]<s

elde edilir.
Ayrica

|F0 (x)

L,(Lx)-1]<

L, (Fy (1);%) = Fy (x)| +

L,(Fy(1) = Fy(x); )|

<

L, (Fy(0);%) = Fy(x)|+

L, (|F, ()~ Fy ()]s ),

bulunur. Bu durumda £, € C, oldugundan Es. 3.18 den

L (I;x) —1| <

m{ L,,(E)(t);x) _Fo(x)|+ SLn(l;x) +KP| (x)Ln((t_x)zE)(t);x)}

olup herhangis € R ve her n e K i¢in

suplL, (1) -1 < C, {|L,F, ~ R, +&M +Cu, | (3.21)
‘X‘SS !
elde edilir. Burada C, = supM.

s F5(x)

Es. 3.17, Es. 3.20 ve Es. 3.21 den her ne K i¢in

VnSC8+C{

LF,=F|, +

LF-F|, +

LF~F,| (3.22)

Burada C:=max{M(C, +C,C,),BC, +C,C, + BC,C,C,}.

Simdi verilen bir » > 0 i¢in Ce < r olacak sekilde £>0 secilsin.
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S
I

: {neK:

LFy,=F, +

LF-F|, +

LF, _anpl > r—CCE}

D, ::{neK:”LnF,—F,” > r_cg}
P C

-C
D, ::{neK:”Lan—Fz”p] >1 - g}

olmak tizere D < D, U D, U D,dir. Boylece Es. 3.22 den

D, @, <)a,<)a,+a,+a,

nekKw,>r neD neD, neD, neD,

LF,—F,

=0, v=0,1,2 oldugundan

olup, st, —Ilim
n P

st ,—lim sup sup

", = s

L (f;x)—f(x)| =0 bulunur. Béylece Lemma 3.3.1 den Vf € C, i¢in

stA—lirn”Lnf—f , =0.
3.3.2. Teorem
(g,),VneN igin g, €(0,1), st—limg, =1 (3.23)

olacak sekilde bir dizi olsun. Azalmayan her /' € C, (R ) i¢in

st —lim

K,, (f;.)—pra =0, a>0[17].

Ispat

Agirlikli uzaydaki norm tanimindan

K, (e:x)=ey(x)|
K, e —¢ H =su

p
Po xeR, Po (x)
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olup, Es. 3.11 den

st—hrr,n K,,,q”e0 -e, N =0
bulunur.
K (e;x)—e (x)‘
an el _el =Ssu ot 2 1
‘N Po XER+ pO (x)

olup, Es. 3.12 den

K, (@30 - ()] 1

9,
14 2 —”‘30”,30 [2]% [”]q < [”]q

elde edilir. Ayrica s7—1limg, =1oldugundan st —lim

" [n],

st—lim|K, ¢—e| =0
n *1n po
olur.
K (e;x)—e (x)‘
anez_e2H = sup -
»4n Po xeR, pO(x)

olup, Es. 3.13 den

e )]

<e IIPO

1+x

n

Sl 21+1£2+1

0,(1+12], )+ 3]
AT

o], [, 2 ] b, [

=0dwr. Bu durumda

3], []

olup, esitsizligin sag tarafi » — oo icin istatistiksel olarak sifira yakinsadigindan
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(24

bulunur. Béylece Teorem 3.3.1de A=C,, p,(x)=1+x>, p,(x)=1+x""* ve xeR
1 1 2 4

almarak ispat tamamlanir.
3.4. g-Baskakov-Kantorovich Operatorlerinin Yakinsama Hizi

Bukisimda B, (R,) agirlikli uzayinda Es. 2.10 ile tammli streklilik modiilii kullamilarak,

smirsiz fonksiyonlar igin, K, (/) operatdriiniin /" ye yakinsama hizi hesaplanacaktir.

3.4.1. Teorem

q €(0,1) ve a >0 olsun. Azalmayan her /'€ B, (R.) i¢in

\Kn,,,(f;x>—f(x>\é\/K,,,,,(u,im(1+§\/Kn,,,(wi;x>]ﬂpa (f:8). x20, §>0, neN.

Burada g, (£):=1+(x+|t- x|)2+a Ly (D) =t—x

120 [17].

fspat
neNvefeB, (R,)olsun Es.2.10 ve E§ 2.11 den

t>0, x>0 olmak tizere

/- f(x)|< (1+(x+|t—x““ ))(Hép—xﬂ@% (f30) (3.24)

Zﬂx,a(t)(l"'é‘/’x(t)jﬂpa (f50) (3.25)

elde edilir. Ayrica g-integral tanimmdan

[k+1], /[n], [k+1], /171, alk], ),
fatodi= [ f@ndi- [ flg*nd,
q[k]q/[n]q 0 0

olup, degisken degistirme ile
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[k+1], /[n], [k+l]q/qk_l[n]q
| r@tndi=g [ fwdy (3.26)
qlk], /], (K], /4[],

bulunur. Bu durumda Es. 3.7 ve Es. 3.26 dan

[k+l]q/qk_l[n]q

K, (fi0=[n] Tho@oa | fod

[4], /4" 21,
olup
[k+l]q/qk_l[n]q

K, (/0 f|<[n] Yhu@xa™ [ [ro-rmldg

[k], 74" (],

yazilabilir. Esitsizligin sag tarafina Es. 3.25 uygulanirsa

[k+l]q/qk_l [n]q

K, (fi0-f@|<[n] Yo @ | a, (r)(l v, (r)]ﬂpa (f38)d,1

[k], 74" 1],

1
= (Kn,q(ux,a;X)+gKn,q(ux,awx;X)]Qpa (f56)

bulunur. Esitsizligin sag tarafina g-integral i¢cin Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulandiginda

Kn,,,(f;x>—f(x>\é\/Kn,,,(u,im(1+§\/Kn,,,(wi;x>]szpa )

elde edilir.

3.4.1. Lemma

meNveqe(0,])igin K, (e,;x)< 4

m?2

1+x"),xeR,,neN

m,q

esitsizligi saglanir. Burada 4, , m ve g ya bagli bir pozitif sabittir[17].



Ispat

keN, 0<g<l, [k+1]q =1l4+qg+q* +.+q" :1+q[k]q olmak iizere

1<[k+1] =1+q[k],

<1+ k]

<[#], +[#],
~2[4],
olup

1s[k+1]qs2[k]q

bulunur. m € N olmak {izere Es. 3.1 den

. kl"
I/n,q (@m;X) = Zb",k (q,X) mk[—m]q m
k=0 q [n]

q

:i{nﬂc—l} R )
k
q

(1+x)2+k qm(k—l) [n]j

{n+k} LR [k+1]j
(L4 ) gk [n]:

o [n+k]q! M [k+1]Z’

k=0 [k + l]q ![n — l]q !q 1+ X)Z+]+k q(m—l)k [n]j

o [n+k] ! q@ o [e+1]""
pr [k]q '[n]q ! (1 + X)Z+]+k q(m—l)k [n]j—l

=X

39

(3.27)
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xi{n+l+k 1} HED b [k+1]:_'
q

P (14 x);" gDk [n]j_'

[n+1

bl s

{n+1+k 1} HED [k+1]j_'

] &
q

elde edilir. Bu esitligin sag tarafina Es. 3.27 uygulanirsa

q

(1+2)," gDk [+ 1]:_'

{n+l+ k—l} q@ o 2" k]

17 9" K
_cmk (2] 2 b (@:%) W

q<m—l><k—l> [n n I]Z-'

x[l-i'[Z] ] (5] _ Vn+1,q(em—1;x)

olup

V(e x| 1L (3] (e
’ (7], ] \4 ’

elde edilir.

meN, xeR,, neN olmak iizere, Es. 3.28 ve tiimevarim yontemi ile

L(m_]) m(m-1)

" 2
V, (€:x)<x"| 1+ g A
(], q

bulunur. Es. 3.29 dan

Vnyq(e ;X)) B, (1+x™)

m?2 m,q

(I+2)," gD [+ 1]:_'

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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n(m-1) 2 P
clde edilir. Burada B, =2 * [—)

q
Ayrica
. [k+1], /[7],
K, (0 =[n], Y bu(g:x) [ (g0 d
k=0 a[k], /n],
[k+1], /7],
n] Z (g x)g ™" J. t"d t (3.31)
alk], /],
olur. g-integral tanimindan
[k+1], /[, [k+1], /]], alk], ],
rdp= | de- [ ody
q[k]q/[n]q 0 0

=(l-¢q)

—
—

k+1]q © j[k+1]q "’ iaq ‘][k]q - jq[k]q ' J
" Z;,[q ol ]q (1-9) (1] Z[q o) ] q

q /7

k m+1 m+l km+l "
“a-pl S g e [,,H], >
["L [»]; =
k1" ]

STl WAl U

[n]jﬂ 1_qm+l [n]jﬂ 1_qm+l

k m+1 m+l km+l
B U P e (3 (3.32)

(2} [m+1], [} [m+1],

Es. 3.32, Es. 3.31 de yerine yazilirsa

qm
Kn’q (e,;x)= —bn’o (g;x)

[n]z1 [m + l]q
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—mk+m

b (q30)—L—([k+1]"" =g [k]"" 3.33
#[n], bt ’”[n];“[mﬂ]q([ +1I g 4], (333)

elde edilir. Ayrica
e 1] =g (K] = ([ +11 +q[#], [k +1] g [4]))
<(m+1)[k +1]:’

oldugundan Es. 3.27 den

m+1

e+ 1] =g k] <2" (m+ D) [k]” (3.34)

bulunur. Es. 3.34, Es 3.33 de kullanilirsa

m —mk+m

K, (e ;x)S—1— b (q: b (g0 —T 2" (mD)[k
g (€3%) SRR 0(4 X)+[n]q; i (45 X) [n]jl 1] (m+1)[k]

(<],

["]Z qm(k—l)

AN L GES D
—[n]:, o] 0(45 %)+ o) kZ, i (45%)

I P A U3 P
[n]: [m+l]q n,O(q X)+ [m+l]q n,q(em X)

olur. Boylece Es. 3.30 dan

q" 2" (m+1)

s—2 b (g B (1+x"
& ] [m+1], " @0, P

Kn’q (e

m

<(1+ 2"(m +1) Bm’q](l+x’”)

[m +1]q

=4,,0+x")



2" (m+1)
B .
[m + l]q "

elde edilir. Burada 4, =1+
3.4.1. Uyar1

Herhangi bir lineer pozitif operatér monoton oldugundan Lemma 3.4.1, her

feB, R,), aeN; i¢in K, (f;.)eB, (R,) oldugunu gosterir.
3.4.2. Teorem

(,), Es. 3.23 Ui saglayan bir dizi ve a € N olsun. Azalmayan her /' € B, (R) i¢in

Koo (f-1], <C.0,(5:8)

1

dir. Burada 6, ==
n [n]q

ve C f ve n den bagimsiz bir pozitif sabittir[17].

a.qy°

Ispat
Es. 3.11, Es. 3.12 ve Es. 3.13 den

2, _
mmwﬂm_me—x

21 %) =K, (1’ =2xt+x’;x)

=K,, (t*;x)— 2xK, , (t;x)+ szM" (1;x)

_Ln+l, +qn(1+[2],,”)+[3]q” pa

= —2x[x+—q” J+x2
9,[7], 31, [], 31, [+, 2], 1],

{[nﬂ]% 1} ! {q,,(1+[z]”)+[3]%_2 .
,1 [], ,1

43
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B x?+ 2q,x+q,
In [n]qn

X2 +2x+1
I [n]qn

bulunur.

aeN, ve f eB, (R,)olmak iizere Teorem 3.4.1 ve yukaridaki esitsizlikten

K.y, (1) S (x)‘<2\/K"’q"(uia;x)p°(x) L — o (18,
Pt (X) - Pan(X) o q"[n]q,, e

K, aso)[ 1 [ 1
p2(a+l)(x) o qn[n]q”

<4

Q, (f:6,) (3.35)

dir. Ayrica
=A™

< 2(1 4 942a ((2x)4+2a 4 ))

oldugundan

2 . . 5+2a~4+2a _4+2a . 5+2a 4+2a ,
K, , (U ,3x)<2K, (Lx)+277°27 " x7K,  (Lx)+277°K, (¢ X)

yazilabilir. Es. 3.11 ve Lemma 3.4.1 den

2 . 5+2a4+2a 4+2a 5+2a 4+2a
Kn,q,,(,“x,asx)32+2 2 X +2 A, (I+x )

+2a,q,



bulunur. Esitsizligin her iki tarafi p, ,,, (x) agirhk fonksiyonuna boliiniirse

2 . 5+2a~4+20 _4+2a 5+2a 4+2a
K, (M%) 242770000000 00 4, (127
- 4+2a
Paaiy (X) 1+x
25+2a + 25+2a24+2a x4+2a S0
4+2a +2 A4+2a,q,,

1+x

1+ (2x)**
5+2a
:2 ({W '|‘144+20£,q’Y

4+2a 24+2a _1
=25 (1 AR ), Ao ]

1 + x4+2a

< 25+2a (1+24+2a _1+A

4+2a,q, )

— 25+2a (24+2a + 4

4+2a,q, )

olup buradan

2.
Koo (o3 ®) s
— <,
Paas1y(X)

elde edilir. Burada

5+2a 4+2a _ .2
2 (2 + A4+2a,q,, ) =He g,

dir. Es. 3.37, Es. 3.35 de yerine yazilip, ¢q, = mi;? 9, ¢,,, =84,, almdigida

K., U010 _,
P (%) -

Moy 2, (f36,)

=Cog %, (/30,)

olur. Esitligin her iki tarafinin supremumu alinirsa

Koo 0= 1], <€.,0, (38)

45

(3.36)

(3.37)
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: .1
elde edilir. Ayricast—limg, =1, st—lim——=0 oldugundans¢ —lim§, =0

[],

olup st —limQ, (f36,)=0dur.

Béylece Teorem 3.4.2 K, (f3.) operatoriiniin f ye istatistiksel yakinsaklik hizini verir.
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4. ¢-BASKAKOV-KANTOROVICH OPERATORLERININ YENI BiR

GENELLEMESININ ISTATISTIKSEL YAKLASIM OZELLIiKLERI

Son zamanlarda Gupta ve Radu, g-Baskakov-Kantorovich operatorlerinin pozitif olmayan
bir g-analogunu tanimlamiglardir[17]. Bu boliimde Mahmudov tarafindan [18] de
tanimlanan g-Baskakov-Kantorovich operatorlerinin agirhikli istatistiksel yaklasim

ozellikleri incelenecektir. Bu sekilde taniminlanan operatdriin avantaji pozitif olmasidir.

4.1. Operatorlerin insas:

Reel degerli, R kiimesi iizerinde siirekli, g-diferensiyellenebilir fonksiyonlarin bir ((}5”’ q)

dizisi asagidaki 6zellikleri saglasin.

(Bl) ¢,,(0)=1,neN, 0<g<l

(B2) (-1)'D}¢, (x)=20, neN, keNU{0} =N, x>0, 0<g <l

(B3) Her ke Nve xeR, i¢in D}¢, (x)=—[n+], ]q D¢, (x).

Burada /, [, e N, olup n, k ve x den bagimsizdur.

(B1) ve (B3) den

D;‘qﬁn’q(O) =(-D"[n+], ]q [n+1, +lz]q o+l + (k=1 ]q 4.1)
elde edilir.

4.2. g-Baskakov Operatorlerinin Yeni Bir Genellemesi

(B1)-(B3) ile tanimlanan (¢n, q) fonksiyon dizisi kullanilarak elde edilen Baskakov

operatorlerinin yeni bir g-analogu, her f € C,(R,), xeR,, 0<g<1, neN i¢in

k _k k(k 1) k
V(i) = Z([,?], Dig, (x )f[ [gn]J 42)
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dir[18].

(Vn* q) operatorler dizisinin pozitif ve lineer oldugu agiktir.

4.2.1. Lemma

e,=t',teR,, je N, olmak iizere her ne N, xeR, ve 0<g<1 igin

V':q (eo;x) =1 (43)
Vn*,q (el;x) = —xw (44)
[],
Vy(e:x)=x" s ® _ Liha® (4.5)
q ["]q [n]q
dir[18].
fspat

g-taylor agilimindan

(t—x

b,..(0) =Z 0 )fD;‘@,q(x)

yazabiliriz.

k(k=1)

Burada =0 olsun. (-x); =(-x)"¢ ? olmasive (Bl) 6zelliginden

(_x)k k(k-1)

i,

4,,0)=3 D', (x)=1
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elde edilir.

9,,(0)= Z [k] ' Dk¢ ,(%) esitliginde her iki tarafin ¢ ye gére g-tiirevi alindiginda
q

K =0
4 [L[TDq¢n,q(x)

olur. =0 i¢in

0 )’; -
Dg,,0)= Z

D NN

(k=1)(k=2)

olup (0—-x);" =(0-x)(0—gx)...(0—¢"?x)=(-x)""'¢g >  oldugundan

—xD¢ (0 o k . k(k ) " [k]
’ 4.6
], Z k] e ) (4.6)

bulunur. Diger yandan

k Kk k(k D k
V' (eyx) = Z( 1)]! D;‘¢n,q(x>qk[_, [];] @.7)

oldugundan Es. 4.6 ve Es. 4.7 den

—xD,4, ,(0)

Vn*,q (el;x) = [I’Z]

elde edilir. Benzer sekilde

—1] (t-
[k]q!

D4, ()= i " g

olup 7 =0 i¢in

k=1] (=x)? =20

© |k
pig, -3 LU o D®

k=2
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dir. Boylece
e (=) [k] [k-1] x* G200
2D¢ ,(0) :z []k][' ] q 2 D;‘¢n,q(x) (4.8)
,!
ve

= (=1)f [ ] Xk D2 .
—xqD,¢,,(0) = QZTQ > D,¢,,(x) (4.9)

oldugundan Es.4.8 ve Es. 4.9 dan

- v (= k] [k— 1] ko (k-2)k-3)
x°D;¢,,(0)-xqD,4, ,(0) kz (] ! g * D¢, (x)
- .

= (=) [k] x* G2
kZ k[]], > Dy, ()

= (=) [ ] ko (k-2)(k-3)

Sl )

= (=1)f [k] xF -2)k-3) .
g Aol

bulunur. Yukaridaki esitlikte her iki taraf [ ]2 ile carpilirsa,
qln

q

X*Dg,,(0)—xqD,$, ,(0) & (—1)x* HED [k]
Dq¢n,q(X)qu (410)
o R FO]
elde edilir. Diger yandan
k ko k(1) jaR
V: (ey:x) = 2( ) P L (@.11)

2(k 1)[ ]q

oldugundan Es. 4.10 ve Es. 4.11 den
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: 019,,) __D,4,,(0)
alal, [,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

4.2.1. Uyar1

Es. 4.3, Bs. 4.4 ve Es. 4.5, her f e G,(R,) i¢in V, f € C,(R,) olmasmni garanti eder.
4.2.2. Uyar1

Eger ¢, ,(x)=¢, (—[n]q x) almirsa g-Szasz-Mirakjan operatorii [40],

9,,(x)=e, (—[n + p]q x) alimrsa g-Szdsz-Schurer operatérii [41], ¢, (x) = R alinirsa
’ + x n
q
g-Baskakov operatdrii [42], ¢, (x)= ﬁ alinirsa g-Baskakov-Schurer operatorii elde
s + X n+
q
edilir.
4.3. g-Baskakov-Kantorovich Operatorlerinin Yeni Bir Genellemesi
Her feC,(R,), xeR,, 0<g<1 igin
k
(- l)k k k(k ) 1 [k] +q't
K, ,(f:x)= Z D, ([ f| =5t (4.12)
RGN o g ],

seklinde tanimlidir. Burada (¢, ) fonksiyon dizisi (B1)-(B3) ézelliklerini saglar. (K
n,q g n,q

operatorler dizisinin pozitif ve lineer oldugu acgiktir.

4.3.1. Lemma

KZ,,,(em;X)Zm;,@][[f]] [ L v, (e;x) (4.13)

m—j+1]q

dir[18].
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fspat

Binom agilimimdan

1 [k]q+qkt m t_m " _m-j [k]q j]tm_j t
![ ) ] ‘ Jzo(,.]{[,f]q] [ Mq] Jrra,

ve g-integral tanimindan,

1 )
[imidi=0-9)q“" g
0 a=0
== q"""™"
a=0

1
= (1 - q) 1 _ quj+l

_ 1
[m—j+l]q

olup

1 [k]q+qkt m - w (m 4 m=j [k]q J !
!{ g [n], ] % ZO(]]{[H]] {qk' ["L] [m—j+1],

bulunur. O halde

i (—l)kxk k(kzl) . . m (m m 1 [k]q J

om0 |71 e ], Y
2(1]{[]] [ m]z[k]' ¢()[ Mj




elde edilir.

4.3.1. Sonug

Her neN, xeR,, 0<g <1 igin
K, (e;x)=1

[n+l]]q

* q
K, (e;x)= X+

P [”]q (l+q)[n]q

+1 +1 +1 +1 2
K:,q(ez;x)=[n L - L i34 [ ;]qur q —
q[n], I+q  [n] (1+g+4°)[n]

* 1

Kn’q((e]—xeo)Z,x)Sq[n] (a(t,1q) x> +b(L,L,q) x +1)
q

Burada a(/,,1,,q) ve b(l,,1,,q), I, I, ve g ya bagl sabitlerdir [18].
fspat

Es. 4.1 den

D¢, (0)= —[”+ll]q» D24, .(0) =[”+ll]q [n+1, +12]q

dir. Ayrica Es. 4.13 ve Es. 4.3 den

K, (e:x) =V, (ey;x)

=1
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(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Es. 4.13 den

PR TR ' T o
Kn,q (e,,x) - ;(]][[H]q ] [1_]. +1]q Vn,q (ej’x)

= Ml LV* (e,;x)+ : V' (e;x)
o)\ P, g, e T e

bulunur. Burada Es. 4.3 ve Es. 4.4 den

D,9,,(0) q

Kn,q (el;x) =X [I’Z]q [I’Z]q (1 o+ q)

:[n+l]]qx+ q

W, T, 0 )

elde edilir. Benzer sekilde Es. 4.13 den

NI <l 3 T -
Kn,q(ezﬁx) - ;(]][[H]q ] [2_j+1]q Vn,q (ej’x)

(ﬁ][ﬁ]ﬁm>(f][ﬁ]ﬁv<>@v<>

bulunur. Burada Es. 4.3, Es. 4.4 ve Es. 4.5 den

* D, 0 D 0 n+l| [n+l +1
Kn’q(ez;x):xz q¢n,q( )_x1+3q q¢n,q( )+[ l]q[ 1 2]q x2

a[n], l+q [ a[n];
:[n+ll]q[n+2ll+lz]q x2+1+3q [n+1;]qx+ q: 2
th l+¢q [ﬂq a+q+q)hL

elde edilir. Boylece Es. 4.14, Es. 4.15 ve Es. 4.16 dan
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K., (e~ xe,)"sx) = [n+ll]q[n+zl]+lz]q _2[n+l]]q o1l 1434 [n+1], 4
* q[”]q [”]q I+q  [n] (1+q)[n]q
+ g
(I+q+q°)[n],

A G G D I A TR (IR

= +
q[n], q[n]; q[n]; [n],
1+39)q" |! 2
11+2q L (1+30)g [;],, o VA
(+q)[n],  (+q)[n] (+q+q")[n],
1 2
< (a1, )x> +b(l,, L, q)x+1)
q[n],
elde edilir.
4.3.1. Teorem

(qn)’ VneN i¢in g, €(0,1) ve limg, =1 olacak sekilde bir dizi ve 4 >0 olsun. Bu

durumda her f e C;(R,)igin (K:,q) operatorler dizisi [0, 4] araliginda f* fonksiyonuna

diizgilin yakinsar[18].
fspat

Sonug 4.3.1 g6z Oniine alindiginda ispat Bohman-Korovkin teoreminden agiktir.

Ayni sonug ¥, operatoril i¢in de gegerlidir.
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4.4. g-Baskakov-Kantorovich Operatorlerinin Yeni Bir Genellemesinin Agirhkh

Istatistiksel Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda Teorem 3.3.1 kullanilarak sirasiyla Es. 4.2 ve Es. 4.12 ile verilen V, ve K

operatorlerinin istatistiksel yaklagim ozellikleri incelenecektir[18].

4.4.1. Teorem

p(x)=1+x>, p,(x)=1+x"", a >1 olmak lizere eger st—lignqn =liseher feC,(R,)

icin st—lim‘

Vn*,q,, f - f

-0, st—lim‘
P2 n

K., f- prz —0 duf18].

fspat

St_lifn‘ Koo =1 Hp =0 oldugunu gosterelim. Es 4.14 den
* K:, : (ey;x)—e,(x)

HK",qneO —eOHpI :,f:%p‘ 4 ;] = 0 ‘ -0

olup

st—lign K:,qﬂe0 —eOHP =0

olur. Es. 4.15 den

K (e'x)—e(x)—x[n+l]]q” —x+ 4
e = T T,
. q, [l] ]qn q,

[n]qn ! (I+gq,) [n]q

Ka@o-ew|_alll, 4
1+x* [n]q (1+qn)[n]q”
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elde edilir. Burada st —limg, =1, st—lim =0 oldugundan

1
[],

.
K, e—e H =0

st—1lim
n P

bulunur. Es. 4.16 dan

[””1]% [n+1, +lz]q" +x1+3q” [””1]% N 7

K., (ex)=x
WL e O Graral

|Kn,q" (eZ;X) _62 (x)| < x2

1+x° T l+x?

[”+ll]q [n+1+1,]

x 1+3q, [”+ll]q"+ 1 q.
4, [n]qn

142 1+q, [n], 142 (1+q,+q)[n],

n

g (k) LI D],

<
alnl, all, alnf, | [ [

olup

K, ez—eZH =0

st —lim
" .4, o

dir. Boylece Teorem 3.3.1de 4=C,, p,(x)=1+x7, p,(x)=1+x"", a>1, xeR,
almarak ispat tamamlanir.

4.5. g-Baskakov-Kantorovich Operatorlerinin Yeni Bir Genellemesinin Yakinsama

Hiza

Bu kisimda, Es.2.10 da 2+ a = m alinarak elde edilen

|/ (x+h)— f(x)|
’5:
Q,(f,0) sup T+ (et k)

0<h<o

, feC.R) (4.18)

agirlikl siireklilik modiilii yardimiyla ¥, ve K operatorlerinin yakisama hizi

verilecektir



58

4.5.1. Lemma

Her me N ve 0<g<1 igin

* I, m
V,,(e,;x)< B, (1+x")

m?2

xX) <AV (14 x™), xeR,, neN.

m? m,q

Knyq(e

Burada 4 ve B}, m, q, I, ve [, ye bagli pozitif sabitlerdir[18].

m,q °

fspat

I G PRI T

© ] (_1)k+1xk+l k(k-1) o 1 [k+1] m-l
— 2 D q

kz-;‘[ . k]! ! o g {q“ (7],

(B3) den

D;+l¢n,q (x) = —[}’l + ll ]q D;¢”+lz’q (x)

dir. Bu ifade yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa ve son ifade [n+ Zz]:_1 ile carpilip

boluntrse,

* L [”+l] [ +12]m (- 1)k k k(k i { [k+1]q el
e (], kz;' [, * i) ¢ [n+1]

elde edilir. Boylece Es. 3.27 ve Es. 4.2 den
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+1 w4 o\
an*,q(em;x) < x[n l]q [n Z]q (g] I/n*”z,q (em_];x)

(],

olur.

Es. 4.19 ve tlimevarim yonteminden

m mm=) m(m—1)
/ / 2 2
Vn*q(em;x)ﬁxm 1+q"@ 1+q"@ (2]
’ [n], [n], q

bulunur.

[

X" <1+x", 144"

[

esitsizlikleri yardimiyla

m(m-1)
Ve (e x)<(1+4)" (1+14,) 2 {

elde edilir.

Ayrica Lemma 4.3.1 den

[
]_}‘1£l+q" [l]]q <1+[ ve 1+¢q"
n
q

BL) (2]
2 x
+q" A] (_] Ve, 4(€,15%) (4.19)
[n], ) \4a
(m-1)
(2],
—2<1+q"|L| <1+1
[I’l]q +q [ Z]q + 2
m(m-1)
2
) (1+x7)=Bi2 (1+x") (4.20)

1

K, (e,;x)= Ji(?][[:]q ]mj [m—j+1],

olup Es. 4.20 den

1

. i - M| g "
K"’q(em”‘“,zo(j]{[n]‘,] 1],

BY (1+x7)
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L.l m
<AV (1+x")
elde edilir.

4.5.1. Teorem

Eger f € C, (R,) ise bu durumda

1
v f=1] <k0,| fie—
q[n],
Ve
q[n],

esitsizlikleri gergeklenir. Burada k , f ve n den bagimsiz bir sabittir[18].
fspat

Ispat K :7(] operatdril igin yapilacaktir. 7~ operatorii igin de benzer ispat yapilabilir.

k _k  k(k=1) 1 k +d*t
K-35 ]1{)]' > Dy, ()If[ ! [}Z qut

k , T4
olmak tizere bu ifadedeki integralde ————— [ ] —u seklinde bir degisken degistirmesi
q"
yapilirsa,
_ [k],+4" /4" [n]
=) [n] o y
K, (/i) f()< Z( ) BTN S I VIRV IC EV R CETY
q (K], /4" [],

olur. Es. 4.21 de Es. 3.24 kullanilirsa
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[k],+4" 14" [n], B
| (1 +(2x+1)" )[Vg_xh 1ng (f,8)d t

[¥],7a"'[],

w  \k ok k(D)
KZ,q<f;x)—f(x)\sZ([,1{)]’f 0 D, o

=Q ( f,d)((l(:,q (1+Qx+1)";x))+ K, ((1+ (2x+r)m)@;x]] (4.22)

olur. Ayrica g-integral i¢in Cauchy-Schwarz esitsizliginden

K., ((1 +(2x+ t)"’)|t;—x|;x] < \/K:,q ((1+@x+ t)m)z;x)\/K:,q {%;x]

olup bu esitsizlik Es. 4.22 de kullanilirsa

K, (f:x)- f(x)‘SQm( f,5){(1<;q(1+(2x+t)"’;x))+\/K;q ((1+(2x+t)m)2;x) K, {ij]
(4.23)

elde edilir.

Ayrica Lemma 4.5.1 den

(K, (+@x+1)";x)) <k (1+x™) (4.24)

_hLL

\/K:’q (1 @x+0)")21x) S kg (1427) (4.25)

olacak sekilde k£ ve k pozitif sabitleri bulunabilir. Es. 4.17 den

Pl | i R PR I a1, q)x* +b(l,,1,,q)x+1)
gl 52 TS (][n]q 154254 154254

Sc(lplz,q)m
o /q[n]q

<c(l,l,,q)———— (4.26)
& Ja[n],
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esitsizligi yazilabilir.

Es. 4.23, Es. 4.24, Es. 4.25 ve Es. 4.26 dan

K, )= F0| 29, (£.8)] K ")+ K el g LD
5\Jq[n],

K* ;x — X m ~1h.h m
K, (f13) = £ )\ng(f’g) s L gL 0x0 )
* 1+x™ 5\/q[n]q

m+1

1+x 4]

olup bu esitsizligin her iki tarafinin supremumu alinirsa

K, (f;x)—f(x) -hh 1
Slg" ’ql N ‘SQm(fﬁ) ke + kg c(ll’IZ’q)le
xeR, q n g

x ) i 1
|&5 = £ <R ol + oy el gV ———
" 5\Ja[n],
T+ x" +x+x™"
elde edilir. Burada &, =sup———— " dir.
x>0 1+X

1
Yukaridaki esitsizlikte 5 = (g[n]) 2 alnursa istenilen sonug bulunur.

4.5.1. Uyari
st—limg, =1 ise st—limdJ, =0 olacagndan, st—lim&, (f,5,)=0 bulunur. Boylece

Teorem4.5.1 ¥, ve K,  operatorlerinin f ye istatistiksel yakinsaklik hizin verir.
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5. BAZI OZEL DURUMLAR
Bu boliimde ¥, ve K operatorlerinin {i¢ 6zel durumu verilecektir.
5.1. g-Szasz-Mirakjan ve ¢-Szasz-Mirakjan-Kantorovich Operatorleri

$,,(x)=e, (—[n]q x), xeR,, neN olsun. Bu durumda her (n,k) e NxN igin ¢, (0)=1

ve Dig, (x)= ~[n], Di7'¢, ,(x)=(-1)" [n]l; ¢,.,(x), x>0 olur. Béylece K  operatorii

k=0 q 0

S:,q(f;x):eq( )iqk(k D [n] J‘- { k} ]+nq] t}dt

seklinde tanimlanan Kantorovich tipli g-Szasz-Mirakjan operatdriine doniistir.

V,, operatori ise

n,

s [af (K]
S (X)=e ¢
0= (T s iq’”mj
seklinde tanimli g-Szasz-Mirakjan operatoriine doniisiir[40].

Lemma 4.2.1 ve Es. 4.13 kullanildiginda,

Her x>0, neN, 0<g<1 i¢in

S (e:x)=1
Sn,q(eo;x)zl n’q( 0 )

* q
S (e:;x)=x S (e:;x)=x+——-+—
n,q( 1 ) X n,q( 1 ) (1+q)[n]
X X
S, (€5x) =—+—= . x2 143 2
! q [n]q Sn,q(ez;x): q q

X+ >
(1"“])[”] (1+q+q2)[n]q

elde edilir.
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5.2. g-Baskakov ve g-Baskakov-Kantorovich Operatorleri

, x€R_, neN olsun. Bu durumda g-tiirev tanimindan her xeR,

1
., (X) = e
(n,k) e NxN ve 0<g<l1 igin
D;4,,(x)=~[n] D;"$,..,(x)=(D[n] [n+1] .. [n+k-1] @, ()

dir. Boylece K, operatdriiher /e C,(R,), xeR,, neN, 0<g<1 igin

n+k-1] =D L ([k], +d't
K X 2 dt
pa(f3)= Z{ . lq (M)M J f[ ol
operatoriine dontisiir. Es. 4.13 den x>0, neN, 0<g <1 olmak {izere

K:yq(eo;x)=1

s q
K"’q(e]’x)_x+—(l+q)[n]q

1 2
K:q(ez;x)_[n+] L+ 34 X+ g 2
| al], " ], (+q+¢)[n],
dir.

5.3. g-Szasz-Mirakjan-Schurer ve ¢-Szasz-Mirakjan-Schurer-Kantorovich

Operatorleri

$,,(x) = eq(—[n+l]q x), xeR,, neN, /eN, olsun. Bu durumda her (n,k) € NxNigin

4,,0)=1ve D}y, (x)==[n+1] DI7¢, ,(x)=(D'[n+1] §,,(x), x>0 dir.

Boylece g-Szasz-Mirakjan-Schurer ve Kantorovich tipli g-Szasz-Mirakjan-Schurer

operatorleri, sirasiyla,



Sn,q(f;x):eq (—[n+l]q x)iq

k=0

\(

S (fi0)=¢, (~[n+1], )iq

k=0

seklinde tanimlidir.

M[n+l]/;

2

[#],!

1

xk
{

(%], }
qk—] [n]q

[k]q +q't

[k]q'

=

0

2l

qk—] [n]

k
A
q
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6. SONUC VE ONERILER

Yaklasim teorisi, polinomlarm yaklasiminda, Fonksiyonel Analizin cesitli alanlarinda,
diferensiyel ve integral denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde 6nemli uygulamalara sahiptir.

Korovkin tipi teoremler de yaklasim teorisinin temelini olusturmaktadir[4].

Diger yandan Steinhaus ve Fast tarafindan tanimlanan istatistiksel yakmsaklik kavraminin
bir cok genellemesi ve uygulamasi arastirmacilar tarafindan c¢aligilmistir. Bunlardan
bazilar1 istatistiksel yakmsaklik kullanilarak, lineer pozitif operator dizileri i¢in elde edilen

Korovkin tipi sonuglardir[43-44].

Son yillarda ise bir ¢ok arastirmaci tarafindan verilen yeni operator dizilerinin cesitli
yakinsaklik 6zellikleri incelenmektedir. Dolayisiyla bu konu arastirmacilarm ilgisini

cekmektedir.
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