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                                                                     ÖZET 
 
Bohman-Korovkin teoremi yaklaşımlar teorisinde  önemli bir yere sahiptir. Bu teorem 
kullanılarak birçok lineer pozitif operatörün  yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Diğer 
yandan istatistiksel yakınsaklık kavramı kullanılarak Bohman-Korovkin tipli teoremler 
elde edilmiştir. Bu teoremler yardımıyla da lineer pozitif operatörlerin farklı yaklaşım 
özellikleri çalışılmıştır. Bu tezde, ilk olarak q-analiz konusunun temel özelliklerine yer 
verilmiştir. Daha sonra Gupta ve Radu tarafından tanımlanan q-Baskakov-Kantorovich  
operatörleri verilmiştir. q-Baskakov-Kantorovich operatörlerinin önce Bohman-Korovkin 
tipli teorem yardımıyla kompakt bir küme üzerinde yakınsaklığı daha sonra da ağırlıklı 
uzaylarda istatistiksel yakınsaklığı incelenmiştir. Operatörlerin Bohman-Korovkin teoremi 
yardımıyla düzgün yakınsaklığının gösterilebilmesi için gerekli şartlar belirtilmiştir. Ayrıca 
ağırlıklı süreklilik modülü yardımıyla bu  operatörler için yakınsama hızı elde edilmiştir. 
Bunun yanında Mahmudov tarafından tanımlanan q-Baskakov-Kantorovich operatörlerinin 
yeni bir genellemesi için de benzer sonuçlar elde edilerek pozitif olan bu operatörlerin 
daha avantajlı olduğu görülmüştür. Son olarak operatörler için bazı özel durumlar 
verilmiştir. 
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                                                                ABSTRACT  
 

Bohman-Korovkin theorem has an important role in the approximation theory. The 
approximation properties of many linear positive operators have been investigated by using 
this theorem. On the other hand, Bohman-Korovkin type theorems have been obtained by 
statistical convergence. With these theorems, different approximation properties of linear 
positive operators have been studied. In this thesis, firstly, basic properties of q-calculus 
have been given. Later, q-Baskakov-Kantorovich operators which introduced by Gupta and 
Radu have been given. At first the convergence of q-Baskakov-Kantorovich operators on a 
compact set has been examined by using Bohman-Korovkin type theorem. Secondly, 
statistical convergence of these operators has been studied on the weighted space. 
Necessary conditions have been mentioned for uniform convergence of operators by 
Bohman-Korovkin theorem. Also the rates of statistical approximation for these operators 
have been obtained via modulus of smoothness. Besides, the same results have been given 
for the different generalizations of q-Baskakov-Kantorovich operators which introduced by 
Mahmudov and it was seen that these operators have more advantage. Finally, some special 
cases have been given for operators. 
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                                          SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler                                  Açıklama 

                                              Doğal sayılar kümesi 

0                                             0   

                                              Reel sayılar kümesi 

                                            Negatif olmayan reel sayılar kümesi       

nL                                             n  olmak üzere operatör dizisi 

 ,  C a b                                      ,a b  da tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonlar uzayı 

1C                                             Cesâro matrisi 

( )K                                       K  kümesinin yoğunluğu 

( )A K                                             K  kümesinin A-yoğunluğu 

( )x                                                 Ağırlık fonksiyonu 

( )x                                              2( ) 1x x 


     şeklinde tanımlı ağırlık fonksiyonu 

( )m x                                              ( ) 1 m
m x x         şeklinde tanımlı ağırlık fonksiyonu 

( )B                                      x   için ( ) ( )ff x M x  olan fonksiyonlar uzayı  

( )C                                       ( )B   uzayındaki sürekli fonksiyonların uzayı 

 

 



x 
 

Simgeler                                Açıklama 

 . 
                                       

( )C  ve ( )B  uzaylarında 
 . 

 . sup
( )x x 




ile tanımlı norm                                              

( , )f


                                    f nin ( )B
   uzayında  tanımlı süreklilik modülü
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1. GİRİŞ 

We erstrass kapalı b r [a,b] aralığında sürekl  olan fonks yonlara düzgün yakınsayan 

pol nomların varlığını gösterm şt r[1]. Bu varlık teorem nden sonra Bernste n bu 

pol nomların göster m n  de vererek We erstrass teorem n  [0,1] aralığında tekrar 

spatlamıştır[2]. 

Bohman[3] ve Korovk n[4], Bernste n operatörler nden yola çıkarak, l neer poz t f 

operatörler n sürekl  fonks yonlara düzgün yakınsaması le lg l  çok öneml  b r teorem 

verm şlerd r. Bu teorem sayes nde b rçok yen  l neer poz t f operatörün yaklaşım özell kler  

ncelenm şt r.  

Bernste n operatörler  tanımlandıktan sonra bu operatörün çeş tl  genellemeler  ele 

alınmıştır. Bu genellemelerden b r kısmı q-anal z teor s ne dayanır. Bernste n 

operatörler n n q-genellemes  lk defa Lupaş tarafından ele alınmıştır[5]. 

Son 20 yıldır q-Bernste n operatörler ne olan lg  devam etmekted r. Bunun yanısıra q-

Bernste n operatörler n n tanımlanması, d ğer operatörler n de q-genellemeler n n 

oluşturulmasında öncü olmuştur. 

1997 yılında G.Phillips, q-Bernstein polinomlarının bir genellemesini tanımlamıştır[6]. 

Son on yılda, q-pozitif lineer operatörlerin bazı yeni genellemeleri birçok yazar tarafından 

tanımlanarak incelenmiştir. q-Meyer-König ve Zeller operatörleri Trif, Doğru ve Duman, 

Doğru Duman ve Orhan, Doğru ve Gupta  tarafından çalışılmıştır[7-10]. Doğru ve Gupta 

ayrıca q-Bleimann Butzer ve Hahn operatörlerinin monotonluğunu ve asimptotik 

değerlerini incelemişlerdir[11]. Son zamanlarda q-Durrmeyer ve Kantorovich 

operatörlerinin genellemeleri Derriennic, Gupta, Radu tarafından incelenmiştir[12-14]. 

Diğer yandan pozitif lineer operatörlerin istatistiksel yakınsaklığı ilk defa Gadjiev ve 

Orhan tarafından verilmiştir[15]. Daha sonra bir çok yazar tarafından pozitif lineer 

operatörlerin istatistiksel yakınsaklığı çalışılmıştır[16-18]. 

Bu yüksek lisans tezinde Gupta ve Radu tarafından çalışılan q-Baskakov ve q-Baskakov-

Kantorovich operatörleri ile bu operatörlerin Mahmudov tarafından verilen farklı bir 

genellemesinin ağırlıklı istatistiksel yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Daha sonra bu 

operatörlerin ağırlıklı süreklilik modülü yardımıyla istatistiksel yakınsama hızı verilmiştir. 
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Ayrıca  bu operatörlerin istatistiksel yakınsaklığı incelenirken kullanılan Duman ve Orhan 

tarafından ispatlanan Bohman-Korovkin tipli A-istatistiksel yakınsaklık teoremi 

çalışılmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde öncelikle q-analizde kullanılan bazı temel kavramlar ve notasyonlardan 

bahsedilecektir. Detaylar [19] ve [20] de bulunabilir.  

Ayrıca daha sonraki bölümlerde kullanılacak bazı tanımlar verilerek, bazı teoremler ifade 

ve ispat edilecektir. 

2.1. q-Tamsayıları 

Herhangi bir q 0  reel sayısı için ,n negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere q-tamsayıları 

 qn ile ifade edilecektir. Burada 

 

 
2 11 .... ,     1   

:
,                                  1 

n

q

q q q eğer q ise
n

n eğer q ise

     
 


 

şeklinde tanımlıdır. 

Genel olarak, t için   1 ,  1
1

t

q

qt q
q


 


 şeklinde ifade edilir. 

q -faktöriyel 

 
 

     1 2 ...   ,  1, 2,... 
!:

1                       ,  0 
q q q

q

n eğer n ise
n

eğer n ise

  


 

q -binom katsayısı 

 
   

!
:   , 0

! !
q

q q q

nn
k n

k k n k
 

     
 

şeklinde tanımlıdır. 
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Notasyonlar; 

   
1

0

, , ,  
n

n s
q

s

a b a q b n a b




                                                                                                (2.1)                                    

   
0

1 1 , s
q

s

a q a a






    
                                                                                           

(2.2)                                     

 
 
 

1
1 , ,  

1
t q
q t

q

a
a a t

q a






  




                                                                                          

(2.3)                                     

Eş. 2.2 ile ifade edilen sonsuz çarpım  0,1q  için yakınsaktır. 

Üstel fonksiyonun iki önemli q-analoğu ise 

 
( 1)

2

0
( )

!

k k k

q
k q

xE x q
k





  ,  
 0

( )
!

k

q
k q

xe x
k





  

şeklinde tanımlıdır. q-üstel fonksiyonlar aşağıdaki özellikleri sağlarlar. 

( ) ( )q q qD E ax aE aqx , ( ) ( )q q qD e ax ae ax , ( ) ( ) ( ) ( ) 1q q q qE x e x E x e x     

2.2. q- Türev 

Bir :f    fonksiyonunun q-türevi 

( ) ( )( )( ) : ,    0
( 1)q

f qx f xD f x x
q x


 


,
0

   ( )(0) : lim( )( )q qx
D f D f x


                                        (2.4)  

ve yüksek q -türevleri 

 0 1: ,  : ,  1,2,...n n
q q q qD f f D f D D f n    

şeklinde tanımlıdır. 

:f    diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere 

1 0

( ) ( ) ( )lim ( ) limqq h

f x h f x df xD f x
h dx 

 
  . 
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dir. 

Çarpım kuralının q -analoğu ise  

   ( ) ( ) ( ) g( ) ( ) (g( ))q q qD f x g x D f x x f qx D x     

ile tanımlıdır[19]. 

2.2.1. Lemma 

, ,t s a olmak üzere 

      11 1t t
q q qq

D ax t a aqx   
                                                                                         

(2.5) 

 
   (1 ) 1 1

tss t s
q q q

x x q x                                                                                                (2.6)              

 

 
 

11
1

t
tq t

q

x
q x




 


                                                                                                      

(2.7)                                                                  

İspat 

 ( ) 1 t

qf x ax    olmak üzere q -türev tanımında 

   
 

1 1( )
( )

1

t t

q q q
q

q

aqx axd f x
D f x

d x q x

  
 


 

olur. 

Eş. 2.1 den 

           1 21 1 1 ... 1 1 1 ... 1t t t
qaqx aqx qaqx q aqx aqx aq x aq x          

ve 

      11 1 1 ... 1t t
qax ax qax q ax    

 

olduğundan, 
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  1(1 )...(1 ) (1 ) (1 )
( )

( 1)

t t

q

aqx q ax aq x ax
D f x

q x

    



 

               

  1(1 )...(1 ) 1 1
( 1)

t taqx q ax aq x ax
q x

    



 

            
1( 1) (1 )

( 1)

t
t
q

ax q aqx
q x


 


 

              
  1(1 )t

qq
t a aqx    

olur. Buradan Eş. 2.5 elde edilir. Benzer şekilde Eş. 2.1 kullanılarak aşağıda Eş. 2.6 

bulunur. 

  2 1 1 11 (1 )(1 )(1 )...(1 )(1 )(1 )...(1 )s t s s s s t
qx x qx q x q x q x q x q x              

               1(1 ) (1 )(1 ( ))...(1 ( ))s s s t s
qx q x q q x q q x      

              (1 ) (1 )s s t
q qx q x    

Eş. 2.6 da s  yerine - t  yazılırsa 

 01 (1 ) (1 )t t t
q qqx x q x    

 

olur. Diğer yandan Eş. 2.3 den 

 01 1qx   

olduğundan 

1 (1 ) (1 )t t t
q qx q x     

bulunur. Buradan 

  11
(1 )

t
t tq

q

x
q x
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elde edilir. 

2.2.1. Teorem 

( )g x  fonksiyonunun 0x a  noktasındaki q -taylor açılımı 

 0

( )
( ) ( )

!

k
q k

q
k q

x a
g x D g a

k






  

dır. Burada 

( 1)1
2

00
( ) ( ) ( )

r rk k
k s k r r
q

rs q

k
x a x q a q x a

r






 
     

 
  

dir[19]. 

İspat 

( ) ( )k
qf x x a   olsun. Eş 2.1 den 

1( ) ( )( )...( )k k
qx a x a x qa x q a      

olup, 0x   için  

( 1)
1 2( ) (0 ) ( )( )...( ) ( )

k k
k k k k
q qa a a qa q a a q


          

olur. Böylece 

       ( ) 1 ... 1 ( )r k r
q qq q q

D f x k k k r x a       

olup, 
( 1)

2( ) ( )
k k

k k
qa a q



    olduğundan 

       
 ( ) 1
2(0) 1 ... 1 ( )

k r k r
r k r
q q q q

D f k k k r q a
  

      

bulunur. 
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f fonksiyonunun 0 0x   noktasındaki q -taylor açılımı 

 0
( ) (0)

!

rk
r
q

r q

xf x D f
r

  

olup burada (0)r
qD f  yerine yazılırsa, 

     
 

 ( ) 1
2

0

1 ... 1
( ) ( ) ( )

!

k r k rk
q q qk r k r

q
r q

k k k r
f x x a q x a

r

  




  
     

                         

 ( ) 1
2

0
( )

k r k rr
r k r

k q

k
q x a

r

  




 
  

 
  

elde edilir. Bu eşitlikte r  yerine k r  alınırsa, 

 1
2

0
( ) ( )

r rk
k k r r
q

r q

k
x a q x a

r






 
   

 
  

bulunur. 

2.3. q-İntegral 

0a  olmak üzere integralin q-analoğu  

00

( ) (1 ) ( )
a

j j
q

j
f t d t q a f q a q





                                                                                          (2.8) 

olarak tanımlanır[21]. 

0 a b   olmak üzere  ,a b  aralığında ise 

0 0

( ) ( ) ( )
b b a

q q q
a

f t d t f t d t f t d t                                                                                           (2.9)                                       

şeklinde tanımlanır. 
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2.3.1. Teorem 

0a   olmak üzere q-integral için Cauchy-Schwarz eşitsizliği geçerlidir, yani 

2 2

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
a a a

q q qf t g t d t f t d t g t d t    

dir[19]. 

2.4. Lineer Pozitif Operatörler 

2.4.1. Tanım 

X veY normlu fonksiyon uzayları olsun. Eğer X uzayından alınan her f fonksiyonuna Y

uzayında bir ve yalnız bir g fonksiyonu karşılık getiren bir L kuralı varsa, bu durumda L 

kuralına X den Y ye bir operatör denir. 

,  f X g Y   ve ,  x g nin tanım kümesine ait olmak üzere; 

( )( ) ( ; ) ( )L f x L f x g x    

ya da ,  t f nin ,  gx nin tanım kümesine ait olmak üzere; 

( ( ); ) ( )L f t x g x   

şeklinde gösterilir. Burada ( ( ); )L f t x  gösterimi yerine ( ; )L f x  yazılacaktır. 

X  uzayına L operatörünün tanım kümesi denir ve ( )X D L  ile gösterilir. L  operatörünün 

değer kümesi ise ( )R L ile gösterilir ve 

 ( ) : ( ; ) ( ),  ( )R L g L f x g x f D L Y      

dir. 
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2.4.2. Tanım 

X ve Y fonksiyon uzayları olmak üzere :L X Y şeklindeki L operatörünü göz önüne 

alalım. Eğer her 1 2,f f X  ve ,      için 

     1 2 1 2L f f L f L f       

koşulu sağlanıyor ise L operatörüne lineer operatör denir. L  lineer operatörü için 

(0; ) 0L x   dır. 

2.4.3. Tanım 

Eğer bir L operatörü pozitif değerli bir fonksiyonu yine pozitif değerli bir fonksiyona 

dönüştürüyor ise yani 0f  iken   0L f  oluyorsa L operatörüne pozitif operatör denir. 

2.4.4. Tanım 

Hem lineerlik hem de pozitiflik şartlarını sağlayan operatöre lineer pozitif operatör denir. 

Ayrıca L  pozitif  lineer operatörü için ( ) ( )f x g x  olduğunda ( ; ) ( ; )L f x L g x  sağlanır. 

Yani pozitif lineer operatörler monotondur. 

2.4.1. Lemma 

:L X Y  lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda  

 ( ; ) ;L f x L f x    

eşitsizliği sağlanır. 

2.4.5. Tanım 

X  ve Y  normlu fonksiyon uzayları ve :L X Y  bir lineer operatör olsun. Her ( )f D L  

için; 

( ; )
Y X

L f x M f   
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eşitsizliğini sağlayan bir 0M   reel sayısı varsa L  operatörüne ( )D L  de sınırlı operatör 

denir. 

2.4.6. Tanım 

 inf : ( ; )
X Y Y X

L M L f x M f


   sayısına L  operatörünün normu denir. 

2.4.1. Teorem 

:L X Y  sınırlı lineer operatörü için  

0

( ; )
sup

X

Y
X Y

f X

L f x
L

f


    

dir. Buradan 

1
sup ( ; )

X
X Y Y

f
L L f x




   

gerçeklenir. 

2.4.7. Tanım 

 ,a b  aralığında tanımlı, reel değerli ve aralığın tüm noktalarında sürekli olan 

fonksiyonların oluşturduğu uzay  ,C a b  ile gösterilir. Bu uzay  

 , max ( )C a b a x b
f f x

 
  

şeklinde tanımlanan  ,
.

C a b
normu ile normlu bir uzaydır. 

2.4.2. Lemma 

   : , ,L C a b C a b  lineer pozitif operatör olsun. L  operatörü f nin  ,a b  aralığı 

dışındaki değerlerinden bağımsız ise, bu durumda 
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     , , ,(1; )C a b C a b C a bL L x


   

olur. 

2.4.2. Teorem (Bohman-Korovkin) 

( )nL  lineer pozitif operatörler dizisi ve  ,f C a b olmak üzere, 

lim 0,  0,1, 2n k kn
L e e k


  

  

olması için gerek ve yeter şart                                                                                       

lim 0nn
L f f


   

olmasıdır. Burada ( ) k
ke t t , 0,1,2k   dir[22]. 

2.5. İstatistiksel Yakınsaklık  

2.5.1. Tanım 

Herhangi bir X  kümesinin eleman sayısı, bu kümenin kardinalitesiyle belirlenir ve X  ile 

gösterilir. 

2.5.2. Tanım 

K   olmak üzere 

   1lim :
n

K k n k K
n




    

limiti mevcut ise bu limite K kümesinin yoğunluğu denir[23]. 

2.5.3. Tanım 

( )ka  pozitif tamsayıların bir dizisi ve  :kK a k   olmak üzere ( )K  mevcut ise 
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( ) lim
n

n

nK
a




   

olur[23]. 

Örnek 

( ) 1    

 2 : 0n n     

    12 : 2 1:
2

n n n n         

olur.  

( )A  veya ( \ )A   yoğunluklarından biri mevcut ise, bu durumda 

( \ ) 1 ( )A A     

dir[23]. 

2.5.4. Tanım 

 kx x  reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her 0 için,  

 1lim : 0kn
k n x L

n



     

olacak şekilde bir L sayısı varsa bu durumda x dizisi L sayısına istatistiksel yakınsaktır 

denir ve limst x L   ile gösterilir[24-27]. 

2.5.1. Teorem 

( )kx x  dizisinin bir L  sayısına istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter koşul 



14 
 

 : 1kn k    ve lim
knk

x L


  olacak şekilde en az bir ( )
knx  yakınsak alt dizisinin 

bulunmasıdır [28]. 

Örnek 

m  olmak üzere ( )kx x  dizisinin genel terimi, 

2

2

1,       
0,      k

k m
x

k m

  


  

şeklinde tanımlansın. 0  için 

   0 : : 0k kk n x k n x n         

olduğundan 

 10 lim : lim 0kn n

nk n x
n n


 

      

bulunur. Böylece limx 0st    olur. 

Örnek 

2

2

,       
0,          

k
k k m

x
k m

  


  

ise limx 0st    olur. 

Yakınsak her dizi istatistiksel yakınsaktır; fakat yukarıdaki örneklerden de görüleceği gibi 

tersi doğru değildir.   

2.6. A-İstatistiksel Yakınsaklık 

2.6.1. Tanım 

( )nkA a , ,  1,2,...n k   sonsuz bir matris ve ( )kx x  bir dizi olsun. Eğer her bir n için 
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1

: nk kn
k

Ax a x




 serisi yakınsak ise   :
n

Ax Ax  dönüşüm dizisi mevcuttur, denir. 

2.6.2. Tanım 

X  ve Y iki dizi uzayı olsun. Eğer her x X için Ax  mevcut ve Ax Y ise ( )nkA a

matrisi X uzayından Y uzayına bir matris dönüşümü tanımlar denir ve ( , )A X Y ile 

gösterilir. 

Eğer bir x  dizisi için Ax dönüşüm dizisi mevcut ve bir L  sayısına yakınsak yani

 lim nn
Ax L


  ise x  dizisi L  sayısına A-toplanabilirdir denir ve limA x L   şeklinde 

gösterilir. Toplamı ya da limiti koruyan matrislerin sınıfı  , ;X Y P  ile gösterilir. Eğer özel 

olarak X Y C  , C  yakınsak dizilerin uzayı olmak üzere,  ,A C C  ise A  matrisine 

konservatif matris denir. 

2.6.3. Tanım 

( )nkA a , ,  1,2,...n k   sonsuz bir matris olmak üzere bir ( )kx dizisi için lim kk
x L


  iken 

 lim nn
Ax L


  ise A  matrisine regüler matris denir. 

Bir ( )nkA a  matrisinin regüler olması, Silverman-Toeplitz koşulları olarak bilinen 

aşağıdaki teorem ile karakterize edilir. 

2.6.1. Teorem 

Bir ( )nkA a  matrisinin regüler olması için gerek ve yeter koşul  

(i) 
1

sup nk
n k

A a




     

(ii) Her sabit k  için lim 0nkn
a
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 (iii) 
1

lim 1nkn k
a






   

koşullarının gerçeklenmesidir[29-30]. 

Örnek 

, 1,2,...n k   için 

1 ,       1

0,           
nk

k n
c n

k n

   
 

  

olmak üzere Cesâro matrisi olarak bilinen 1 ( )nkC c  matrisi regülerdir. 

2.6.4. Tanım 

( )nkA a  negatif olmayan regüler bir matris olsun. Ayrıca K    olmak üzere Kx , K  

kümesinin karakteristik fonksiyonunu göstersin. Eğer 

 ( ) : lim limA K nknn n k K
K A ax

 


      

limiti mevcut ise ( )A K  sayısına K  kümesinin A  yoğunluğu denir[31]. 

( )A K  veya ( \ )A K   yoğunluklarından herhangi biri mevcut ise 

( \ ) 1 ( )A AK K    

olur. Ayrıca K  sonlu elemanlı ise ( ) 0A K  dır. 

Örnek 

n  olmak üzere 

2

2

1,         
0,        nk

k n
a

k n
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şeklinde tanımlanan ( )nkA a matrisini göz önüne alalım. Bu durumda 

 2
1 :K k n n   için 1( ) 0A K   dır. Dolayısıyla  2

2 :K k n n   olmak üzere 

2( ) 1A K   olur. 

2.6.2. Teorem 

1K  ve 2K  iki küme olmak üzere 1 2K K  ise 1 2( ) ( )A AK K  dir. 

2.6.5. Tanım 

( )kx x  reel terimli bir dizi olsun. Eğer her 0  için 

 : ( ) : kK K k x L      

olmak üzere  

1 :

( ) lim lim 0
k

A nk K nkn nk k x L

K a ax





 
  

     

olacak biçimde bir L sayısı varsa  kx x dizisi L sayısına A-istatistiksel yakınsaktır denir 

ve limAst x L  ile gösterilir[28], [32], [33]. 

Açıkça görülüyor ki A-istatistiksel yakınsaklık tanımında A matrisi yerine 1C Cesâro 

matrisi alınırsa istatistiksel yakınsaklık, A matrisi yerine I birim matrisi alınırsa klasik 

anlamda yakınsaklık elde edilir. 

2.6.3. Teorem 

limAst x L   olması için gerek ve yeter koşul  : 1A kn k    ve lim
knk

x L


  olacak 

şekilde en az bir ( )
knx alt dizisinin bulunmasıdır[32]. 

 



18 
 
Örnek 

n  olmak üzere 

2

2

1,         
0,        nk

k n
a

k n

  


 

şeklinde tanımlanan ( )nkA a negatif olmayan regüler matrisi verilsin. 

( )kx x  dizisi 

2

2

1 ,         
5
1,          

k

k n
x

k n

  
 

 

şeklinde tanımlansın. 0  için 

1:
5kK k x 

 
    
 

  

için 

 ( ) lim 0A K nn
K Ax


   

olduğundan 1lim
5Ast x   olur. 

2.7. Ağırlıklı Uzay 

 , reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer  ,  de sürekli, lim ( )
x

x


  ve her x  için 

( ) 1x  özelliklerini sağlıyor ise ağırlık fonksiyonu adını alır. Sonraki bölümlerde aksi 

söylenmediği sürece 2( ) ( ) 1x x x 
     , 0  , x   alınacaktır. 

Tüm reel eksende tanımlı ve ( ) ( )ff x M x  koşulunu sağlayan fonksiyonlar uzayı  

( )B   ile gösterilir. Burada fM , f fonksiyonuna bağlı bir sabittir. ( )B  uzayındaki 

sürekli fonksiyonların uzayı da ( )C   ile gösterilir. Yani, 



19 
 

 ( ) : ,   ( ) ( )fB f x için f x M x          

 ( ) ( ) : ,   C f B f de sürekli      

olup bu uzaylar 
( )

sup
( )x

f x
f

x 



 normu ile birer Banach uzayıdır. Burada ( )B  , ( )C 

uzaylarına ağırlıklı uzaylar denir. 

Ayrıca  

* ( )
( ) ( ) : lim

( )x

f x
C f C

x  

 
    
 

   

dir. 

Eğer   ağırlık fonksiyonu, ( ) 1 ,  ( 0)mx x m     şeklinde ise *( ), ( ), ( )B C C      

uzayları sırasıyla *( ), ( ), ( )m m mB C C     ile gösterilecektir. Bu uzaylar  . :  . m 


normu ile donatılmıştır[18]. 

2.7.1. Teorem 

n   için 
1 1

:nL C B  olmak üzere ( )nL  operatör dizisi için 
11 1

1n nC BL L
  




  

dir[34]. 

2.8. Ağırlıklı Süreklilik Modülü 

n olmak üzere ( )B
   ağırlıklı uzayında süreklilik modülü  

2
0

0

( ) ( )
( ; ) : sup ,  0,  0

1 ( )x
h

f x h f x
f

x h 



  

 

 
   

 
                                                          (2.10)                     

şeklinde tanımlanır. Burada her bir ( )f B
    için ( ;.)f


  iyi tanımlı ve                                    

( ; ) 2 ,  0,  ( ),  0f f f B
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dır[35]. 

2.8.1. Lemma  

( )f B
   olsun. ( ;.)f


  aşağıdaki özellikleri sağlar [35]. 

1. ( ; ) ( 1) ( ; ),  0,  0f f
                                                                          (2.11) 

2. ( ; ) ( ; ),  0,  f n n f n
          

3.
0

lim ( ; ) 0f
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3. q-BASKAKOV-KANTOROVICH OPERATÖRLERİNİN      

    İSTATİSTİKSEL YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde q-Baskakov ve q-Baskakov-Kantorovich operatörlerinin tanımları verilecektir. 

Bu operatörlerin istatistiksel yaklaşım özellikleri incelenecektir. 

3.1. q-Baskakov Operatörleri 

Baskakov operatörlerinin bir q-analoğu 2009 yılında Aral ve Gupta tarafından çalışılmıştır. 

Bu çalışmada    (0,1),  0, ,  : 0, ,  q f C x n        olmak üzere, q -Baskakov 

operatörleri 

 
 , , 1

0
( ; ) ( ; ) q

n q n k k
k q

k
V f x b q x f

q n






 
 
 
 


                                                                               

(3.1)          

şeklinde tanımlanmıştır. Burada 

( 1)
2

,

1
( ; ) :

     (1 )

k k k

n k n k
qq

n k xb q x q
k x





  
    

 

dır[36]. 

3.1.1. Uyarı 

n için ,n qV operatörünün pozitif ve lineer olduğu açıktır. Ayrıca 1q  olduğunda Eş 3.1 

de verilen operatörler klasik Baskakov operatörlerine indirgenir[37]. 

3.1.1. Lemma 

Her n , x   ve (0,1)q için 

, 0( ; ) 1n qV e x                                                                                                                       (3.2)                               

, 1( ; )n qV e x x                                                                                                                     (3.3)                           
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2
, 2

1 1( ; ) q
n q

q q

n
V e x x x

q n n


 

                                                                                         
(3.4)                          

olur. Burada ( ) ,  0,1, 2i
ie x x i   dır[17]. 

İspat 

n için ( ) : (1 ) ,  n n
qg x q x x

    olsun. Eş. 2.4, Eş. 2.5, Eş. 2.6, Eş. 2.7  kullanılarak  

       0( ) ( 1) 1 ... 1 (1 ) , : 0k k n k n k
q qq q q

D g x n n n k q x k            elde edilir. 

Teorem 2.2.1 den ( ) : (1 )n n
qg t q t    fonksiyonunun x noktası civarındaki q-taylor açılımı 

 
 
 0

1 !( )
(1 ) ( 1) (1 )

! 1 !

k
q qn n k n k n k

q q
k q q

n kt x
q t q x

k n


   



 
   


                 

                                  (3.5)            

olur. Eş. 3.5 de 0t  alalım.  

 
 
 0

1 !( )
(1 0) ( 1) (1 )

! 1 !

k
q qn k n k n k

q q
k q q

n kx
q x

k n


   



 
   

                                                         (3.6)                  

bulunur. 

Eş. 2.7 den  

 
1(1 0) 1
1

n
q n

q

    

ve Eş. 2.1 den de 

( 1)1
2 1 2

0

( ) (0 ( ) ) ( )( )( )...( ) ( )
k kk

k s k k
q

s

x x q x xq xq xq x q






            

olup bu ifadeler Eş. 3.6 da yerlerine yazıldıklarında 
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( 1)
2

0

1 !
1

! 1 ! (1 )

k k k
q

n k
k qq q

n k xq
k n x






 


   

   

( 1)
2

0

1
     (1 )

k k k

n k
k qq

n k xq
k x






  
    
  

    
,

0
( ; )n k

k
b q x





  

bulunur. Böylece 

, 0 ,
0

( ; ) ( ; ) 1n q n k
k

V e x b q x




   

elde edilir. Benzer şekilde Eş. 3.1 ve Eş. 3.2 den 

 
 , 1 , 1

0
( ; ) ( ; ) q

n q n k k
k q

k
V e x b q x

n q






  

                

 
 

( 1)
2

1
1

1
     (1 )

k k k
q

n k k
k qq q

kn k xq
k x n q



 


  
    
  

               

 
 

( 1)( 2)
2

1

1
     (1 )

k k k
q

n k
k qq q

kn k xq
k x n

 




  
    
  

               

 
 

( 1)
2

1
0

1
1 (1 )

k k k
q

n k
k qq q

kn k xx q
k x n



 


 
    
  

               

 
   

 
 

( 1)
2

1
0

! 1

1 ! 1 ! (1 )

k k k
q q

n k
k qq q q

n k kxx q
k n x n



 


 


    

               

 
   

( 1)
2

1
0

!

! ! (1 )

k k k
q

n k
k qq q

n k xx q
k n x



 





  

               

( 1)
2

1
0    (1 )

k k k

n k
k qq

n k xx q
k x
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1,

0
( ; )n k

k
x b q x






 
 

                 1, 0( ; )n qxV e x  

                 x  

bulunur. 

Eş. 3.1 den 

 
 

2

, 2 , 1
0

( ; ) ( ; ) q
n q n k k

k q

k
V e x b q x

q n






 
 
 
 

  

                

 
 

2
( 1)

2
1

0

1
     (1 )

k k k
q

n k k
k qq q

kn k xq
k x q n



 


   
        

  

olur. Burada     11 k
q q

k k q     eşitliği kullanılırsa 

   
 

( 2)( 3)
2

, 2 2
2

11
( ; )

     (1 )

k k k
q q

n q n k
k qq q

k kn k xV e x q
k x q n

 




  
    
  

              

    
    

 
 

( 1)
2

21
1

1
     (1 )

k k k
q

n k k
k qq q

kn k xq
k x q n



 


  
    
  

                
   

 

( 1)
2 2

22
0

2 12 1
     2 (1 )

k k k
q q

n k
k qq q

k kn k xx q
k x q n



 


    
    

  

                       
 
 , 21

1
( ; ) q

n k k
k q

k
b q x

q n






  

                
 
   

   
 

( 1)
2 2

22
0

2 1 ! 2 1

2 ! 1 ! (1 )

k k k
q q q

n k
k qq q q

n k k kxx q
k n x q n
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 , 1

1

1 ( ; ) q
n k k

kq q

k
b q x

n q n






 
 

               

 
   

2
2, , 1

0

1 1( ; ) ( ; )q
n k n q

kq q

n
x b q x V e x

q n n







 

 

               

 
   

2
2, 0 , 1

1 1( ; ) ( ; )q
n q n q

q q

n
x V e x V e x

q n n


   

bulunur. Eş 3.2 ve Eş. 3.3 den 

 
   

2
, 2

1 1( ; ) q
n q

q q

n
V e x x x

q n n


   

olur. 

3.2. q-Baskakov-Kantorovich Operatörleri 

(0,1),  ,  q x n     olmak üzere q-integrale bağlı olarak q-Baskakov operatörlerinin 

Kantorovich tipli genellemesi 

 
   

   1 /
1

, ,
0 /

( ; ) ( ; ) ( )
q q

q q

k n
k

n q n k qq
k q k n

K f x n b q x f q t d t



 



  
                   

                                          (3.7) 

şeklinde tanımlanır. 

q 1 alındığında q-Baskakov-Kantorovich operatörleri, Abel ve Gupta tarafından çalışılan  

( 1)/

0 /

1
( ; ) ( )

     (1 )

k nk

n n k
k k n

n k xV f x n f t dt
k x






  
    
   

operatörüne dönüşür[38]. 
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3.2.1. Uyarı 

Aşağıdaki eşitlikler q-integral tanımından kolaylıkla bulunur. 

   

   

 

1 /

/

1q q

q q

k n

q
q k n q

d t
n



                                                                                                               (3.8) 

   

       
   

1 /

2
/

2

2

q q

q q

k n k
q q

q
q k n q q

k q
td t

n

 
                                                                                               (3.9) 

   

            
   

2 21 /
2

3
/

3 1 2

3

q q

q q

k kk n
q q q q

q
q k n q q

k q k q
t d t

n

   


                                                      

      (3.10) 

3.2.1. Lemma 

Her ,  ,  0 1n x q      olmak üzere 

, 0( ; ) 1n qK e x                                                                                                                   (3.11) 

   , 1( ; )
2n q

q q

qK e x x
n

 
                                                                                                

(3.12) 

 
 

    
       

2
2

, 2 2

1 2 31
( ; )

3 3
q qq

n q
q q q q q

qn qK e x x x
q n n n

 
                                                   (3.13) 

İspat 

 
   

   1 /

, 0 ,
0 /

( ; ) ( ; )
q q

q q

k n

n q n k qq
k q k n

K e x n b q x d t






    

olmak üzere Eş. 3.2 ve Eş. 3.8 den 

   , 0 ,
0

1( ; ) ( ; )n q n kq
kq

K e x n b q x
n
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                  , 0( ; )n qV e x  

                  1  

olur. 

Eş. 3.2, Eş.3.3 ve Eş. 3.9 kullanılarak 

 
   

   1 /
1

, 1 ,
0 /

( ; ) ( ; )
q q

q q

k n
k

n q n k qq
k q k n

K e x n b q x q td t



 



    

                

 
   
   

1
, 2

0

2
( ; )

2

k
q qk

n kq
k q q

k q
n b q x q

n


 



 
 
 
 

  

               

 
     , ,1

0 0
( ; ) ( ; )

2
q

n k n kk
k kq q q

k qb q x b q x
q n n

 


 

    

                  , 1 , 0( ; ) ( ; )
2n q n q

q q

qV e x V e x
n

   

                  2 q q

qx
n

   

bulunur. 

 
   

   1 /
2 2 2

, 2 ,
0 /

( ; ) ( ; )
q q

q q

k n
k

n q n k qq
k q k n

K e x n b q x q t d t



 



    

olup, Eş. 3.10 dan 

 
        

   

2 2

2 2
, 2 , 3

0

3 1 2
( ; ) ( ; )

3

k k
q q q qk

n q n kq
k q q

k q k q
K e x n b q x q

n


 



   
 
 
 

  

                 

 
 

  
   

 
     

2
2

, , ,2 212 2
0 0 0

1 2
( ; ) ( ; ) ( ; )

3 3
qq q

n k n k n kkk
k k kq q qq q q

qk k qb q x b q x b q x
n q nq n n
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2

, 2 , 1 , 02

1 2
( ; ) ( ; ) ( ; )

3 3
q

n q n q n q
q q q q

q qV e x V e x V e x
n n


    

bulunur. Burada Eş. 3.2, Eş. 3.3 ve Eş. 3.4 kullanıldığında 

 
   

  
       

2
2

, 2 2

1 21 1( ; )
3 3

qq
n q

q q q q q q

qn qK e x x x x
q n n n n


     

                 

 
 

    
       

2
2

2

1 2 31
3 3

q qq

q q q q q

qn qx x
q n n n

 
    

elde edilir. 

3.2.2. Uyarı 

Lemma 3.2.1 de q 1 alınırsa Baskakov-Kantorovich operatörlerinin aşağıdaki momentleri 

elde edilir[38]. 

0( ; ) 1nK e x  ,  

1
1( ; )
2nK e x x

n
  , 

2
2 2

(2 ) 1( ; )
3n

x xK e x x
n n


   . 

Eş. 3.12 ve Eş. 3.13 incelendiğinde  ,n qK  operatörler dizisinin Bohman-Korovkin 

teoreminin koşullarını sağlamadığı açıktır. 

3.2.1. Teorem 

( ),nq n   için (0,1)nq   ve lim 1nn
q


  olacak şekilde bir dizi ve ,( )

nn qK , Eş. 3.7 ile 

verilen operatörler dizisi olsun. Herhangi kompakt bir J   kümesinde her azalmayan

 f C   için ,lim ( ; ) ( )
nn qn

K f x f x


 , (düzgün) [17]. 
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İspat 

Lemma 3.2.1 de hipotezde verilen q, ( )nq  dizisi ile değiştirildiğinde  Bohman-Korovkin 

teoreminden elde edilir. 

3.3. q-Baskakov-Kantorovich Operatörlerinin Ağırlıklı İstatistiksel Yaklaşım    

       Özellikleri 

A-istatistiksel yakınsaklığı kullanarak Duman ve Orhan aşağıdaki Bohman-Korovkin tipli 

teoremi ispatladılar[39]. Soyut uzaylar için genel yaklaşım [16] da verilmiştir. Bu teoremi 

vermeden önce teoremin ispatında kullanılacak olan Lemma aşağıda verilecektir. 

3.3.1. Lemma 

 nkA a  negatif olmayan regüler bir matris olsun.  nL , 
1
( )C  den

2
( )B


 ye giden 

pozitif lineer operatörlerin bir dizisi, 1 ve 2 , 1

2

( )lim 0
( )x

x
x





 
koşulunu sağlayan iki ağırlık 

fonksiyonu ve de  
1 1

: 1A n C B
n L M

 



    olacak şekilde bir 0M   olsun. Bu 

durumda  herhangi s  ve her 
1

f C için  

1
1

lim sup sup ( ; ) ( ) 0A nn f x s
st L f x f x

  
  

 
ise 

2
lim 0A nn

st L f f


   [39]. 

3.3.1. Teorem 

 nkA a  negatif olmayan regüler bir matris olsun.  nL , 
1
( )C  den

2
( )B


 ye giden 

pozitif lineer operatörlerin bir dizisi ve  1

2

( )lim 0
( )x

x
x




  olsun. Her
1
( )f C  için 

2 1
lim 0 lim 0, 0,1,2A n A n v vn n

st L f f st L F F v
 

        . 

Burada 1
2

( )( ) ,  0,1,2
1

x xF x
x






 


[39]. 
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İspat 

1
f C  için 

2
lim 0A nn

st L f f


  
 
olsun. =0,1,2  için 

1vF C olduğundan açıktır ki           

 =0,1,2  için 
1

lim 0A nn
st L F F  

    olur. 

Yeterliliği ispatlamak için öncelikle 

 
1 1

: 1A n C B
n L M

 



  

                                   
                                                    (3.14) 

eşitliğinin bir 0M   için sağlandığını göstermeliyiz.  

Kabülden 0,1,2  için bir K   vardır   ( ) 1A K   ve 
1

lim 0n v vn K
L F F




  , yani 

0   için  ( )N   vardır  her ( )n N   ve her n K için 
1

n v vL F F


  . 

Böylece bir 0M  vardır  her n K  için 
1

n v vL F F M
  . 

Kabul edelim ki 0 1 2:K K K K   olsun. Bu durumda ( ) 1A K  dir. 

n K   için Teorem 2.7.1. den 

11 1
1n nC B

L L
  




  

                11 1 1nL


      

                1 11 1 1nL
 

    
  

                11 1 1nL


   
                                                                                            (3.15)        

elde edilir. Diğer yandan 

2 2

1 1 1 12 2

1 1( ( ); ) ( ) ( ); ( )
1 1n n

t xL t x x L t x x
t x
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2 2

1 1 1 12 2 2 2

1 1( ); ( ) ( ); ( )
1 1 1 1n n

t xL t x x L t x x
t x t x
   

                       

                             
     2 2 0 0; ( ) ; ( )n nL F x F x L F x F x   

 

                              
   2 2 0 0; ( ) ; ( )      n nL F x F x L F x F x                                                (3.16)

 

yazabiliriz. Böylece Eş. 3.16, Eş. 3.15 de kullanılırsa 

11 1
1 1 1n nC BL L

  
 


  

 

                 1 12 2 0 0 1n nL F F L F F
 

    
     

                 2 0 1M M M   
                                                              

bulunur. 

Buradan  
1 1

: n C B
K n L M

 
  yazabiliriz. Böylece Eş. 3.14 sağlanır. Şimdi  

1
1

lim sup sup ( ; ) ( ) 0A nn f x s
st L f x f x

  
    olduğu  gösterilecektir. 

 2 2 2
0 0 0 0( ) ( ); ( ( ); ) 2 ( ( ); ) ( ( ); )n n n nL t x F t x L t F t x xL tF t x x L F t x     

                                2
2 1 0( ( ); ) 2 ( ( ); ) ( ( ); )n n nL F t x xL F t x x L F t x    

                                          
2

2 2 1 1 12( ( ); ) ( ) ( ) 2 ( ( ); ) ( )
1n n

xL F t x F x x x L F t x F x
x

    


 

                                                  
2 2

2
1 0 0 12 2

2 ( ) ( ( ); ) ( ) ( )
1 1n

x xx x L F t x F x x
x x

    
 

 

                               2
2 2 1 1 0 0( ( ); ) ( ) 2 ( ( ); ) ( ) ( ( ); ) ( )n n nL F t x F x x L F t x F x x L F t x F x       

olup, böylece herhangi s  ve n K için  
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 2
0: sup ( ) ( );n n

x s
u L t x F t x


                                                                                             (3.17)                           

      
1 1 1

2 2 1 1 0 0n n nB L F F L F F L F F
  

       

yazabiliriz. Burada 

2
1 1 1: max sup ( ),  2sup ( ),  sup ( )

x s x s x s
B x x x x x  

  

 
  

 
 

dir. 

Şimdi 
1

f C ve x s olsun. Bu durumda f ,  de sürekli olup 0  için 0 

vardır  t x   olacak şekildeki her t, x için ( ) ( )f t f x   olur. 

t x    iken 

( ) ( )f t f x ( ) ( )f t f x   

                  1 1( ) ( )f fM t M x    

                  1 12 ( ) ( )fM x t   

                  
2

1 02 ( ) ( )(1 )fM x F t t   

                 
  2

1 02 ( ) ( ) 1 ( )fM x F t t x x     

                  2 2
1 02 ( ) ( ) 1 ( ) 2( )fM x F t t x t x x x       

                  2 2
1 02 ( ) ( ) 1 ( ) 2fM x F t t x t x x x       

                  2 2 2 2
1 02 ( ) ( ) 1 ( ) ( )fM x F t t x t x x x        

                  2 2
1 02 ( ) ( ) 2 2 2( )fM x F t x t x     

                  2 2
1 04 ( ) ( ) 1 ( )fM x F t x t x     
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2
2

1 0 2

14 ( ) ( )( ) 1
( )f

xM x F t t x
t x


 

    
 

                 1

2
( ) 0( ) ( )xK t x F t   

yazabiliriz. Burada 
1

2

( ) 1 2

1: 4 ( ) 1x f
xK M x 


 

  
 

 

dir. 

Böylece t   ve x s  için 

1

2
( ) 0( ) ( ) ( ) ( )xf t f x K t x F t                                                                                  (3.18)           

olup bu eşitsizlikten 

( ( ); ) ( ) ( ( ) ( ); ) ( ) (1; ) ( )n n nL f t x f x L f t f x x f x L x f x      

                               ( ( ) ( ); ) ( ) (1; ) 1n nL f t f x x f x L x     

                                ( ) ( ) ; ( ) (1; ) 1n nL f t f x x f x L x     

                               
1

2
( ) 0(1; ) ( ) ( ); ( ) (1; ) 1n x n nL x K L t x F t x f x L x      

elde edilir. Buradan herhangi s için  

1
1

: sup sup ( ( ); ) ( )n n
f x s

v L f t x f x
  

 
 

       
 

1

2
1 2 0 3(1; ) sup ( ) ( ); sup (1; ) 1n n n

x s x s
C L x C L t x F t x C L x




 
    

                          
(3.19)

 

olur. Burada 

11 1 2 ( ) 3: sup ( ),  : sup ,  : sup ( ) .x
x s x s x s

C x C K C f x
  

  
 

Pozitif lineer operatörlerin monotonluğundan ve Teorem 2.7.1 den 
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1 1 1 1
11n n n C BL L L

  



 

 

olup Eş. 3.19 dan  

n K  için 

1 2 3 sup (1; ) 1n n n
x s

v MC C u C L x


                                                                                (3.20) 

elde edilir. 

 Ayrıca 

0 0 0 0 0( ) (1; ) 1 ( ( ); ) ( ) ( ( ) ( ); )n n nF x L x L F t x F x L F t F x x      

                              0 0 0 0( ( ); ) ( ) ( ) ( ) ;n nL F t x F x L F t F x x     

bulunur. Bu durumda
10F C olduğundan  Eş. 3.18 den 

 1

2
0 0 0

0

1(1; ) 1 ( ( ); ) ( ) (1; ) ( ) (( ) ( ); )
( )n n n nL x L F t x F x L x K x L t x F t x

F x        

olup herhangi s ve her n K için 

 
1

4 0 0 2sup (1; ) 1n n n
x s

L x C L F F M C u





                                                                (3.21)                   

elde edilir. Burada 1
4

0

( ): sup .
( )x s

xC
F x



  

 Eş. 3.17, Eş. 3.20 ve Eş. 3.21 den her n K  için  

 
1 1 1

0 0 1 1 2 2n n n nv C C L F F L F F L F F
  

      
                                               

(3.22) 

Burada  1 3 4 2 3 4 2 3 4: max ( ),C M C C C BC C C BC C C    . 

Şimdi verilen bir 0r   için C r   olacak şekilde >0  seçilsin. 
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1 1 1
0 0 1 1 2 2: : n n n

r CD n K L F F L F F L F F
C  

         
 

 

1
0 0 0: : n

r CD n K L F F
C

     
 

 

1
1 1 1: : n

r CD n K L F F
C

     
 

 

1
2 2 2: : n

r CD n K L F F
C

     
 

 

olmak üzere 0 1 2D D D D   dir. Böylece Eş. 3.22 den 

0 1 2: n

jn jn jn jn jn
n K v r n D n D n D n D

a a a a a
     

         

olup, 
1

lim 0,  =0,1,2A n v vn
st L F F


    olduğundan 

1
1

lim sup sup ( ; ) ( ) 0A nn f x s
st L f x f x

  
    bulunur. Böylece Lemma 3.3.1 den 

1
f C  için 

2
lim 0A nn

st L f f


   . 

3.3.2. Teorem 

( ),nq n   için (0,1),  lim 1      n nn
q st q                                                                             (3.23)

                                                                            
olacak şekilde bir dizi olsun. Azalmayan her

0
( )f C   için

,lim ( ;.) 0,   0
nn qn

st K f f


    [17]. 

İspat 

Ağırlıklı uzaydaki norm tanımından 

0

, 0 0
, 0 0

0

( ; ) ( )
sup

( )
n

n

n q
n q

x

K e x e x
K e e

x 
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olup, Eş. 3.11 den 

0
, 0 0lim 0

nn qn
st K e e


    

bulunur. 

0

, 1 1
, 1 1

0

( ; ) ( )
sup

( )
n

n

n q
n q

x

K e x e x
K e e

x 


 


 

olup, Eş. 3.12 den 

     0

, 1 1
02

( ; ) ( ) 1
1 2

n

n n n

n q n

q q q

K e x e x qe
x n n


 


 

elde edilir. Ayrıca lim 1nn
st q  olduğundan 

 
1lim 0

n

n
q

st
n

  dır.  Bu durumda  

0
, 1 1lim 0

nn qn
st K e e


  

 

olur. 

0

, 2 2
, 2 2

0

( ; ) ( )
sup

( )
n

n

n q
n q

x

K e x e x
K e e

x 


 


 

olup, Eş. 3.13 den

 
 

    
       0 0 0

2
, 2 2

2 1 0 22

1 2 31( ; ) ( )
1

1 3 3
n nn n

n n n n n

n q qn q q n

n q q q q q

qnK e x e x qe e e
x q n n n  

          
 

 

                                
         2 2
1 2 1 1 2 1

2
n n nn n

n nq q qq q
q n n q nn n

      

olup, eşitsizliğin sağ tarafı n   için istatistiksel olarak sıfıra yakınsadığından 

0
, 2 2lim 0

nn qn
st K e e
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bulunur. Böylece Teorem 3.3.1 de 2 2
1 1 2,  ( ) 1 ,  ( ) 1A C x x x x         ve x   

alınarak ispat tamamlanır. 

3.4. q-Baskakov-Kantorovich Operatörlerinin Yakınsama Hızı 

Bu kısımda ( )B
   ağırlıklı uzayında Eş. 2.10 ile tanımlı süreklilik modülü kullanılarak, 

sınırsız fonksiyonlar için, , ( )n qK f operatörünün f ye yakınsama hızı hesaplanacaktır. 

3.4.1. Teorem 

(0,1)q ve 0   olsun. Azalmayan her ( )f B
    için  

2 2
, , , ,

1( ; ) ( ) ( ; ) 1 ( ; ) ( ; )n q n q x n q xK f x f x K x K x f
   


     
 

, 0,  0,  .x n     

Burada  2
, ( ) : 1 ,  ( ) : ,  0x xt x t x t t x t



 


        [17]. 

İspat 

n  ve ( )f B
   olsun. Eş. 2.10 ve Eş 2.11 den 

0,  0t x   olmak üzere  

  2 1(t) ( ) 1 1 ( ; )f f x x t x t x f



 


          

                                                
(3.24) 

                    
,

1( ) 1 ( ) ( ; )x xt t f
   


    
 

                                                                 (3.25) 

elde edilir. Ayrıca q-integral tanımından 

      

   

   1 / 1 / /
1 1 1

/ 0 0

( ) ( ) ( )
q q q q q q

q q

k n k n q k n
k k k

q q q
q k n

f q t d t f q t d t f q t d t
 

          

olup, değişken değiştirme ile 
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   1

2

1 / 1 /

1 1

/ /

( ) ( )

k
q q q q

k
q q q q

k n k q n

k k
q q

q k n k q n

f q t d t q f t d t





 

   
                                  

                                  (3.26) 

bulunur. Bu durumda Eş. 3.7 ve Eş. 3.26 dan 

 
   

   1

2

1 /

1
, ,

0 /

( ; ) ( ; ) ( )

k
q q

k
q q

k q n

k
n q n k qq

k k q n

K f x n b q x q f t d t












    

olup 

 
   

   1

2

1 /

1
, ,

0 /

( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( )

k
q q

k
q q

k q n

k
n q n k qq

k k q n

K f x f x n b q x q f t f x d t












     

yazılabilir. Eşitsizliğin sağ tarafına Eş. 3.25 uygulanırsa 

 
   

   1

2

1 /

1
, , ,

0 /

1( ; ) ( ) ( ; ) ( ) 1 ( ) ( ; )

k
q q

k
q q

k q n

k
n q n k x x qq

k k q n

K f x f x n b q x q t t f d t
   














     
 

   

                           
, , , ,

1( ; ) ( ; ) ( ; )n q x n q x xK x K x f
     


    
 

 

bulunur. Eşitsizliğin sağ tarafına q-integral için Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulandığında 

2 2
, , , ,

1( ; ) ( ) ( ; ) 1 ( ; ) ( ; )n q n q x n q xK f x f x K x K x f
   


     
 

 

elde edilir. 

3.4.1. Lemma 

m ve (0,1)q için , ,( ; ) (1 ),  ,  m
n q m m qK e x A x x n      

eşitsizliği sağlanır. Burada ,m qA , m ve q ya bağlı bir pozitif sabittir[17]. 
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İspat 

   2,  0 1,  1 1 ... 1k
q q

k q k q q q q k            olmak üzere 

   1 1 1
q q

k q k     

                   1
q

k   

                     q q
k k   

                  2
q

k  

olup 

   1 1 2
q q

k k                                                                                                              (3.27)                     

bulunur. m olmak üzere Eş. 3.1 den 

 
 , ,

0
( ; ) ( ; )

m

q
n q m n k mmk m

k q

k
V e x b q x

q n






  

                

 
 

( 1)
2

( 1)
1

1
     (1 )

mk k k
q

mn k m k
k qq q

kn k xq
k x q n



 


  
    


 

               
 

 

( 1)
2

1
0

1
1 (1 )

mk k k
q
mn k mk

k qq q

kn k xx q
k x q n



 


 
    
  

               

 
   

 
 

( 1)
2

1 ( 1)
0

! 1

1 ! 1 ! (1 )

mk k k
q q

mn k m k
k qq q q

n k kxx q
k n x q n



  


 


    

              

 
   

 
 

1( 1)
2

11 ( 1)
0

! 1

! ! (1 )

mk k k
q q

mn k m k
k qq q q

n k kxx q
k n x q n
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1( 1)
2

11 ( 1)
0

11 1
        (1 )

mk k k
q

mn k m k
k qq q

kn k xx q
k x q n




  


   
    
  

              

 
 

 
 

1 1( 1)
2

1 11 ( 1)
0

1 11 1
        (1 ) 1

m mk k k
q q

m mn k m k
k qqq q

n kn k xx q
k xn q n

 


   


    
     

  

elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafına Eş. 3.27 uygulanırsa 

 
 

 
 

1 11( 1)
2

, 1 11 ( 1)
0

1 21 1
( , )

        (1 ) 1

m mmk k k
q q

n q m m mn k m k
k qqq q

n kn k xV e x x q
k xn q n

 

   


    
     

  

                

 
 

 
 

1 11

1,1 1( 1)( 1)
0

1 2 ( ; )
1

m mm
q q

n km mm k
kq q

n k
x b q x

qn q n

  

  


  
  

 
  

                
 

1 1

1, 1
21 ( ; )

m mn

n q m
q

qx V e x
n q

 

 

   
        

 

olup 

 

1 1

, 1, 1
2( ; ) 1 ( ; )

m mn

n q m n q m
q

qV e x x V e x
n q

 

 

   
        

                                                            (3.28)                       

 elde edilir. 

,  ,  m x n      olmak üzere, Eş. 3.28 ve tümevarım yöntemi ile  

 

( 1) ( 1)
2 2

,
2( ; ) 1

m m m m
n

m
n q m

q

qV e x x
n q

 
   
        

                                                                       (3.29) 

bulunur. Eş. 3.29 dan 

, ,( ; ) (1 )m
n q m m qV e x B x                                                                                                   (3.30) 
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elde edilir. Burada
( 1)

( 1) 2
2

,
2: 2

m m
m m

m qB
q


  

  
 

. 

Ayrıca 

 
   

   1 /
1

, ,
0 /

( ; ) ( ; ) ( )
q q

qq

k n
k m

n q m n k qq
k q k n

K e x n b q x q t d t



 



    

                 
  

   

   1 /

,
0 /

( ; )
q q

qq

k n
mk m m

n k qq
k q k n

n b q x q t d t



 



                                                            (3.31) 

olur. q-integral tanımından 

   

           1 / 1 / /

/ 0 0

qq q q q q

qq

k n k n q k n
m m m

q q q
q k n

t d t t d t t d t
 

     

                     

 
 

 
 

 
 

 
 0 0

1 1
(1 ) (1 )

m m

q q q qj j j j

j jq q q q

k k q k q k
q q q q q q

n n n n

 

 

    
      
   
   

   

                     

 
 

 
 

1 11
( 1) ( 1)

1 1
0 0

1
(1 ) (1 )

m mm
q qm j m j

m m
j jq q

k q k
q q q q

n n

  
 

 
 


      

                      

 
 

 
 

1 11

1 11 1

1 1 1(1 ) (1 )
1 1

m mm
q q

m mm m

q q

k q k
q q

q qn n

 

  


   

 
 

                      

 
   

 
   

1 11

1 1

1

1 1

m mm
q q

m m

q q q q

k q k

n m n m

 

 


 

 
                                                              (3.32)                                     

Eş. 3.32, Eş. 3.31 de yerine yazılırsa 

   , ,0( ; ) ( ; )
1

m

n q m nm

q q

qK e x b q x
n m
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    1 11
, 1

1
( ; ) 1

1

mk m
m mm

n k mq q q
k q q

qn b q x k q k
n m

 
 




  


                            (3.33) 

elde edilir. Ayrıca 

            1 1 111 1 1 ...m m m m mm m
q q q q q q

k q k k q k k q k           

                                    ( 1) 1 m

q
m k    

olduğundan  Eş. 3.27 den 

     1 111 2 ( 1)m m mm m
q q q

k q k m k                                                                                (3.34) 

bulunur. Eş. 3.34, Eş 3.33 de kullanılırsa 

   
 

   
 , ,0 , 1

1
( ; ) ( ; ) ( ; ) 2 ( 1)

1 1

m mk m
mm

n q m n n km mq q
kq q q q

q qK e x b q x n b q x m k
n m n m

 




  
 

  

                      
 

 ,0 , ( 1)
1

2 ( 1)( ; ) ( ; )
11

m
m m

q
n n km m m k

kqq q q

kq mb q x b q x
mn m n q







 


  

                      ,0 ,
2 ( 1)( ; ) ( ; )

11

m m

n n q mm
qq q

q mb q x V e x
mn m


 


 

olur. Böylece Eş. 3.30 dan 

     , ,0 ,
2 ( 1)( ; ) ( ; ) (1 )

11

m m
m

n q m n m qm
qq q

q mK e x b q x B x
mn m


  


 

                  
  ,

2 ( 1)1 (1 )
1

m
m

m q
q

m B x
m

    
    

                  , (1 )m
m qA x   
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elde edilir. Burada 
 , ,

2 ( 1): 1
1

m

m q m q
q

mA B
m


 


. 

3.4.1. Uyarı 

Herhangi bir lineer pozitif operatör monoton olduğundan Lemma 3.4.1, her

0( ),  f B


    için , ( ;.) ( )n qK f B
    olduğunu gösterir. 

3.4.2. Teorem 

( )nq , Eş. 3.23 ü sağlayan bir dizi ve 0  olsun. Azalmayan her ( )f B
    için  

0
1

, ,( ;.) ( ; )
nn q q nK f f C f




 




    

 dir. Burada 
 
1:

n

n
n qq n

 

 
ve 

0, ,qC f ve n den bağımsız bir pozitif sabittir[17]. 

İspat 

Eş. 3.11, Eş. 3.12 ve Eş. 3.13 den 

22 2 2
, , ,( ; ) ( ; ) ( 2 ; )

n n nn q x n q n qK x K t x x K t xt x x       

                    
2 2

, , ,( ; ) 2 ( ; ) (1; )
n n nn q n q n qK t x xK t x x K x    

                    

 
 

    
           

2
2 2

2

1 2 31
2

3 23
n nn

n n n n nn n

n q qq n n

n q q q q qq q

qn q qx x x x x
q n n nn

   
      
 
 

 

                

 
   

    
       

2
2

2

1 2 31 11 2
3 2 3

n nn

n n n n n n

n q qq n n

n q q q q q q

qn q qx x
q n n n

                       

 

                
     

2
2

1 2 1

n n n
n q q q

x x
q n n n
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21 2 1

n n nn q q q

x x
q n n n

    

               
2 2

n

n n

n q

x q x q
q n
 

  

                
2 2 1

n
n q

x x
q n
 

  

                
04 ( )

nn q

x
q n


  

bulunur. 

0  ve ( )f B
   olmak üzere Teorem 3.4.1 ve yukarıdaki eşitsizlikten   

 

2
, , , 0

2
1 1

( ; ) ( ) ( ; ) ( ) 1 12 1 ( ; )
( ) ( )

n n

n

n q n q x
n

n q

K f x f x K x x
f

x x q n 




 

 


   

 
   
 
 

 

                               
 

2
, ,

2( 1)

( ; ) 1 14 1 ( ; )
( )

n

n

n q x
n

n q

K x
f

x q n 









 

 
   
 
                                

(3.35) 

dir. Ayrıca 

    
222 4 2

, ( ) 1 2 1 (2 )x t x t x x t
 


         

                                                4 2 4 2 4 22 1 2 ((2 ) )x t        

olduğundan 

2 5 2 4 2 4 2 5 2 4 2
, , , , ,( ; ) 2 (1; ) 2 2 (1; ) 2 ( ; )

n n n nn q x n q n q n qK x K x x K x K t x    
         

yazılabilir. Eş. 3.11 ve Lemma 3.4.1 den 

2 5 2 4 2 4 2 5 2 4 2
, , 4 2 ,( ; ) 2 2 2 2 (1 )

n nn q x qK x x A x    
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bulunur. Eşitsizliğin her iki tarafı 2( 1) ( )x  ağırlık fonksiyonuna bölünürse 

2 5 2 4 2 4 2 5 2 4 2
, , 4 2 ,

4 2
2( 1)

( ; ) 2 2 2 2 (1 )
( ) 1

n nn q x qK x x A x
x x

    
 







    





  



 

                      

5 2 5 2 4 2 4 2
5 2

4 2 ,4 2

2 2 2 2
1 nq

x A
x

   




   





 


 

                     

4 2
5 2

4 2 ,4 2

1 (2 )2
1 nq

x A
x











  
     

 

                     

4 2 4 2
5 2

4 2 ,4 2

(2 1)2 1
1 nq

x A
x

 




 




 
    

 

                      5 2 4 2
4 2 ,2 1 2 1

nqA 


 
     

                    5 2 4 2
4 2 ,2 2

nqA 


 
                                                                                (3.36) 

olup buradan 

2
, , 2

,
2( 1)

( ; )
( )

n

n

n q x
q

K x
x








 

                                                                                                        (3.37) 

elde edilir. Burada 

 5 2 4 2 2
4 2 , ,2 2

n nq qA 
 

 
                                           

dır. Eş. 3.37, Eş. 3.35 de yerine yazılıp, 
0 00 , ,: min ,  : 8n q qn

q q C 
 


 alındığında 

,
,

1

( ; ) ( )
4 2 ( ; )

( )
n

n

n q
q n

K f x f x
f

x  


 
 


   

                                0, ( ; )q nC f
     

olur. Eşitliğin her iki tarafının supremumu alınırsa 

0
1

, ,( ;.) ( ; )
nn q q nK f f C f
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elde edilir. Ayrıca lim 1nn
st q 

 
1,  lim 0

n
q

st
n

 
 
olduğundan lim 0nn

st    

olup lim ( ; ) 0nn
st f


   dır. 

Böylece Teorem 3.4.2 , ( ;.)
nn qK f operatörünün f ye istatistiksel yakınsaklık hızını verir. 
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4. q-BASKAKOV-KANTOROVICH OPERATÖRLERİNİN YENİ BİR    

    GENELLEMESİNİN İSTATİSTİKSEL YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

Son zamanlarda Gupta ve Radu, q-Baskakov-Kantorovich operatörlerinin pozitif olmayan 

bir q-analoğunu tanımlamışlardır[17]. Bu bölümde Mahmudov tarafından [18] de 

tanımlanan q-Baskakov-Kantorovich operatörlerinin ağırlıklı istatistiksel yaklaşım 

özellikleri incelenecektir. Bu şekilde tanımınlanan operatörün  avantajı pozitif olmasıdır. 

4.1. Operatörlerin İnşası 

Reel değerli,  kümesi üzerinde sürekli, q-diferensiyellenebilir fonksiyonların bir  ,n q

dizisi aşağıdaki özellikleri sağlasın. 

(B1) , (0) 1,n q  n , 0 1q   

(B2) ,( 1) ( ) 0k k
q n qD x  , n ,   00 :k    , 0,  0 1x q    

(B3) Her k  ve x   için  
2

1
, 1 ,( ) ( )k k

q n q q n l qq
D x n l D x     . 

Burada 1 2 0,  l l    olup ,  n k  ve x den bağımsızdır. 

(B1) ve (B3) den  

     , 1 1 2 1 2(0) ( 1) ... ( 1)k k
q n q q q q

D n l n l l n l k l                                                        (4.1) 

elde edilir. 

4.2. q-Baskakov Operatörlerinin Yeni Bir Genellemesi 

(B1)-(B3) ile tanımlanan  ,n q  fonksiyon dizisi kullanılarak elde edilen Baskakov 

operatörlerinin yeni bir q-analoğu, her 2( ),  ,  0 1,  f C x q n         için 

 
 
 

( 1)
2

, , 1
0

( 1)( ; ) ( )
!

k kk k
qk

n q q n q k
k q q

kxV f x q D x f
k q n









   
 
 


                                                        

(4.2) 
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dir[18]. 

 ,n qV   operatörler dizisinin pozitif ve lineer olduğu açıktır. 

4.2.1. Lemma 

0,  ,  j
je t t j     olmak üzere her n , x   ve 0 1q   için  

, 0( ; ) 1n qV e x                                                                                                                       (4.3) 

 
,

, 1

(0)
( ; ) q n q

n q
q

D
V e x x

n
                                                                                                     (4.4)  

   

2
, ,2

, 2 2 2

(0) (0)
( ; ) q n q q n q

n q

q q

D D
V e x x x

q n n

                                                                                 (4.5)    

dir[18].           

İspat 

q-taylor açılımından 

 , ,
0

( )
( ) ( )

!

k
q k

n q q n q
k q

t x
t D x

k
 






  

yazabiliriz. 

Burada 0t   olsun. 
( 1)

2( ) ( )
k k

k k
qx x q



    olması ve (B1) özelliğinden 

 
( 1)

2
, ,

0

( )(0) ( ) 1
!

k kk
k

n q q n q
k q

x q D x
k

 





   

olup 

  
( 1)

2
, 0 ,

0

( 1)( ; ) ( ) 1
!

k kk k
k

n q q n q
k q

xV e x q D x
k
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elde edilir. 

 , ,
0

( )
( ) ( )

!

k
q k

n q q n q
k q

t x
t D x

k
 






  eşitliğinde her iki tarafın t  ye göre q-türevi alındığında 

 
 

1

, ,
1

( )
( ) ( )

!

k
qq k

q n q q n q
k q

k t x
D t D x

k
 






  

olur. 0t   için 

 
 

1

, ,
1

( )
(0) ( )

!

k
qq k

q n q q n q
k q

k x
D D x

k
 






  

olup 
( 1)( 2)

1 2 1 2(0 ) (0 )(0 )...(0 ) ( )
k k

k k k
qx x qx q x x q

 
          olduğundan 

   
 
 

( 1)
, 2

, 1
1

(0) ( 1) ( )
!

k kk k
q n q qk

q n q k
kq q q

kxD x q D x
n k q n








 
                                                           (4.6) 

bulunur. Diğer yandan 

 
 
 

( 1)
2

, 1 , 1
1

( 1)( ; ) ( )
!

k kk k
qk

n q q n q k
k q q

kxV e x q D x
k q n










                                                               (4.7) 

olduğundan Eş. 4.6 ve Eş. 4.7 den 

 
,

, 1

(0)
( ; ) q n q

n q
q

xD
V e x

n
 

  

elde edilir. Benzer şekilde  

   
 

2
2

, ,
2

1 ( )
( ) ( )

!

k
qq q k

q n q q n q
k q

k k t x
D t D x

k
 





 
  

olup 0t   için  

   
 

2 ( 2)( 3)
2 2

, ,
2

1 ( )
(0) ( )

!

k k k
q q k

q n q q n q
k q

k k x
D q D x

k
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dir. Böylece 

   
 

( 2)( 3)
2 2 2

, ,
2

( 1) 1
(0) ( )

!

k k k k
q q k

q n q q n q
k q

k k x
x D q D x

k
 

 



 


                                                 
(4.8) 

ve 

 
 

( 1)( 2)
2

, ,
1

( 1)
(0) ( )

!

k k k k
q k

q n q q n q
k q

k x
xqD q q D x

k
 

 




  

                                                        
(4.9) 

olduğundan Eş.4.8 ve Eş. 4.9 dan 

   
 

( 2)( 3)
2 2 2

, , ,
1

( 1) 1
(0) (0) ( )

!

k k k k
q q k

q n q q n q q n q
k q

k k x
x D xqD q D x

k
  

 



 
   

                                           

 
 

( 1)( 2)
2

,
1

( 1)
( )

!

k k k k
q k

q n q
k q

k x
q q D x

k


 




   

                                          

 
    

( 2)( 3)
12

,
1

( 1)
( ) 1

!

k k k k
q k k

q n q q
k q

k x
q D x k q

k


 





    

                                          

 
   

( 2)( 3)
2

,
1

( 1)
( )

!

k k k k
q k

q n q q
k q

k x
q D x k

k


 




  

bulunur. Yukarıdaki eşitlikte her iki taraf  
 2
1

q
q n

 ile çarpılırsa, 

   
 

 

22 2 ( 1)
, , 2

,2 22( 1)
1

(0) (0) ( 1) ( )
!

k kk k
q n q q n q qk

q n q k
k qq q

kx D xqD x q D x
kq n q n

 







 


                               

(4.10) 

elde edilir. Diğer yandan 

 
 

 

2( 1)
2

, 2 , 22( 1)
1

( 1)( ; ) ( )
!

k kk k
qk

n q q n q k
k q q

kxV e x q D x
k q n












                                                        

(4.11) 

olduğundan Eş. 4.10 ve Eş. 4.11 den  
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2
, ,2

, 2 2 2

(0) (0)
( ; ) q n q q n q

n q

q q

D D
V e x x x

q n n

     

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

4.2.1. Uyarı 

Eş. 4.3, Eş. 4.4 ve Eş. 4.5, her 2( )f C    için , 2 ( )n qV f C    olmasını garanti eder. 

4.2.2. Uyarı 

Eğer  , ( ) ( )n q q q
x e n x    alınırsa q-Szász-Mirakjan operatörü [40], 

 , ( ) ( )n q q q
x e n p x     alınırsa q-Szász-Schurer operatörü [41], ,

1( )
(1 )n q n

q

x
x

 


 alınırsa 

q-Baskakov operatörü [42], ,
1( )

(1 )n q n p
q

x
x

 


 alınırsa q-Baskakov-Schurer operatörü elde 

edilir. 

4.3. q-Baskakov-Kantorovich Operatörlerinin Yeni Bir Genellemesi 

Her 2( ),  ,  0 1f C x q       için 

 
 

 
1( 1)

* 2
, , 1

0 0

( 1)( ; ) ( )
!

kk kk k
qk

n q q n q qk
k q q

k q txK f x q D x f d t
k q n







   
 
 

                                              (4.12)             

şeklinde tanımlıdır. Burada  ,n q  fonksiyon dizisi (B1)-(B3) özelliklerini sağlar.  *
,n qK

operatörler dizisinin pozitif ve lineer olduğu açıktır. 

4.3.1. Lemma 

   
*
, ,

0

1( ; ) ( ; )
1

m j
m

n q m n q j
j q q

m qK e x V e x
j n m j







  
        


                                                    

(4.13) 

dir[18]. 
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İspat 

Binom açılımından  

 
   

 
 

1 1

1 1
00 0

m m j jk m
q q m j

q qk k
jq q q

k q t km qd t t d t
jq n n q n




 



       
                  

   

ve q-integral tanımından, 

1
( )

00

(1 )m j a m j a
q

a
t d t q q q


 



    

                ( 1)

0
(1 )   a m j

a
q q


 



   

                1
1(1 )

1 m jq
q  


 

               
 

1
1 qm j


 

 

olup 

 
   

 
   

1

1 1
00

1
1

m m j jk m
q q

qk k
jq q q q

k q t km qd t
jq n n q n m j



 


       
                    

  

bulunur. O halde 

 
 

 
1( 1)

* 2
, , 1

0 0

( 1)( ; ) ( )
!

mkk kk k
qk

n q m q n q qk
k q q

k q txK e x q D x d t
k q n







   
 
 

   

                  
( 1)

2
,

0

( 1) ( )
!

k kk k
k
q n q

k q

x q D x
k







    

 
 1

0

1
1

m j j
m

q
k

j q q q

km q
j n m j q n






    
            

  

                
     

 
 

( 1)
2

, 1
0 0

1 ( 1) ( )
1 !

m j j
k kk km

qk
q n q k

j kq q q q

km q x q D x
j n m j k q n
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*
,

0

1 ( ; )
1

m j
m

n q j
j q q

m q V e x
j n m j





  
        

  

elde edilir. 

4.3.1. Sonuç 

Her ,  ,  0 1n x q      için 

*
, 0( ; ) 1n qK e x                                                                                                                    (4.14) 

 
   

1*
, 1( ; )

(1 )
q

n q
q q

n l qK e x x
n q n


 


                                                                               

(4.15) 

   
 

 
    

2
1 1 2 1* 2

, 2 2 2 22

1 3( ; )
1 1

q q q
n q

q q q

n l n l l n lq qK e x x x
qq n n q q n

   
  

  
                      

(4.16) 

         2* 2
, 1 0 1 2 1 2

1; , , , , 1n q
q

K e xe x a l l q x b l l q x
q n

                                              (4.17) 

Burada  1 2, ,a l l q  ve  1 2, ,b l l q , 1 2,  l l  ve q ya bağlı sabitlerdir [18].  

İspat 

Eş. 4.1 den 

     2
, 1 , 1 1 2(0) ,  (0)q n q q n qq q q

D n l D n l n l l         

dir. Ayrıca Eş. 4.13 ve Eş. 4.3 den 

* *
, 0 , 0( ; ) ( ; )n q n qK e x V e x  

                 1  
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Eş. 4.13 den 

   

1
1

*
, 1 ,

0

1 1( ; ) ( ; )
1 1

j

n q n q j
j q q

qK e x V e x
j n j







  
        

  

                 
    , 0 , 1

1 11 ( ; ) ( ; )
0 12 n q n q

q q

q V e x V e x
n

 
    
          

 

bulunur. Burada Eş. 4.3 ve Eş. 4.4 den 

   
,*

, 1

(0)
( ; )

(1 )
q n q

n q
q q

D qK e x x
n n q


  


 

                 

 
   

1

(1 )
q

q q

n l qx
n n q


 


 

elde edilir. Benzer şekilde Eş. 4.13 den 

   

2
2

*
, 2 ,

0

2 1( ; ) ( ; )
2 1

j

n q n q j
j q q

qK e x V e x
j n j







  
        

  

                 
       

2

, 0 , 1 , 2

2 2 21 1( ; ) ( ; ) ( ; )
0 1 23 2n q n q n q

q q q q

q qV e x V e x V e x
n n

  
        
                     

 

bulunur. Burada Eş. 4.3, Eş. 4.4 ve Eş. 4.5 den 

   
   

 

2
1 1 2, ,* 2 2

, 2 2 2 2

(0) (0)1 3( ; )
1

q n q q n q q q
n q

q q q

n l n l lD DqK e x x x x
qq n n q n

    
  


 

                  

   
 

 
   

2
1 1 2 12

2 2 22

1 3
1 (1 )

q q q

q q q

n l n l l n lq qx x
qq n n q q n

   
  

  
 

elde edilir. Böylece Eş. 4.14, Eş. 4.15 ve Eş. 4.16 dan 
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1 1 2 1 1* 2 2
, 1 0 2 2

1 3( ) ; 2 1
1 (1 )

q q q q
n q

q qq q

n l n l l n l n lq qK e xe x x x
n q q nq n n

               
     
   

 

                                   

2

22(1 ) q

q
q q n


 

 

                           
 

    
 

   
 

 
 

2
1 1 2 1 1 2 1 2

2 2
1 2

n n nn
q q q q q

q qq q

q l l l q l l l q lq x
q n nq n q n

       
 
 

 

                                     
 

 
   

2
1
2 22

(1 3 )1 2
(1 ) (1 ) (1 )

n
q

q q q

q q lq qx
q n q n q q n

    
     

 

                               2
1 2 1 2

1 ( , , ) ( , , ) 1
q

a l l q x b l l q x
q n

    

elde edilir. 

4.3.1. Teorem 

( )nq , n   için (0,1)nq   ve  lim 1nn
q


  olacak şekilde bir dizi ve 0A   olsun. Bu 

durumda  her *
2 ( )f C   için  *

,n qK  operatörler dizisi  0, A  aralığında f  fonksiyonuna 

düzgün yakınsar[18]. 

İspat 

Sonuç 4.3.1 göz önüne alındığında ispat Bohman-Korovkin teoreminden açıktır. 

Aynı sonuç ,n qV   operatörü için de geçerlidir. 
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4.4. q-Baskakov-Kantorovich Operatörlerinin Yeni Bir Genellemesinin Ağırlıklı       

       İstatistiksel Yaklaşım Özellikleri 

Bu kısımda Teorem 3.3.1 kullanılarak sırasıyla Eş. 4.2 ve Eş. 4.12  ile verilen ,n qV   ve ,n qK 

operatörlerinin istatistiksel yaklaşım özellikleri incelenecektir[18]. 

4.4.1.  Teorem 

2 2
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elde edilir. Burada lim 1nn
st q  , 
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n
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dır. Böylece Teorem 3.3.1 de 1A C , 2
1( ) 1x x   , 2

2 ( ) 1 ,  1x x     ,  x   

alınarak ispat tamamlanır. 

4.5. q-Baskakov-Kantorovich Operatörlerinin Yeni Bir Genellemesinin Yakınsama 

       Hızı 

Bu kısımda, Eş.2.10 da 2 m   alınarak elde edilen  

 0
0

( ) ( )
( , ) sup

1m m
x

h

f x h f x
f

x h




 

 
 

 
, * ( )mf C                                                                (4.18)         

ağırlıklı süreklilik modülü yardımıyla ,n qV   ve .n qK   operatörlerinin yakınsama hızı 

verilecektir               



58 
 
4.5.1. Lemma 

Her m  ve 0 1q   için 

1 2,
, ,( ; ) (1 )l l m

n q m m qV e x B x    

1 2,*
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n q m m qK e x A x x n     . 

Burada 1 2,
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l l
m qA   ve 1 2,

,
l l
m qB , 1,  ,  m q l  ve 2l  ye bağlı pozitif sabitlerdir[18]. 
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elde edilir. Böylece  Eş. 3.27 ve Eş. 4.2 den 
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Eş. 4.19 ve tümevarım yönteminden           
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elde edilir. 

Ayrıca Lemma 4.3.1 den 
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                   1 2,
, 1l l m

m qA x   

elde edilir. 

4.5.1. Teorem 

Eğer * ( )mf C    ise bu durumda   
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q

V f f k f
q n
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eşitsizlikleri gerçeklenir. Burada k , f ve n den bağımsız bir sabittir[18]. 

İspat 

İspat *
,n qK  operatörü için yapılacaktır. ,n qV    operatörü için de benzer ispat yapılabilir. 
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              (4.21) 

olur. Eş. 4.21 de Eş. 3.24 kullanılırsa 
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(4.22) 

olur. Ayrıca q-integral için Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden  
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Ayrıca Lemma 4.5.1 den 
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eşitsizliği yazılabilir. 

Eş. 4.23, Eş. 4.24, Eş. 4.25 ve Eş. 4.26 dan 
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Yukarıdaki eşitsizlikte   
1
2q n


  alınırsa istenilen sonuç bulunur. 

4.5.1. Uyarı 

lim 1nn
st q   ise lim 0nn

st    olacağından, lim ( , ) 0m nn
st f     bulunur. Böylece 

Teorem 4.5.1 *
,n qV  ve *

,n qK  operatörlerinin f ye istatistiksel yakınsaklık hızını verir. 
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5. BAZI ÖZEL DURUMLAR 

Bu bölümde *
,n qV  ve ,n qK   operatörlerinin üç özel durumu verilecektir. 

 5.1. q-Szász-Mirakjan ve q-Szász-Mirakjan-Kantorovich Operatörleri 

  , ( ) : ,  ,  n q q q
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şeklinde tanımlanan Kantorovich tipli q-Szász-Mirakjan operatörüne dönüşür. 
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şeklinde tanımlı q-Szász-Mirakjan operatörüne dönüşür[40]. 

Lemma 4.2.1 ve Eş. 4.13 kullanıldığında, 
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5.2. q-Baskakov ve q-Baskakov-Kantorovich Operatörleri 

,
1( ) ,  ,  

(1 )n q n
q

x x n
x

   


   olsun. Bu durumda q-türev tanımından her ,x 

( , )n k     ve 0 1q   için 
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dir. 

5.3. q-Szász-Mirakjan-Schurer ve q-Szász-Mirakjan-Schurer-Kantorovich   

       Operatörleri 

  , 0( ) : ,  ,  ,  n q q q
x e n l x x n l          olsun. Bu durumda her ( , )n k    için 

, (0) 1n q   ve    1
, , ,( ) ( ) ( 1) ( ),   0kk k k

q n q q n q n qq q
D x n l D x n l x x          dir. 

Böylece q-Szász-Mirakjan-Schurer ve Kantorovich tipli q-Szász-Mirakjan-Schurer 

operatörleri, sırasıyla, 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Yaklaşım teorisi, polinomların yaklaşımında, Fonksiyonel Analizin çeşitli alanlarında, 

diferensiyel ve integral denklemlerin nümerik çözümlerinde önemli uygulamalara sahiptir. 

Korovkin tipi teoremler de yaklaşım teorisinin temelini oluşturmaktadır[4].  

Diğer yandan Steinhaus ve Fast tarafından tanımlanan istatistiksel yakınsaklık kavramının 

bir çok genellemesi ve uygulaması araştırmacılar tarafından çalışılmıştır. Bunlardan 

bazıları istatistiksel yakınsaklık kullanılarak, lineer pozitif operatör dizileri için elde edilen 

Korovkin tipi sonuçlardır[43-44]. 

Son yıllarda ise bir çok araştırmacı tarafından verilen yeni operatör dizilerinin çeşitli 

yakınsaklık özellikleri incelenmektedir. Dolayısıyla bu konu araştırmacıların ilgisini 

çekmektedir.
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