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1. GĠRĠġ 

 

Kuantum mekaniğinde fiziksel sistemlerin herhangi bir t anındaki durumları sürekli, 

türevlenebilir ,sanal değerli olan ve Ψ(r,t) dalga fonksiyonu denilen bir fonksiyon ile 

belirlenir. Bu dalga fonksiyonunun uzay ve zaman içindeki evrimi ise kısmi türevli 

bir çizgisel denklem olan schrödinger denklemi ile belirlenir. Kuantum mekaniğinin 

baĢarısı schrödinger denkleminin çözümlerinin doğanın özellikle mikro yapısında 

varolan pek çok deneysel gerçek ile tam uyuĢumlu sonuçlar vermesine dayanır. 

Ayrıca bire boylandırılabilen Ψ fonksiyonu sistemle ilgili tüm bilgileri taĢır.  

 

Kuantum mekaniğinde Hamiltonyen iĢlemcisi için özdeğer denklemi ĤΨ=EΨ 

Ģeklinde verilir. Burada Ĥ toplam enerjiyi ifade eder. Klasik mekanikten 

hatırlanacağı gibi VmPH )2/( 2  Ģeklinde verilir.Ġlk terim kinetik enerjiyi , ikinci 

terim (V) potansiyel enerjiyi ifade eder.Kuantum mekaniğinde ise her fiziksel 

gözlenebilire bir hermityen iĢlemci karĢılık gelir. Momentum iP Ģeklinde 

yazılabilir. Ayrıca dalga fonksiyonunun zaman içindeki evrimi H
t

i  

Ģeklinde ifade edilen zamana bağlı schrödinger denklemi ile ifade edilir.Bu ifadeler 

toplam hamiltonyende yerine konulursa )(]
2

[ 2
2

t
iV

m



 Ģeklinde 

schrödinger denklemi elde edilir.Burada m; parçacığın kütlesini, V; potansiyeli,  

sJ.101,10 34  değerindeki Planck sabitini ve Ψ parçacığın dalga fonksiyonunu 

ifade eder. 

 

Bu tez çalıĢmasında çeĢitli potansiyeller için schrödinger denleminin enerji 

özdeğerleri ve özfonksiyonları cebirsel yöntemler kullanılarak bulundu.  

 

Ġkinci bölümde, önce bir boyutlu sonra üç boyutlu harmonik ossilatör ve hidrojen 

atomu için schrödinger denkleminin standart diferansiyel denklem çözümleri 

incelendi.  
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Üçüncü bölümde çeĢitli potansiyeller için hamiltonyen, faktörizasyon metodu 

uygulanarak çarpanlarına ayrıldı, elde edilen komütasyon bağıntılarından hangi grup 

yapısının sağlandığı bulundu. Enerji özdeğerleri, özfonksiyonları ve beklenen 

değerler bu yöntemle bulunup cebirsel yöntemlerin daha sade ve daha Ģık bir metod 

oldukları gösterildi. 

 

Dördüncü bölümde elde edilen sonuçlar yorumlandı. 
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2. ÇEġĠTLĠ POTANSĠYELLER ĠÇĠN SCHRÖDĠNGER DENKLEMĠNĠN 

    STANDART DĠFERANSĠYEL DENKLEM ÇÖZÜMLERĠ              

 

2.1. Bir Boyutlu Harmonik Salınıcı 

 

Denge konumları civarında küçük genlikli salınımlar yapan çok serbestlik dereceli 

pek çok sistemin en genel salınım hareketi; her birinin kendine özgü frekansı olan 

normal kiplerinin bir çizgisel üst üste gelimi olan bir harekettir. Tüm sistemin bir 

kipteki hareketi tek frekanslı bir salınım olup her bir serbestlik derecesinin hareketi 

bir basit harmonik salınıcının hareketi ile özdeĢtir.[1] 

 

Bir boyutlu bir harmonik salınıcının klasik hamilton fonksiyonu Ģu Ģekildedir ; 

 

2

2

2

1

2
),( kx

m

P
pxH x

x                   (2.1) 

 

Harmonik salınıcı kuantum mekaniğinde de çok önemli bir yere sahiptir. 

Moleküllerin.örgü titreĢimlerinin denge konumu civarında titreĢim hareketleri,siyah 

cisim ıĢımasında kovuk içindeki ossilatörlerin (elektromagnetik alan salınımlarının) 

kuantum mekaniksel incelemelerinde vb. birçok örnekte harmonik salınıcı önemli bir 

yer tutar. Harmonik salınıcının bir diğer önemi de; özdeğer problemi tam çözülebilen 

belli baĢlı problemlerden olduğundan sık sık baĢvurulan bir model olmasıdır. 

 

2

2

2

1

2
),( kx

m

P
pxH x

x         ;            mk /
2

0                                                    (2.2) 

 

2

2

22

2

1

2
),( kx

dx

d

m
pxH x


                                                                                  (2.3) 

 

ĤU(x)=EU(x) Ģeklinde hamilton iĢlemcisi uygulanırsa 
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)()(
2

1)(

2

2

2

22

xEUxUkx
dx

xUd

m


                  (2.4) 

 

)(
2

)(
)()(

2

2

22

2

xU
mE

xUx
xmK

dx

xUd


                                                               (2.5) 

 

çözümde takip edilecek teknikler sırasıyla Ģu Ģekildedir, 

 

a)  BoyutsuzlaĢtırma 

b)  Asimptotik davranıĢ 

c)  Standart diferansiyel denklem çözüm yöntemleri 

 

a) BoyutsuzlaĢtırma:  [X] =Uzunluk boyutunda olduğuna göre boyutsuzlaĢtırma 

yapmak için problemde  [α]= 1/uzunluk olan bir terim aranır. Buna göre x  

boyutsuz bir değiĢkendir. 

  

2
1

)/( m = [1/uzunluk] Ģeklinde seçilmelidir.        

 

d

d

d

d

dx

d

dx

d
                                                                                                (2.6) 

 

2

2
2

2

2

d

d

dx

d
                                                                                                         (2.7) 

 

bu ifadeler EĢ. 2.5 „de  yerine yazılırsa, 

 

)(
2

)(
)(

22

2

2

2

xU
mE

xU
d

xUd


           ;    

22

2



mE
                                        (2.8) 
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Boyutsuz
EmE

m
]

2
[

2
2 


                 (2.9)

  

böylece diferansiyel denklem; 

 

0)( 2

2

2

U
d

Ud
                                                                      (2.10) 

 

formuna dönüĢür. 

 

b) Asimptotik DavranıĢ : 

 

ξ „nin büyük değerlerinde U nasıl bir davranıĢ gösterir ? 

 

~ 02

2

2

U
d

Ud
   ;  (ξ→±∞)                              (2.11) 

 

2/2

)( eHU                                        (2.12) 

 

burada H(ξ) ; ξ „nin sonlu dereceli bir polinomudur. 

 

U' = )()( 2/2/ 22

HeHe                  (2.13) 

 

U'' = )()(2 2/2/2 22

HeHeUU              (2.14) 

 

alınan türevler EĢ. 2.11 ifadesinde yerine yazılırsa 

 

0)()1()(2)( HHH                (2.15) 

 

bu denklem ; 
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0)(2)(2)( xnyxyxxy                 (2.16) 

 

olan hermite diferansiyel denklem formundadır. Bu yüzden ; 

 

 λ-1=2n → n
En 21

2


                       (2.17) 

 

)
2

1
(nEn                                 (2.18) 

                                  

Ģeklinde enerji spektrumu elde edilir. 

 

EĢ 2.15 ifadesi kuvvet serisi veya Frobenius yöntemiyle çözülebilir.[2] Çünkü 

x=0‟da singularite bulunmaktadır. Bunun için H(ξ) hermite polinomu kuvvet serisi 

Ģeklinde yazılırsa ; 

 

m

m

mcH
0

)( ...3

3

2

210 cccc      

1

0

)( m

m

mmcH          

2

0

)1()( m

m

mcmmH                 (2.19) 

 

alınan türevler EĢ. 2.15  ifadesinde yerine yazılırsa ;   

 

0)1(2)1(
0

1

0

2

0

m

m

m

m

m

m

m

m

m cmcmmc                                (2.20) 

 

 „in  katsayıları alınırsa ; 

 

0)1(2)1)(2( 2 m

m

mm cmccmm              (2.21) 
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buradan  katsayıları için aĢağıdaki tekrarlama bağıntısı elde edilir. 

 

mm c
mm

m
c

)2)(1(

12
2     (Rekürans Bağıntısı )             (2.22) 

 

serinin yakınsaklık testine bakıldığında ; 

 

m
c

c

m

m

m /2lim 2  Ģeklinde davrandığı görülür. 

 

...
)!2/)2(()!2/(

...
!2

1
24

2
2

mm
e

mm

                                              (2.23) 

 

mm
m

m
mm /2)]2//(1[lim

)!2/2(

)!2/(
lim

                
(2.24)

 

 

Ģeklinde exponansiyel fonksiyonla aynı davranıĢı göstermektedir. Bununla beraber 

EĢ 2.12  ifadesi kullanıldığında ; 

 

2/2/ 222

eeeU     (ıraksak çözüm)                                                            (2.25) 

 

ıraksak olan çözümden kurtulabilmek için çift ve tek kuvvetli serilerin sonlu sayıda 

terime sahip olmaları gerekir.Yani sonlu sayıda terimden sonra gelen terimler sıfır 

olmalıdır. Bu yüzden bir m = n değerinde seri kesilir. EĢ. 2.22  ifadesinden ; 

 

2n+1-λ=0                   (2.26) 

 

olmalıdır. Böylece dalga fonksiyonu; 

 

2/2

)()( eHNU nnn   (n=0,1,2,…)              (2.27) 
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Ģeklinde elde edilir. Dalga fonksiyonu normalize edilerek N sabiti bulunabilir. 

Hermite polinomlarının diklik bağıntısı ; 

 

nm

n

mnnm ndeHHI !2)()( 2/12

     

         (2.28) 

 

Ģeklinde verilir. Buradan; 

 

deHH
N

nn

n 2

)()(1

2

                                  

(2.29)

    
 

 

!2 n
N

nn

                                    

              (2.30) 

 

olarak elde edilir. Böylece normalize edilmiĢ dalga fonksiyonları ; 

 

)(
!2

)(
2/2

nnn He
n

U

      

         (2.31) 

 

enerji spektrumu ise; )2/1(nEn   Ģeklinde elde edilir. Taban durum 

enerjisinin (n=0) sıfırdan farklı oluĢu tamamen kuantal bir etkidir. Çünkü E=0 

olsaydı, P=0  ve X=0 olması anlamına gelirdi ki bu ise Heisenberg Belirsizlik 

Ġlkesi‟ne aykırıdır. 

 

Harmonik salınıcının ilk birkaç kuantum durumu için enerji özdeğerlerinin ve 

olasılık yoğunlıklarının grafikleri aĢağıdaki gibi verilmiĢtir. 
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Çizelge 2.1 Harmonik ossilatör için normalize edilmiĢ ilk dört dalga fonksiyonu ve  

                   enerji özdeğerleri 

   

n Ψ E 

0 2/4/1 2

)/( e  2/  

1 2/4/1 2

2)/( e  2/3  

2 2/24/1 2

)12)(2/1()/( e  2/5  

3 2/34/1 2

)32)(3/1()/( e  2/7  

                    

 

 

 

 

 

ġekil 2.1 Harmonik ossilatörün potansiyel enerji ve enerji özdeğerlerinin grafiği   
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ġekil 2.2 Harmonik ossilatör için ilk dört enerji özdeğeri ve olasılık yoğunlukları  
 

2.2 Küresel Simetrik Potansiyeller 

 

Kuantum mekaniğinde karĢılaĢılan sistemler genelde üç boyutlu, çok parçacıklı 

sistemlerdir. Üç boyutlu izotropik harmonik salınıcının  2/2kr  potansiyeli, rZe /2  

Coulomb potansiyeli (Hidrojen atomu) birer küresel simetrik potansiyeldir. Küresel 

simetrik sistemlerin genel bir özelliği olarak potansiyel açılardan bağımsızdır. Bu tür 

sistemlerin analizi zordur, ve bu yüzden, eğer varsa, sistemin sahip olduğu 

simetrilerden yararlanarak sonuçlar elde edilmeye çalıĢılır. Simetriden faydalanarak 

yapılan çözümler bölüm 3‟de anlatılmıĢtır. 

 

2.2.1 Üç Boyutlu Harmonik Salınıcı : 

 

3-Boyutlu harmonik salınıcı hamiltonyeni, 

  

222222
2

2

1

2

1

2

1

2
zmymxm

m

P
H

              
(2.32) 
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olur. Burada 2222 rzyx   olduğundan potansiyel küresel simetriktir; θ ve φ 

açılarından bağımsızdır. O halde radyal schrödinger denklemi küresel koordinatlarda 

yazılırsa, 

 

222
2

2

1

2
rm

m
H



                                     
(2.33) 

 

RrV
dr

dR
r

dr

d

rm
RE )())(

1
(

2

2

2

2

               
(2.34) 

 

R
rrmV

dr

dR
r

dr

d
R

mEr
2

2
2

2

2 )(2
))(

2

               
(2.35) 

 

R
rVEmr

dr

dR
r

dr

d
2

2
2 ))((2

)(
                

(2.36) 

 

burada  potansiyel aĢağıdaki gibidir, 

 

22

2

1
)( rmrV

   
,
        

)1(ll
                

(2.37)
 

 

0)(]
2

)1(

2
[

2
)(

2

2
2

2

2

2
2 rR

mr

ll
r

m
E

mr

dr

dR
r

dr

d 

              
(2.38)

 

 

basit olması açısından s durumları alınırsa ( l =0)  merkezkaç terim kalkar.[3] 

 

0)(]
2

[
2

)( 2
2

2

2
2 rRr

m
E

mr

dr

dR
r

dr

d

               
(2.39)

 

 

R= χ(r)/r
  

olarak seçilirse dalga fonksiyonu ve enerji özdeğeri aĢağıdaki gibi olur, 
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0)(]
2

[
2)( 2

2

22

2

rr
m

E
m

dr

rd

      
             (2.40) 

 

2/22

)()( 1212

r

erHNr nn

         
,
        

)
2

3
2( nEn

           
 (2.41) 

 

2.2.2 Hidrojen Atomu : 

 

Küresel simetrik bir sisteme diğer bir örnek olarak hidrojen atomu verilebilir. Üç 

boyutlu uzayda schrödinger denklemi , 

 

)()()()()(
2 2

2

2

2

2

22

rErrVr
zyxm



             
(2.42) 

 

Ģeklinde verilir. Kutupsal koordinatlara geçilip radyal denklem yazılırsa; 

 

0)(]
2

)1(
[

2
)(

2

22

2

2
2 rR

mr

ll

r

Ze
E

mr

dr

dR
r

dr

d 

    
                 (2.43) 

 

burada, 

 

r

Ze
rV

2

)(
          

         (2.44) 

 

olarak alınmıĢtır. Takip edilecek yöntemler yine,  

 

a) BoyutsuzlaĢtırma 

b) Asimptotik davranıĢ 

c) Standart diferansiyel denklem çözüm yöntemleri 

 

Ģeklindedir. 
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a) BoyutsuzlaĢtırma: [r]→uzunluk boyutunda olduğundan, 

 

]/1[]
8

[ 2/1

2
uzunluk

Em

                
(2.45) 

 

olmak üzere ρ=βr olsun.Burada ρ boyutsuzdur. ρ  cinsinden EĢ. 2.42  tekrar yazılırsa, 

 

0)()]1(
4

[)(
2

2 rRll
d

dR

d

d

               
(2.46) 

 

burada;
  E

mZe

2

2

     
tanımlaması yapıldı.

 

 

b) Asimptotik davranıĢ :   ρ→∞ durumu için ; 

 

0)(
4

1)(
2

2

nl

nl R
d

Rd

                  
(2.47) 

 

olur. Çözümler ; 

 

)()( 2/

nlnl GeR
                 

(2.48) 

 

Ģeklindedir. 

 

l

r rrR )(lim 0                  
(2.49) 

 

olduğu  için )(nlG aĢağıdaki gibi seçilirse denklem, 

 

)()( nl

l

nl LG ;                 (2.50)
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)()( 2/

nl

l

nl LeR
                

(2.51)
 

 

haline gelir. Bu denklem  EĢ. 2.42 ifadesinde yerine yazılırsa; 

 

0)()1()()22()( nlnlnl LlLlL                (2.52) 

 
 

olur. Frobenius metoduyla;

 
 

i

i

iccccL
0

2

210 ...)(

                

(2.53)

 

             

 

gerekli türevler alınıp
 

i  „nin katsayıları yazılırsa rekürans bağıntısı; 

 

)22)(1(

1
1

ili

li
ci

                             

(2.54)

               

 

serinin yakınsaklık testine bakıldığında; 

 

ic

c

i

i

i

1
lim 1

                    

(2.55)

               

 

bu seri i→∞ için exp(ρ) ‟nun davranıĢıyla aynıdır. 

 

i

i

i

1
)exp(

                  

(2.56)

        

 

bu durumda dalga fonksiyonu; 

 

2/2/2/ )()( eeeLeR ll

nl

l

nl    
                   (2.57) 
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sonuç ıraksak olduğundan çözümün fiziksel olabilmesi için seri bir yerde 

kesilmelidir. Bunun için de tek yol; 

 

1max li
 
seçilmelidir.                          (2.58) 

                 

rnimax    ve  λ→n ile gösterilirse ; 

 

1lnn r                             (2.59) 

 

olur. Burada rn  ve n „ye sırasıyla radyal ve baĢ kuantum sayısı denir. 

 

E

mZe
n

2

2


                  

(2.60)
 

 

22

42

2 n

emZ
En   

(Enerji spektrumu)                     (2.61) 

 

olur. Bu durumda  EĢ. 2.48  ifadesi ; 

 

0)]1([])1(2[ LlnLlL  olur.              (2.62) 

 

bu ifade aĢağıdaki asosiye Laguerre diferansiyel denklemi ile karĢılaĢtırılırsa; 

 

0][]1[ p

q

p

q

p

q LpqLpL
              

(2.63)

     
         

p=2l+1     ve
       

q=n+l                         (2.64)
 

 

elde edilir. Böylece dalga fonksiyonu; 

 



 16 

)()( 122/ l

ln

l

nlnl LeNR
                            

(2.65)
 

 

olarak bulunur. [4-5] 
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3. CEBĠRSEL YÖNTEMLER 

 

3.1. Bir Boyutlu Harmonik Salınıcı Ġçin Cebirsel YaklaĢım 

 

Çarpanlara ayırma yöntemiyle Ĥ ayrıĢtırılıp aynı cebri sağlayan ve birbirinden bir 

sabit çarpan kadar farklı olan merdiven operatörleri kurulabilir. 

 

a) En sade biçimde ; 

 

2

2

2

1

2
),( kx

m

P
pxH x

x

                
          (3.1) 

)
22

)(
22

(),( x
k

i
m

P
x

k
i

m

P
pxH xx

x

     

          (3.2) 

 

bu Ģekilde denklem klasik olarak çarpanlarına ayrılmıĢ olur.[6] Fakat kuantum 

mekaniğinde x ve Px sıra değiĢtirme özelliğine sahip değildir. 

 

 a
- )

22
( x

k
i

m

Px

     
 ,
     

 a
+ )

22
( x

k
i

m

Px

               

(3.3) 

  

a
-
a

+
=

2

2

2

1

2
kx

m

Px + )(
2

xppx
m

ki

        
           (3.4) 

 

a
-
a

+
= + ],[

2
xp

i

        
           (3.5) 

a
-
a

+
= +

2



         
           (3.6) 

[a
-
 , a

+
] = ω                     (3.7) 

 

[H,a
±
]  =± ωa

±                          
(3.8) 
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b)  2

2

2

1

2
),( kx

m

P
pxH x

x

                   
(3.9) 

 

Hamiltonyen boyutsuz olarak aĢağıdaki Ģekilde yazılabilir. 

 

m

P
p        ve       



m
Xq

      
         (3.10) 

 

Ĥ=
2


(p

2
+q

2
)                 (3.11) 

 

Ĥ=
2


(q+ip)(q-ip)                   (3.12) 

 

a
- )(

2

1
ipq  ve  a

+ )(
2

1
ipq

                

(3.13) 

 

benzer Ģekilde [q,p]=i olduğu ve aynı cebri sağladığı gösterilebilir.[7] 

 

c) Schrödinger denklemini boyutsuzlaĢtırırken 2
1

)/( m  tanımlaması 

yapılmıĢtı. a
- 
ve a

+ 
 , α cinsinden yazılırsa ; 

 

a
- 
= )

1
(

2
)(

2
22 dx

d
x

p
ix x

        

      (3.14.a) 

 

a
+
= )

1
(

2
)(

2
22 dx

d
x

p
ix x

       

      (3.14.b) 

 

bu operatörlerin dalga fonksiyonuna etkisi, 

 

1 1 nn na

   

ve

     
1 nn na

  

              (3.15) 
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Ģeklindedir.[8] Merdiven iĢlemcilerinin cebirsel yapıları Ģu Ģekildedir.  

 

[a
-
,a

+
] =1 ,  N= a

+
a

- 
,   [N,a

-
] = - a

-
 ,

  
 [N,a

+
] = a

+                    
(3.16)

             
 
  

enerji özdeğeri ise
   

           
 

 

En= ω(n+1/2)                          (3.17) 

 

Ģeklindedir.
 
[9] 

 

 

 

ġekil 3.1 
 
a

- 
, a

+
  ve  N iĢlemcilerinin merdiven yapısının gösterimi 

 

{1,a
-
,a

+
   [a

-
,a

+
]= 1 }→Heisenberg – Weyl Cebri 

 

{1,a
-
,a

+
,N   [a

-
,a

+
]=1, [a

-
,N]= a

-
, [a

+
,N]= -a

+
}→Harmonik Salınıcı Cebri [10] 

 

Üç boyutlu harmonik salınıcı da küresel simetriye sahiptir. 

 

H= ω( 2/3332211 aaaaaa )                   (3.18) 

 

[ ji aa , ]= ij   ,  [ai,aj]=[ ji aa , ]= 0                (3.19) 
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3.2. Hidrojen Atomu ve Üç Boyutlu Harmonik Salınıcı Ġçin Cebirsel YaklaĢım : 

 

Hidrojen atomunda rZe /2  (coulomb) veya 2/2kr (üç boyutlu harmonik salınıcı) 

potansiyelleri küresel simetrik potansiyellerdir. Küresel simetrik potansiyellerin 

genel bir özelliği olarak ; 

 

[H,L
2
]= 0   ,  [H,Lz]= 0   ve     [L

2
,Lz]= 0                    (3.20) 

 

komütasyon bağıntıları sağlanır. a
+
 ve a

-
 iĢlemcilerine benzer olarak L±=Lx±iLy  

açısal momentum iĢlemcileri vardır. Sağladığı komütasyon bağıntıları, 

 

[L+,L-]= ZL2    ve    [Lz,L±]= L                        (3.21) 

 

Ģeklindedir. En basit durumda hamiltonyen aĢağıdaki Ģekilde çarpanlarına ayrılabilir, 

 

)
)1(2

(
2 222

22

r

ll

dr

d

rdr

d

m
H





       
         (3.22) 

 

lr

l

dr

d
A

1

        lr

l

dr

d
A

1

       
         (3.23) 

 

Ģeklinde merdiven operatörleri kurulur. 

 

A
-
A

+
=

2

1


H                   (3.24) 

 

olduğu kolayca görülebilir. L+ , L- ve Lz  „den oluĢan cebre açısal momentum veya R
3
 

„te dönme cebri (SO(3) cebri ) denir. 

 

Merkezi kuvvet problemlerinden olan hidrojen atomu ve üç boyutlu harmonik 

salınıcıya ait merdiven operatörleri, dalga fonksiyonları ve  enerji özdeğerlerini genel 

olarak elde edebilmek için aĢağıdaki  yöntem kullanılabilir; [11] 
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ElmEElmH
            

         (3.25) 

 

burada hamiltonyen, 

 

)(
2

)1(

2 2

22

rV
mr

ll

m

P
H



       
         (3.26) 

 

olarak verilir. 

 

Cebirsel Yapının Kurulması  

 

Quantum mekaniksel problemlerin cebirsel çözümlerinde kullanılan iyi bilinen bir 

örnek açısal momentum problemidir; 

 

zyx LiLL ],[
                       

(3.27)
 

xzy LiLL ],[
                     

(3.28) 

yxz LiLL ],[
                  

(3.29) 

 

EĢ. 3.25 ifadesinin cebirsel çözümü için aĢağıdaki komütasyon bağıntısı 

kullanılabilir; 

 

1],[ mm mpipr 
                     

(3.30)
 

 

EĢ. 3.30 ifadesinden; 

 

11)(],[ baabba ariarirprr 
                              

(3.31)

                       
 

olur. EĢ. 3.27 – EĢ. 3.29 ifadeleri  kapalı bir cebir oluĢtururlar. Bu yüzden
  

1bar  , r
a
 

„ya eĢit olmalıdır.Bu yüzden b=1 ve [r
a
,rp]=ia  r

a
 olmalıdır. Benzer Ģekilde diğer 

komütasyon bağıntıları yazılabilir, 
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[r
a
,r

2-a
p

2
]=a(a-1)  2

+2ia  rp                 (3.32) 

[rp,r
2-a 

p
2
]=ia   r

2-a
p

2
                             (3.33) 

 

Bu adımdan sonra  aĢağıdaki değiĢken değiĢtirmeleri yapılabilir. 

 

1V =
ar                                    (3.34)                                                  

])1(
2

1
[

1
2 airp

a
V                  (3.35) 

3V = 22

2

1
pr

a

a                       (3.36) 

 

EĢ. 3.31,  EĢ. 3.32 ve EĢ. 3.33‟deki komütasyon bağıntıları aĢağıdaki gibi yazılabilir, 

 

[ 1V , 2V ]=i 1V  ,                  (3.37) 

[ 2V , 3V ]=i 3V  ,                  (3.38) 

[ 3V , 1V ]=-2i 2V  ,                  (3.39) 

 

EĢ. 3.34 ifadesinden  
ar = 1

1V  yazılabileceğinden, 

 

[ 2V , 
1

1V ] =i 1

1V                  (3.40) 

 

Böylece EĢ. 3.38 ve EĢ. 3.40‟ dan aĢağıdaki komütasyon bağıntısı elde edilir. 

 

[ 2V , ( 3V +τ 1

1V ] =i ( 3V + τ 
1

1V )                (3.41) 

 

burada τ bir sabit veya V1,V2 ,V3  ile komüte eden herhangi bir operatördür. EĢ. 3.37 

-3.39 ifadeleri V3 ve V3+ τ 
1

1V  ifadesinin değiĢtirilmesi sonuncunda invaryant 

kaldığı görülür. V1,V2 ,V3  „ün son bir lineer kombinasyonu ile aĢağıdaki operatörler 

kurulabilir, 
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T1 = 
2

1
( 3V + τ 

1

1V -
1V ) ,                 (3.42) 

T2 = 2V  ,                   (3.43) 

T3 =
2

1
( 3V + τ 

1

1V + 1V )                 (3.44) 

 

Komütasyon bağıntılarının oluĢturduğu cebir ise Ģu Ģekildedir ; 

 

[T1, T2] = -i  T3                     (3.45) 

[T2, T3] = i  T1                      (3.46) 

[T3, T1] = i  T2                                            (3.47) 

 

EĢ. 3.45 - 3.47‟ deki ifadeler ile EĢ. 3.27 – 3.29‟ daki  ifadeler, EĢ. 3.45 ve EĢ. 

3.27‟deki iĢaret farklılığı haricinde birbirine özdeĢtir. Lx, Ly, Lz „den oluĢan cebre 

SO(3) cebri, T1 ,T2, T3‟den oluĢan cebre ise SO(2,1) cebri denilir. Bu iki cebir 

aĢağıdaki gibi karĢılaĢtırılabilir; 

 

[T1, T2]=iγ   T3                     (3.48) 

[T2, T3]=i  T1                      (3.49) 

[T3, T1]=i  T2                       (3.50) 

 

Burada SO(3) için γ= +1 , SO(2,1) için γ= -1 „dir.[12] T± artırıcı-eksiltici iĢlemci 

olmak üzere ; 

 

[T+, T-]=2γ  T3                      (3.51) 

 

[T3, T±]=±  T±                      (3.52) 

 

T
2
= γ(T1

2
+ T2

2
)+ T3

2 
= γ T+T- + T3

2
- T3   

             = γ T-T+ + T3
2
+ T3                         (3.53)  

 

[T
2
,Tk] =0 , k=1,2,3                  (3.54) 
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T
2
  ve T3‟ün dalga fonksiyonuna etkileri ise, 

 

QqQQqT 2

                  
(3.55) 

QqqQqT3                 
 (3.56) 

QqTqQqTT )(3 
                

(3.57) 

 

Ģeklindedir. Bu Ģekilde T3 için özdeğerler ve özvektörler elde edilmiĢ olur. Taban 

durumundaki dalga fonksiyonu için , 

 

00QqT
                  

(3.58) 

 

bulunur. EĢ. 3.55 - 3.57 bağıntılarından yararlanılarak, 

 

03

2

30

2 )( QqTTTTQqT 
              

 

    
QqqqQqqq )()( 0000

2

0 
             

(3.59) 

 

yazılabilir. SO(3) cebrinde  L
2
 „nin özdeğerleri )1(  Ģeklinde olmasına karĢılık, 

SO(2,1) cebrinde  T
2 

„nin özdeğerleri  )( 00 qq  Ģeklindedir. 0q taban durum 

özdeğeri için  T
2
 açılımı kullanılarak aĢağıdaki ifade yazılabilir, 

 

T
2
= -T1

2
- T2

2
+ T3

2 
= ( T3- T1)(T3+T1) - [ T3 ,T1] - T2

2               
 

         = V1 ( V3+ τ 
1

1V ) - i  V2 - V2
2                 

(3.60) 

 

EĢ. 3.35 ifadesi kullanılarak , 

 

V2
2
 = ])

2

1
([

1 222

2


a
rpiapr

a                
(3.61)

 

 

EĢ. 3.34 - 3.36  ifadeleri kullanılarak EĢ. 3.60 ifadesi aĢağıdaki gibi yazılabilir, 
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)1(
4

2

2

2
2 a

a
T



                 
(3.62) 

 

)( 000

2

0 qqQqTQq
                

(3.63) 

 

denkleminden , 

0)]1(
4

[ 2

2

2

0

2

0 a
a

qq



               

(3.64) 

 

denklem tekrar düzenlendiğinde 0q için aĢağıdaki ifade bulunur, 

 

220

14
1

2 a
q




                  (3.65) 

 

taban durumu dalga fonksiyonu aĢağıdaki Ģekilde bulunabilir, 

 

0003 )( QqqQqTT
                

(3.66) 

 

T-= T1 - iT2   ve  EĢ. 3.42 - 3.44 denklemleri kullanılarak ; 

 

0)( 0021 QqqiVV
                            

(3.67) 

 

V1 ve V2 „nin açık ifadesi yazıldığında  

 

0]
1

2
[ 00 Qqq

a

a

a

irp
r a 

               
(3.68) 

 

r→α
-1

r ,  p→-i α d/dr   ve )(00 rQq dönüĢümleri yapıldığında , 
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0)(]
2

1
)([

)(
0

00 r
aqara

dr

rd
r a

              
(3.69) 

 

böylece )(0 r aĢağıdaki gibi elde edilir. 

 

arceArr )/)(/1(

0 )( 

                
(3.70) 

 

burada )1(2/11

0 aaqC   olur . 0q „ ın değeri EĢ. 3.65 ifadesinden yazıldığında, 

 

1
4

1
2

1
2

2



a
C

                                          

(3.71) 

 

olur. ġimdi SO(2,1) grubunun operatörü T3 ile Hamiltonyen operatörü arasındaki 

bağıntı hesaplanabilir, 

 

(T3-qn)=αr
β 
(H-E)                 (3.72) 

 

EĢ. 3.42 - 3.44  ifadeleri ve hamiltonyenin açık ifadesi yazılırsa, 

 

n

a

a

a qr
r

pr
a

)
1

(
2

1 22

2

               
 

          
ErV

mr

ll

m

P
r )(

2

)1(

2
(

2

22 

              
(3.73) 

 

P
2 „

 nin katsayıları eĢitlenirse α = ma
-2

 ve β = 2-a olur. Böylece EĢ. 3.73 ifadesi 

aĢağıdaki ifadeye indirgenir, 

 

0)(
2

)
)1(

(
2

1 2

2

2

2

2

2

2

Er
a

m
rVr

a

m
qr

r

a

ll
n

a
a

                  
(3.74) 
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)(2 rVr  „nin r cinsinden kuvvet serisi aĢağıdaki gibi yazılabilir, 

 

aa DrBrArVr 22 )(      
                

(3.75) 

 

EĢ. 3.75 ifadesi EĢ. 3.74 „de yazıldığında, 

 

 0)()
2

1
()

)1(
(

2

1 2

220

2

222

2

Er
a

m
rD

a

m
qrB

a

m
A

a

m

a

ll aa

            
(3.76)

 

 

bulunur. EĢ. 3.75  ifadesi yeniden düzenlenirse , 

 

222

2
)( aa DrBr

r

A
rV

                
(3.77) 

 

olur. Burada A=0 ve a=1 iken Coulomb potansiyeli A=0 ve a=2 iken harmonik 

ossilatör potansiyeli , A≠0 ve a=1 için A‟nın iĢaretine göre ya Davidson veya Kratzer 

molekül potansiyeli elde edilir.[13] 

 

Bu adımdan sonra elde edilen cebirsel yöntemle hidrojen atomu ve üç boyutlu 

harmonik ossilatörün enerji özdeğer ve özfonksiyonları  hesaplanabilir; 

 

a) Hidrojen Atomu için cebirsel yapı : 

 

0]
2

)1(

42
[

2

2

0

22

lElmE
r

ll

r

ep 

              

(3.78) 

 

bu denklemdeki Coulomb  ve merkezkaç potansiyel grafiği aĢağıdaki gibidir. 
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ġekil 3.2.  Hidrojen atomu   –   Coulomb  potansiyel  noktalı  olan  çizgi,  merkezkaç  

                 potansiyeli kesikli olan çizgi, toplam potansiyel ise sürekli olan çizgidir.   
   

EĢ 3.78‟de her iki taraf  μαr ile çarpılıp R→ α
-1

r  ve  P→ αp  değiĢken değiĢtirmesi 

yapılırsa, 
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(3.79) 

 

EĢ. 3.34 – 3.36‟daki ifadeler  kullanılarak denklem, 
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(3.80)
               

 

olur. Burada a= 1 „dir. EĢ. 3.80 ifadesi , EĢ. 3.44 ifadesi ile karĢılaĢtırıldığında, 

 

2)1( ll                   (3.81) 
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(3.82)
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(3.83)
 

 

böylece EĢ. 3.80 ifadesi , 

 

0][ 3 lelmqT
                 

(3.84) 

 

denklemine indirgenir. q değerleri T3 „ün özdeğerleridir. EĢ. 3.65  ifadesinden,  

 

))12(1(
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0 lq


                 
(3.85)

 

 

0q  „ın pozitif özdeğerli olması gerekeceğinden , 

 

)1(0 lq 
                  

(3.86)
 

 

22 )1( llT                  (3.87) 

 

son üç denklemden hidrojen atomunun spektrumunda merdiven operatörlerinin etkisi 

aĢağıda bulunan grafikteki gibi gösterilebilir.  
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ġekil 3.3  Hidrojen  atomu enerji spektrumunda alçaltıcı ve yükseltici operatörler bir  

                durumu bir üst veya bir alt duruma geçirirler. 

  

Ģekilde görüldüğü gibi q özdeğerindeki artıĢların rn

 

kadar olduğu düĢünüldüğünde, 
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buradan α çekildiğinde, 
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EĢ. 3.82   ifadesi kullanıldığında, 
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2n
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(3.91)

 

 

Ģeklinde enerji özdeğerleri elde edilir. 
arceArr )/)(/1(

0 )( 

 
denklemi kullanılarak,

 

n

re

ceArr
2

0

2

4

0 )(


                 (3.92) 
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burada a0 Bohr yarıçapıdır. C sabiti  EĢ. 3.71 ifadesinden ; 
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1
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(3.94) 

 

olarak bulunur. Pozitif değerler için, 

 

1lC                   (3.95) 

 

olarak elde edilir. 

 

b) Üç Boyutlu Harmonik Salınıcı için cebirsel yapı : 
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bu denklemdeki harmonik ossilatör ve merkezkaç potansiyelinin grafiği Ģekilde 

görüldüğü  gibidir, 
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ġekil 3.4.  Harmonik ossilatör potansiyeli  noktalı olan çizgi, merkezkaç  potansiyeli  

                 kesikli olan çizgi, toplam potansiyel ise sürekli olan çizgidir. 
  

EĢ.3.96‟da her iki taraf β
2
/4 ile çarpılıp R= β

- 
r  ve P = βp yazılırsa, 
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EĢ. 3.34 – 3.36  ifadesinden , 
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bu denklem EĢ. 3.44 ifadesi ile karĢılaĢtırıldığında  
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4
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(3.101)

 

 

özdeğer deklemi yazılabilir, 
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EĢ. 3.65  ifadesinden, 
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(3.103) 
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       (3.104) 

 

bulunur.  Böylece enerji özdeğerleri, 

 

)2/32( lnE r

   

; 

   

lnN r2

             

(3.105)
 

 

)2/3(NE                (3.106) 

 

olur. EĢ. 3.104 ve EĢ. 3.105‟ den yararlanarak  harmonik ossilatörün enerji spektrum 

grafiğinde de merdiven operatörlerinin etkisi Ģekildeki gibi gösterilebilir,  
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ġekil 3.5. Harmonik  ossilatörün  enerji  spektrumunda  alçaltıcı  ve  yükseltici  

                operatörler bir durumu bir üst veya bir alt duruma geçirirler. 

  

dalga fonksiyonu aĢağıdaki gibidir , 
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0 )( rCeArr
               

(3.107) 

 

β „ nın değeri yerine yazıldığında, 
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olur. EĢ. 3.71  ifadesinden C sabiti, 
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pozitif değerler için, 
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1lC                 (3.110)
 

 

elde edilir. 

 

3.3. Harmonik Salınıcı Ve Ters Kare Potansiyeli  Ġçin Cebirsel YaklaĢım : 

 

Keyfi bir N boyutunda schrödinger denklemi , 
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(3.111) 

 

ile verilir. Burada V(r) ; 
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                     (3.112) 

 

Ģeklindedir.[14] Dalga fonksiyonu ; 
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Ģeklindedir. N  sadece açısal değiĢkenleri içerir. Örneğin N=3 için ; 
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N>3 için  ΛN „in  açık ifadesine gerek yoktur. Çünkü orijine göre küresel simetrik 

olan bir fonksiyon orijin merkezli ve r yarıçaplı küre üzerindeki noktalarda sadece r 
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yarıçapına bağlı olup θ ve φ değiĢkenlerine bağlı değildir.  Laplasyenin kullanıĢlı bir 

ifadesi ; 
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(3.116)
 

 

Ģeklindedir.[15] Burada  )(lmY  ; L
2
 „nin )2( N  özdeğerli özfonksiyonudur. 

Böylece  1m
 
 seçildiğinde ; 
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olur. Burada ; 2)2/1(
2

1
NL 

 
Ģeklinde sabittir. ρ=r

2
 seçilerek EĢ. 

3.117 ifadesi aĢağıdaki Ģekilde elde edilir. 
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Asimptotik DavranıĢ : ρ→∞ limiti için ; 
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)()( 2/

nlnl FeR
               

(3.120) 

 

benzer Ģekilde

    

ρ→0 limiti için ; 

 

)(nlR
                

(3.121) 

bu durumda dalga fonksiyonu ; 
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)()( 2/
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(3.122) 

 

bu çözüm EĢ. 3.118 ifadesinde kullanılırsa ; 
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olur. Özfonksiyon konfluent hipergeometrik fonksiyon cinsinden ; 
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Ģeklinde yazılabilir. Enerji özdeğerleri ; 
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olarak elde edilir. Laguerre polinomlarının dikliğinden faydalanılarak N 

normalizasyon katsayısı bulunabilir. 
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 (3.128) 

 

buradan N; 
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)2/12(/!2 nnNn  
 ve             (3.129) 

 

)()( 2/122/

nnn LeNR               (3.130)
 

 

olur. Merdiven operatörlerini kurmak için dd /  türev operatörü dalga fonksiyonuna 

etki ettirilir ; 
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Laguerre polinomları için kullanılan iki rekürans bağıntısı aĢağıdaki gibidir; 
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EĢ. 3.132 ifadesi  EĢ. 3.131‟de kullanılırsa; 
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denklemi Rn-1cinsinden yazabilmek için ; 
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ile verilir. Böylece EĢ. 3.131 denklemi ; 
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haline gelir. Benzer Ģekilde EĢ. 3.133 bağıntısı kullanılarak EĢ. 3.131 ifadesinin sağ 

tarafı ; 
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haline gelir. Böylece EĢ. 3.131  ifadesi , 
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olur. EĢ. 3.139 ifadesi –ρ , EĢ. 3.142 ifadesi de ρ ile soldan çarpılırsa ; 
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elde edilir. Burada  n  sayı operatörü olup ; 
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(3.144) 
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Ģeklinde tanımlanır. Merdiven operatörlerinin özdeğerleri , 
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olarak bulunur. Taban durum dalga fonksiyonuna artırıcı iĢlemci n defa uygulanırsa; 
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bulunan operatörlerin komütasyon bağıntıları Ģu Ģekildedir.; 
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M- ve M+ ifadeleri toplanırsa ; 

 

MMn 2/122   bulunur.
             

(3.152) 
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benzer Ģekilde ; 
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böylece cebir yapısı ; 
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olarak elde edilir. Bu ise  
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KKK ],[ 0     ,    02],[ KKK
     

       (3.163) 

 

grup jeneratörlerine sahip olan SU(1,1) cebrini sağlar.[16] Beklenen değerler 

aĢağıdaki gibi bulunur, 
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MMn 2/122              (3.164) 
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3.4. Morse Potansiyeli  Ġçin Cebirsel YaklaĢım : 

 

Çift atomlu moleküllerdeki atomların denge konumları etrafındaki titreĢimleri Morse 

potansiyel enerjisi ile verilir. Gerçek bir molekül tam bir harmonik ossilatör gibi 

davranmaz.  Çünkü iki atomlu bir molekülün daha yüksek titreĢim halleri bilinen 

harmonik ossilatör potansiyel fonksiyonuna tam olarak uymaz. ġekil3.6‟dan 

görüleceği gibi enerji düzeyleri arttıkça, molekülün potansiyel enerjisine ait 

parabolik yaklaĢıklık daha az doğru olur; yani molekülün potansiyel enerjisi bu 

yaklaĢıklıktan uzaklaĢır; Bu sebepten gerçek moleküllere anharmonik (harmonik 

olmayan) ossilatör denir. Böylece Morse potansiyel fonksiyonu harmonik ossilatör 

potansiyel fonksiyonundan daha iyi bir yaklaĢıklık olmaktadır.  
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ġekil 3.6. Harmonik ossilatör ve Morse potansiyel eğrilerinin artan enerji düzeyinde   

                karĢılaĢtırılması 

 

Morse potansiyeli Ģu Ģekildedir, 

 

VM(x) = De(1-e
-β(x-x

0
)
)

2
                       (3.168) 

 

burada x0 denge uzaklığı, x bağ uzunluğu, De  ise molekülün ayrıĢma enerjisini ölçen 

bir niceliktir.(veya potansiyelin minimum derinliği). β  ise potansiyel
 
kuyusunun

 
geniĢliğini belirleyen moleküle ait bir sabit olup

  
02/ Vk

  
ile verilir. 

 

Quantum harmonik ossilatöre benzer Ģekilde, hamiltonyen için faktörizasyon metodu 

uygulanıp merdiven operatörleri kurularak, Morse potansiyeli için de  enerji öz 

fonksiyonları ve özdeğerleri hesaplanabilir. Ve  komütasyon bağıntılarından hangi 

cebir yapısını sağladığı bulunabilir. 
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Birbirinden ayrık olan (serbest) atomların enerji düzeyleri, enerjinin sıfır olduğu limit 

olarak kabul edilirse Morse potansiyeli aĢağıdaki Ģekilde yazılabilir, [17]  
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(3.169) 

 

Morse potansiyeli için Schrödinger dalga dekleminin çözümü Ģu Ģekildedir, 
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aĢağıdaki biçimde verilen,  
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                  (3.171) 

 

değiĢkeni kullanıldığında Schrödinger denklemi, 
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biçimine indirgenebilir. Burada, 
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dönüĢümleri yapılmıĢtır. Sınır koĢulları göz önüne alındığında (y→∞ ve y→0), EĢ. 

3.172 ifadesi için yalnız  2/ye   ve  sy  çözümleri uygundur.[18] 
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)(2/ ywye sy                             (3.175) 

 

yazılabilir. Bu fonksiyon  EĢ. 3.172 ifadesinde yerine konursa  
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Ģeklinde elde edilen denklem asosye Laguerre diferansiyel denklemidir. Ve
  

)(yw

fonksiyonu, 
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Ģeklinde yazılabilir. Böylece dalga denkleminin çözümü, 
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Ģeklinde olur.  )(2 yL s

n  birleĢik Laguerre fonksiyonudur. Burada xey  ile verilen 

ifade , konum koordinatıdır ve  EĢ. 3.178‟deki dalga fonksiyonu  normalize 

edildiğinde nN  normalizasyon sabiti, 
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olarak  bulunur.  2s=υ-2n-1 sınır Ģartı kullanılarak  υ ve s değiĢkenleri sırasıyla  
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(3.180)

    

 

Ģeklinde verilir. Burada μ , molekülün indirgenmiĢ kütlesidir. Diferansiyel 

operatörler, aĢağıdaki yöntem  kullanılarak kurulabilir.  
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  (3.181) 
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buna göre d/dy diferansiyel operatörü dalga fonksiyonuna etki ettirilirse; 
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olur. BirleĢik Laguerre fonksiyonu için aĢağıdaki tekrarlama bağıntısı kullanılabilir, 
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bu denklem  EĢ. 3.183  ifadesinde yerine yazılırsa , 
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denklemi elde edilir. Denklemde 1/ nn NN  değeri gama fonksiyonundan 

yararlanılarak , 2s=ν-2n-1 sınır Ģartı altında yazıldığında aĢağıdaki eksiltici operatör 

tanımlanabilir, 
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eksiltici operatörün dalga fonksiyonuna etkisi, 
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Ģeklindedir. Burada k - ; 
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olarak bulunur. Artırıcı operatör de benzer Ģekilde bulunabilir. Laguerre polinomları 

için verilen iki rekürans bağıntısı aĢağıdaki gibidir, 
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EĢ. 3.190   ve   EĢ. 3.191  ifadeleri birbirine eĢitlenirse, 
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 denklemi elde edilir. EĢ. 3.192 ifadesi  tekrar EĢ. 3.190 ifadesinde kullanılarak;      
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dy

d
y nnn            

             (3.193)
 

  

Laguerre  polinomları için verilen 
 

)()()( 1

1 yLyLyL nnn  
eĢitliği  kullanılarak  

EĢ. 3.192 
 
bağıntısı Ģu hale gelir,
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1 2

11 yLyL
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y
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n
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       (3.194)                                                                                                                                                                            
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bu ifade  EĢ. 3.193 bağıntısında kullanılarak , 
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(3.195) 
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K  operatörüne benzer Ģekilde, 

 

s

s
ss

y
s

dy

d
K

1

2
)12(

1
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       (3.197) 

 

artırıcı operatörün dalga fonksiyonuna etkisi, 

 

)()( 1 ykyK nn        
       (3.198) 

 

Ģeklindedir. Burada k+ , 

 

)1)(1( nnk
            

       (3.199) 

 

olarak bulunur. 

 

Ģimdi 
  

K  ve K  operatörlerinin komütasyonuna bakılabilir, 

 

[ K , K ] = K K n  - K K n
             

= K 1)( nnn - K 1)1)(1( nnn  

= nnnnn )()( - nnnnn )1)(1()1)(1(  
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12n                     (3.200) 

 

buna göre aranılan komütasyon bağıntısı, 

 

)(2)(],[ 0 ykyKK nn               
(3.201) 

 

 Ģeklindedir. Burada k0 , 

 

 2

1
0 nk

                    
(3.202)

  

 

olarak verilir. Bu ifadeden aĢağıdaki operatör tanımlanabilir,    

                                                                                                                                                                                                 

2

1
0 nK

                 
(3.203) 

 

[ 0K , K ] ve ],[ 0 KK komütasyonları da benzer Ģekilde bulunabilir. Sonuç olarak 

KK ,  ve 0K  operatörleri için aĢağıdaki komütasyon bağıntıları elde edilir.

 
 

02],[ KKK

   

,   KKK ],[ 0

   

,     KKK 2],[ 0          (3.204) 

 

Komütasyon bağıntıları SU(2)  grubunu sağlar.[19] 

 

KK ,  ifadeleri kullanılarak 1/y ve d/dy ifadeleri bulunabilir. EĢ. 3.187 – EĢ. 3.197
 

ifadelerinden, K
 

ve
  

K  ifadeleri toplanarak d/dy  , çıkartılarak  1/y ifadesi 

hesaplanır.  

 

]
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1
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s
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d
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s
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(3.205) 
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(3.206) 

 

olarak bulunur. Bu iki fonksiyon için beklenen değerler hesaplanabilir, 
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(3.207) 

 

benzer Ģekilde d/dy için aĢağıdaki ifade bulunur, 

 

n
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n
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               (3.208) 

 

3.4.1. Morse potansiyeli için harmonik limit  

 

β→0 ve V0→∞ limitinde Morse potansiyel problemi standart harmonik ossilatör 

problemine dönüĢtürülebilir. ( 02/ Vk ) 
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(3.209) 

 

denklemi V0→∞ limitinde   

 

...
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1
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(3.210) 

 

açılımı kullanılarak , 

 

2

2

1
lim
0

kxVMORSE
V         

       (3.211) 

 

β→0 limitinde 

  

xey  denklemi, 

 

)1( xy     ,   )1(
11

x
y

             

(3.212) 

 

denklemine dönüĢür. Böylece  d/dy  ifadesi, 

 

dx

d

ydy

d 11
                 (3.213) 

 

denklemine indirgenir. 

 

dx

d

dx

d
x

dy

d 11
])1(

11
[limlim

         

       (3.214) 

 

bu limit durumunda },,{ 0)2( KKKGSU  
cebrinin de   harmonik salınıcı cebrine 

dönüĢmesi beklenir. Bu yüzden SU(2) grubunun jeneratörleri olan 0,, KKK  

iĢlemcilerinin ν→∞  limitindeki değerleri  yazılabilir.. 
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K
b          

K
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0

0

K
b

                 
 (3.215) 

 

Ģeklinde tekrar normalize edilebilir. 

 

Burada 
2

0KH


  
ve  

2

2

   
olduğundan, 

 

dx

d
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2
lim  

  =
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a                    (3.216) 
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d
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a                 (3.217) 

 

2

1
lim 0b

                   
(3.218) 

 

a  ve a
+ 

 operatörleri beklendiği gibi aĢağıdaki bağıntıları sağlarlar. 

 

[a,a
+
] = 1   ,   [a

+
,a

+
] = [a,a] = 0                   (3.219) 

 

böylece harmonik limitde  SU(2) cebri Weyl cebrine büzülür. 

 

 }1,,{lim )2( aaGSU   

 

Ģeklinde ifade edilebilir.  
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3.5. Ġki Boyutlu  Pseudoharmonik Potansiyel  Ġçin Cebirsel YaklaĢım : 

 

Pseudoharmonik potansiyel harmonik potansiyele benzemekle beraber anharmonik 

tipte bir potansiyeldir. Ve molekül sistemlerinin daha doğru bir matematiksel 

yaklaĢımını vermektedir. Bu potansiyel lineer, nonlineer sistemleri ve molekül 

titreĢimlerini tanımlamak kullanılabilir. Ayrıca iki atomlu moleküllerin de 

karakteristik yapısı bu potansiyel tanımıyla analiz edilebilir. 

 

 Ġki boyutta pseudoharmonik potansiyel için yazılan schrödinger denklemi sadece 

orijinden olan r uzaklığına bağlıdır. 
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        (3.220) 

 

burada μ indirgenmiĢ kütle,  E enerji, k kuvvet sabiti, 0r  bağ denge uzunluğudur. 

burada V(r), pseudoharmonik potansiyel olarak,  

 

                    20
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0 )(
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1
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r

r

r
krrV

        

       (3.221) 

 

ile  verilir.[20] Bu potansiyel için schrödinger denklemi çözülerek dalga fonksiyonu,   

       

   
)(),(

2

rRrNer imr

                          (3.222) 

 

olarak elde edilir. Burada m=1,2… açısal momentum kuantum sayısı, N 

normalizasyon katsayısı olarak verilir. Bulunan dalga fonksiyonu (3.220) 

denkleminde yerine konulursa radyal denklem, 
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(3.223) 

 

Ģeklinde elde edilir. Burada α  ve β parametreleri 
2r   ve  

2r  „li terimleri 

kaldırabilmek için aĢağıdaki gibi seçilebilir. 
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(3.224) 

 

22 r  Ģeklinde yeni bir değiĢken değiĢtirmesi yapıldığında EĢ. 3.223 ifadesi 

aĢağıdaki Ģekilde yazılır. 
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(3.225)

        

 

bu denklem asosiye Laguerre diferansiyel denklemidir. Bu denklemin çözümünden 

elde edilen dalga fonksiyonu  aĢağıdaki gibidir. 
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       (3.226) 

 

bu dalga fonksiyonu Laguerre fonksiyonlarının diklik bağıntısından faydalanarak 

normalize edildiğinde normalizasyon katsayısı,   

 

)!(2

!
,

n

kn
N mn

                        
, 
      

2/1

2

4

02 )
4

(


kr
m             (3.227) 

 

Ģeklinde bulunur. Enerji  özdeğerleri  aĢağıdaki gibidir,            
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burada  0r  çok büyük veya çok küçük olduğunda, 
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Asosiye laguerre fonksiyonları için aĢağıdaki rekürans bağıntıları yazılabilir 

 

0)()12()()()()1( 11 nnn LnLnLn
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(3.233) 

 

),(, rmn   dalga fonksiyonunun türevi 
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(3.234) 

 

Ģeklindedir. EĢ.3.231 „den  aĢağıdaki tekrarlama bağıntısı elde edilir. 

 

),()(),()1)(1( ),1(),1( rnnrnn mnmn       
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           =
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(3.235)
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bu adımdan sonra çarpanlarına ayırma metodu ile  merdiven operatörleri kurulabilir 

ve grup yapısı elde edilebilir. Ġlk olarak aĢağıdaki gibi üç operatör tanımlayalım, 

 

± ),(),( ),1(, rr mnmn 
                (3.238) 

 

),(),( ,, rnrn mnmn                (3.239) 

 

burada n  sayı operatörü olarak tanımlanır. Yaratıcı ve yok edici operatörler 

aĢağıdaki gibidir,  

 

+ = 1
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(3.240) 
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EĢ. 3.236 ve  EĢ. 3.237‟den 

 

 

- ),(),( ),1(, rr mnmn        ,        )(nn
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(3.243)
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elde edilir. Komütasyon bağıntısı 

 

[ - , +] ),()12(),( ,, rnr mnmn 2 0                      (3.244)
 

 

Ģeklindedir. Burada
 

0  ,
 

 

0  = 
2

)1(
n

                   
(3.245) 

 

Ģeklinde tanımlanır.  

 

0 ),(),( ,0, rr mnmn         
2

)1(
0 n                  (3.246) 

 

elde edilen komütasyon bağıntıları Ģu Ģekildedir. 

 

[ - , +]=2 0   ,              [ 0 , ±]=± ±                      (3.247) 

 

  ± ve 0  operatörlerinin komütasyon bağıntıları SU(1,1) grubunu sağlar. Matris 

elemanları aĢağıdaki Ģekilde hesaplanabilir. 

 

ξ =  2 0  - + - -                       (3.248) 

 

2  +  - - - 1                  (3.249) 

 

nn n 2 0  - + - - n
  
    

              = ',)12( nnn  - )1'()1'( )'(')1')(1'( nnnn nnnn
   

     (3.250) 

 

nn 2 n  +  - - - 1  n  
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')1'()1'( )'(')1')(1'( nnnnnn nnnn
           

(3.251) 

 

3.6. N Boyutlu  Pseudoharmonik Potansiyel  Ġçin Cebirsel YaklaĢım : 

 

Bölüm (3.4)‟ de incelenen Pseudoharmonik Potansiyel  problemi N boyuta 

genelleĢtirilebilir.[21] 
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               (3.252)

  

 

Ģeklinde verilen

 

pseudoharmonik potansiyel  ile 

 

keyfi bir N boyutunda schrödinger

 
denklemi, 
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(3.253) 

 

Ģeklinde yazılır. N boyutta laplasyen aĢağıadaki gibidir, 
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Burada N  , 
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Ģeklindedir.
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EĢ. 3.256 ifadesi  EĢ. 3.253 ifadesinde yazıldığında 
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                (3.257) 
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       (3.258) 

 

olur.
 
Burada E enerji özdeğeri ve   açısal momentum kuantum sayısıdır. AĢağıda,     
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(3.259)

   

 

ġeklinde bir  terim tanımlanırsa  EĢ. 3.257  ifadesi, 
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formunda olur. Burada 
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              (3.261) 

 

ile verilir. Radyal dalga fonksiyonunun r→0 ve r→∞ limitindeki  kabul edilebilir 

çözümleri, 
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Ģeklindedir. Bu çözüm EĢ. 3.260 ifadesinde yerine konulduğunda, 
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(3.264) 

 

Ģeklinde λ değeri de  denklemde yazılırsa, 
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               (3.265) 

 

olur. AĢağıdaki değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa EĢ. 3.265 ifadesi 
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(3.267) 

 

formunda olur. Bu denklemin çözümü konfluent hipergeometrik fonksiyonlar 

cinsinden , 
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Ģeklinde yazılabilir. Hipergeometrik fonksiyonun içindeki virgülden önceki ilk terim 

aĢağıdaki gibi,  
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;   nr = 0,1,2…           (3.269) 

 

Ģeklinde adlandırılırsa  bu denklem bize aĢağıdaki  enerji özdeğerlerini verir. 
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(3.270) 

 

Böylece radyal Schrödinger denkleminin normalize edilmeyen özfonksiyonu,  
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(3.271) 

 

Ģeklindedir.  
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(3.272) 

 

denklemi  kullanılarak dalga fonksiyonu normalize edilebilir. Konfluent
 

hipergeometrik fonksiyonun Laguerre polinomu cinsinden açılımı,  
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(3.273) 

 

Ģeklindedir. Laguerre polinomları için diklik bağıntısı ise aĢağıdaki gibidir,  
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buna göre normalizasyon sabiti, 
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(3.275) 

 

olarak  bulunur.

 

Böylece  EĢ. 3.271 ifadesi , 
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           (3.276) 

 

ve bu dalga fonksiyonuna karĢı gelen enerji özdeğeri, 
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(3.277) 

 

olarak bulunur. Sonuç olarak N boyutta bu potansiyelin toplam enerji 

özfonksiyonları, 
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Ģeklinde özetle verilebilir. Daha önce bahsedildiği gibi )( N

mY  küresel 

harmoniklerdir.  
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Dalga fonksiyonu elde edildiğinden merdiven operatörleri kurulabilir. Artırıcı 

eksiltici operatörlerin dalga fonksiyonuna etkisi aĢağıdaki gibidir, 

  

± ),(),( ),1(, rr mnmn 
             

(3.279) 

 

bu operatörler genel olarak aĢağıdaki  diferansiyel operatör formundadırlar.  
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EĢ. 3.276‟ daki dalga fonksiyonu  λ cinsinden tekrar  yazılabilir,  
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Benzer Ģekilde normalizasyon sabiti de
  

λ cinsinden yazılabilir, 
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EĢ. 3.280 ifadesine göre dalga fonksiyonunun her iki tarafının
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ye göre türevi 

alındığında , 
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olur. Bu denklemin son kısmı için Laguerre polinomlarının  aĢağıdaki  
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rekürans bağıntısı kullanılabilir. (x = 2λr
2
) 
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bu denklem  EĢ. 3.283 ifadesinde kullanıldığında, 
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elde edilir.

  1/ nn NN   değeri denklemde yerine yazıldığında, 
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böylece 
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olarak bulunur. 
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- özdeğerleri de, 
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olarak bulunur. Benzer Ģekilde
 

+  bulunabilir. 
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dalga fonksiyonunun türevinin  son kısmı için bu defa, 
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rekürans bağıntısı kullanıldığında, 
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bulunur.  
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+ özdeğerleri de, 
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Ģeklinde bulunur. Buna göre
 -  ve + ‘nın komütasyonu, 
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olur. Burada,  
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olarak tanımlanır. 0, - komütasyonuna bakıldığında, 
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bu komütasyon bağıntıları  SU(1,1)~SO(2,1) grubunu  sağlar.[22]  
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AĢağıdaki ifadeler  ± ve 0  operatörleri kullanılarak hesaplanabilir, 
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Ģeklinde bulunur. Benzer Ģekilde, 
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N
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bulunur. 

 

3.7. Pöschl-Teller  Potansiyeli  Ġçin Cebirsel YaklaĢım  

 

Anharmonik tipte bir potansiyeldir. Ve molekül sistemlerinin titreĢim enerjilerini 

tanımlar. Moleküldeki her bir bağ bu anharmonik tipteki potansiyeli içeren salınıcı 

gibi düĢünülebilir. Ayrıca bağların bükülme titreĢimlerini tanımlamak için uygundur. 

Potansiyel ifadesi Ģu  Ģekildedir, 

 

)(cosh
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2 x

D
xV

                 
(3.305) 

 

Burada D kuyu derinliği α , potansiyelin büyüklüğüyle ilgili bir sabit ve x denge 

noktasından olan bağıl uzaklıktır. Bu potansiyelin grafiği aĢağıdaki gibidir. 

 

 

ġekil 3.7   m/2   için Pöschl-Teller  Potansiyeli   

 

Bu potansiyel ile birlikte schrödinger denklemi, 
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(3.306) 

 

Ģeklindedir Burada μ molekülün  indirgenmiĢ kütlesidir. Ve q potansiyelin derinliği 

ile ilgilidir. Denklemin çözümünden elde edilen dalga fonksiyonu aĢağıdaki 

gibidir,[23] 
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burada, 
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(3.309) 

 

ile verilir. ġimdi PT potansiyeline ait merdiven operatörlerini kurmak için 

faktörizasyon metodu uygulanabilir, 
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(3.310) 

 

 bu operatör genel olarak aĢağıdaki diferansiyel formda yazılır, 

 

)()( uB
du

d
uAP

              
(3.311) 

 

Pöschl-Teller dalga fonksiyonuna d/du diferansiyel operatörü etki ettirilerek artırıcı-

eksiltici iĢlemciler kurulabilir .   
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(3.312) 

 

denklemin sol tarafındaki türevden kurtulmak için, 
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eĢitliği kullanıldığında [24] ,  EĢ. 3.312, 
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olur. Normalizasyon sabitinin değeri denklemde yerine yazılırsa  
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(3.315) 

 

denklemi elde edilir. Buradan P  eksiltici operatör tanımlanabilir, 
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nq   değeri yerine yazılırsa,  
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(3.317) 

    

 

olur. Eksiltici operatörün dalga fonksiyonuna etkisi aĢağıdaki gibidir, 
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P )()( 1 upu nn                    
(3.318)

     
 

nqn 22122  değeri yerine yazılırsa EĢ. 3.315 ifadesinden eksiltici 

operatörün özdeğeri aĢağıdaki gibi bulunur.  

 

)( nnp
               

(3.319) 

      
 

denklemden de anlaĢıldığı gibi eksiltici operatör  )(0 u  taban durumunu yok 

etmektedir. 

Eksiltici operatöre benzer Ģekilde, P  artırıcı operatör aĢağıdaki tekrarlama bağıntısı 

kullanılarak bulunabilir,[25] 
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EĢ. 3.313  ifadesi  bu denklemde yerine yazılırsa, 
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normalizasyon sabitinin değeri yerine yazıldığında denklem, 
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haline gelir. Buradan P  artırıcı operatör tanımlanabilir, 
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bu operatörün dalga fonksiyonuna etkisi, 

 

P )()( 1 upu nn                                                                                
(3.324)

      
 

Ģeklindedir. Özdeğerleri ise, 

 

)1)(1( nnp
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Ģeklindedir. Artırıcı operatörün taban durum dalga fonksiyonuna etkisi aĢağıdaki 

gibidir. 
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(3.326) 

   
 

bulunan merdiven operatörlerinin komütasyon bağıntıları aĢağıdaki gibidir. 
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burada 0p ; 

 

)
2

1
(0 np

                   
(3.328)

  
 

Ģeklindedir. Bu değere karĢılık gelen 0P  operatörü aĢağıdaki Ģekilde tanımlanabilir, 
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sonuç olarak 0,P  operatörleri aĢağıdaki komütasyon bağıntılarını sağlarlar, 
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(3.330) 
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bu komütasyon bağıntıları SU(2) grubunu sağlarlar. Ayrıca aĢağıdaki ifadeler 

merdiven operatörleri kullanılarak hesaplanabilir, 
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benzer Ģekilde, 
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olarak elde edilir. 
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3.8. Harmonik Salınıcı, Ters Kare ve Coulomb Potansiyeli  Ġçin Cebirsel    

        YaklaĢım  

 

Harmonik salınıcı için hermite; coulomb, morse , pseudoharmonik ve diğer 

potansiyeller için Laguerre denklemi kullanılmıĢtır. Buna göre  aynı anda verilen bu 

üç potansiyel için Schrödinger denkleminin çözümü hangi diferansiyel denklem 

formundadır ? 

 

Genel olarak bu etkin potansiyel, 
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olmak üzere; ( 1m ) 
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 seçilirse EĢ. 3.111 denkleminde verilen Schrödinger denklemi, 
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olur. 
2ur  dönüĢümü yapıldığında,  
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bulunur. Burada, 
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kullanılmıĢtır. Denklemin çözümü için dalga fonksiyonu aĢağıdaki gibi seçilirse, 
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denklemi bulunur. Parantezlerin içi ayrı ayrı sıfır olması gerekeceğinden, 
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olur. Bunlar  EĢ. 3.342 ifadesinde yerine yazılırsa, 
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elde edilir. EĢ. 3.338 ile verilen etkin potansiyel ifadesi bu eĢitlikte yazılıp denklem 

düzenlenirse, 
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olur. )(u  fonksiyonu EĢ. 3.341   ve EĢ. 3.344  ifadeleri kullanıldığında, 
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 değerleri  EĢ.3.339  ifadesinde yazılıp denklem düzenlenirse, 
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Ģeklinde Schrödinger tipi denklem elde edilir, buradan da verilen bir n değeri için  

)(u fonksiyonu belirlenip diferansiyel denklem sadece cebrik iĢlemlerle çözülebilir. 

Sonuçlardan da parametreler arasındaki iliĢkiler yardımıyla enerji özdeğerleri 

belirlenir.[26] 

 

Genel olarak anharmonik tipte kuvvet serisi Ģeklindeki bazı potansiyeller için 

Schrödinger denkleminin tam çözümü, 
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Ģeklinde verilen Kamke diferansiyel denklemi ve bu denklemin çözümleri olan, 
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ile verilir. 
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formuna gelir.  

 

bu potansiyele ait bir cebir yapısı incelenebilir, 
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olarak tanımlanırsa, 



 78 

22 2],[ BBH  , 
22 2],[ BBH ,   HBB 4],[ 22           

(3.360) 

 

olur. Bu sonuca göre
 2, BH  ve 2B  SU(1,1)‟in grup jeneratörleridir.[27] 

Komütasyon bağıntıları hesaplanırken, 
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bağıntıları kullanılmıĢtır. Buna göre )(xE
, hamiltonyenin özfonksiyonu ise,  
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yazılabileceğinden )(2 xB E  ve  )(2 xB E  „de hamiltonyenin sırasıyla (E+2) ve 

(E-2) özdeğerli özfonksiyonlarıdır. Hamiltonyenin enerji özdeğer ve özfonksiyonları 

Schrödinger denklemi çözülmeden sadece cebirsel iĢlemle bulunabilir. 0  taban 

durum dalga fonksiyonu olmak üzere, 
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olur. Enerji özdeğerleri, 
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özdeğer denkleminden, 
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olarak bulunur. Keyfi bir n boyutunda n  dalga fonksiyonu, yükseltici operatörün 

taban durum dalga fonksiyonuna n defa uygulanması ile aĢağıdaki gibi bulunabilir. 
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Eğer potansiyel, 
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olarak tanımlanan operatörlerin de, EĢ. 3.361-3.362.-3.363. ifadeleri kullanılarak, 

aĢağıdaki komütasyon bağıntılarını  sağladıkları görülür.  
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Yazılan komutasyon bağıntılarına göre 2C  , 2C  ve H  operatörleri de SU(1,1) 

grubunun jeneratörleridir. EĢ. 3.65 ifadesine benzer Ģekilde 0  taban durum dalga 

fonksiyonu olmak üzere, 
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Ģeklinde bulunur.  
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4. SONUÇ 

 

Bu tez çalıĢmasında çeĢitli potansiyeller için Schrödinger denkleminin iĢlemciler 

metodu kullanılarak çözümü incelendi. enerji özdeğerleri ve özfonksiyonları 

bulundu. 

 

Bu metod genel olarak radyal Schrödinger denkleminin faktörizasyon metodu 

uygulanarak ayrıĢtırılması esasına dayanır. 

 

Faktörizasyon metoduyla hamiltonyen ayrıĢtırıldıktan sonra merdiven iĢlemcileri 

kurulur. Bu adımdan sonra enerji özdeğerleri ve özfonksiyonları, beklenen değerler 

ve sistemle ilgili her türlü ifade merdiven iĢlemciler kullanılarak bulunabilir.  

 

Faktörizasyon metodunun bilinen kuantum sistemlerine uygulanması, 2. Bölümde 

anlatılan ve oldukça uzun hesaplar gerektiren standart diferansiyel denklem 

çözümlerinin yerini alacaktır. Bu ise kuantum mekaniğinin hem anlatılması hem de 

hesaplanmasını oldukça sadeleĢtirecektir. 

 

Bu metod, bir sistem için merdiven operatörleri kurulup elde edilen komütasyon 

bağıntılarından sistemin sağladığı cebir bulunduğunda, aynı cebri sağlayan benzer 

sistemlere de uygulanabilmektedir. Ve benzer sistemin çözümü doğrudan 

öngörülebilmektedir. Ayrıca üçüncü bölümde incelenen potansiyellerin  Schrödinger  

denkleminin çözülmesinden elde edilen diferansiyel operatörler, aynı sistem  için 

farklı Ģekillerde kurulabilmektedir. [28]  
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EK - 1  Laguerre polinomları için tekrarlama bağıntılarının ispatı 

 

Tekrarlama bağıntılarının ispatında kullanılacak olan Lagurre polinomları için 

doğurucu fonksiyon aĢağıdaki gibidir, 
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bu eĢitliğin ispatı için doğurucu fonksiyonun ρ‟ ya göre türevi alınırsa, 
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Toplamlar sadeleĢtirildiğinde, 
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denklemin ispatı için ilk ispattaki denklem tekrar yazılırsa 
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EK - 1 (Devam) Laguerre polinomları için tekrarlama bağıntılarının ispatı 
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bu eĢitliğin ispatı için de  doğurucu fonksiyonun  bu defa s‟ ye göre türevi alınırsa, 
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paydalar eĢitlendiğinde, 
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ms ‟ in katsayıları alınıp toplamlar sadeleĢtirilirse, 

 

)()1()()()()12()( 11

k

m

k

m

k

m

k

m LmLkmLkmL
 

 

bulunur. 
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Bu eĢitliğin ispatı için üçüncü bağıntının
  

ρ‟ ya göre türevi alınırsa, 
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EK - 1 (Devam) Laguerre polinomları için tekrarlama bağıntılarının ispatı
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ikinci ispatta bulunan )(1
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denklem düzenlendiğinde, 
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mL  ifadesi yerine yine ispat 2‟de verilen denklem yazılırsa (bu defa m→ 
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bu ifade de yukarıdaki denklemde yazılırsa gerekli sadeleĢtirmelerden sonra, 
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bulunur. 
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EK – 2  Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonlar 

 

Hipergeometrik fonksiyonlar diğer özel fonksiyonların kendisi cinsinden 

yazılabildiği çok genel bir fonkiyondur. Hipergeometrik (veya Gauss) diferansiyel 

denklemi, 
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Ģeklindedir.[29]  

 

Pek çok 2. derece diferansiyel denklem hipergeometrik denklem ve (a,b,c) gibi üç 

parametre cinsinden sınıflandırılabilir. Tezde kullanılan ve hipergeometrik 

fonksiyonların özel bir hali olan konfluent hipergeometrik diferansiyel denklemi 

aĢağıdaki gibidir, 
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Laguerre fonksiyonları, konfluent hipergeometrik fonksiyon cinsinden, 
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Ģeklindedir. Burada 11F , 
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Ģeklindedir. Benzer Ģekilde Bessel fonksiyonları, konfluent hipergeometrik
 
fonksiyon

 

cinsinden, 
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EK - 2 (Devam) Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonlar
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Ģeklindedir. Benzer Ģekilde Legendre fonksiyonları, konfluent hipergeometrik
 

fonksiyon cinsinden; 
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Ģeklinde verilir.
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