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1.GİRİŞ

Bu çalışmanın çıkış noktası Thorpe (1979) tarafından ispatlanan “ Bir α eğrisinin ᾱ tabii

liftinin, X jeodezik sprayı için bir integral eğrisi olabilmesi için gerek ve yeter şart α nın M

üzerinde bir jeodezik olmasıdır. “ teoremidir.

Çalışkan ve Sivridağ (1991) M̄- jeodezik spray ve M̄- integral eğrisi kavramlarını tanım-

layarak “ Bir α eğrisinin ᾱ tabii liftinin, Z M̄ jeodezik sprayı için bir M̄- integral eğrisi

olabilmesi için gerek ve yeter şart α nın M üzerinde bir M̄- jeodezik olmasıdır. “ teoremini

ispatlamışlardır.

Daha sonra Çalışkan ve Karaca (2014) Thorpe tarafından verilen yukarıdaki teoremin dual

uzayda ispatını vermişlerdir.

Bu tez çalışmasında ilk olarak dual uzayda M̄- vektör alanı, M̄- integral eğrisi ve M̄- jeodezik

spray kavramları verilmiştir. Daha sonra Çalışkan ve Sivridağ (1991) tarafından ispatlanan

“ Bir α eğrisinin ᾱ tabii liftinin, Z M̄ jeodezik spray için bir M̄- integral eğrisi olabilmesi

için gerek ve yeter şart α nın M üzerinde bir M̄- jeodezik olmasıdır. “ teoremi dual uzayda

ispatlanmıştır.
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2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde Öklid uzayına ve dual uzaya ait temel kavramlara yer verilmiştir.

2.1. Öklid Uzayı

2.1.Tanım

A bir reel afin uzay ve V de A ile birleşen vektör uzayı olsun.

〈,〉 :V ×V → R,(x = (x1, ...,xn),y = (y1, ...,yn))

(x,y)→ 〈x,y〉=
n

∑
i=1

xiyi

Öklid iç çarpımı V de bir iç çarpım işlemi olarak tanımlanırsa A da açı ve uzaklık gibi metrik

kavramlar bu işlem yardımı ile tanımlanabilir. A afin uzayı da böylece Öklid uzayı adını alır

[1].

2.2.Tanım

d : En×En→ R

(x,y) = d(x,y) = ‖~xy‖

biçimindeki d fonksiyonu En de Öklid metriği adını alır [1].

Burada En yerine Rn de alınabilir. Buna göre öklid iç çarpımının Rn de bir başka ifadesi,

∀α,β ∈ Rn için

〈α,β 〉= ‖α‖.‖β‖.cosθ

şeklindedir. Buradaki θ açısı α , β vektörlerinin arasındaki açıdır ve pozitif yönde ölçülür.

Buradan da

cosθ = 〈α,β 〉
‖α‖.‖β‖ dır.
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2.3.Tanım

{P0,P1, ...,Pn} En de sıralı bir nokta (n+ 1)- lisi ve {−−→P0P1,
−−→
P0P2, ...,

−−→
P0Pn} de Rn de buna

karşılık gelen vektör n- lisi olmak üzere Rn için {−−→P0P1,
−−→
P0P2, ...,

−−→
P0Pn} bir ortonormal baz ise

{P0,P1, ...,Pn} sistemine En in bir dik çatısı yada Öklid çatısı denir [1].

2.2. Topolojik Manifoldlar

2.4.Tanım

Boşdan farklı bir cümle X olmak üzere τ , X in alt kümelerinin koleksiyonu olsun.Verilen bu

τ koleksiyonu

T 1)X ,∅ ∈ τ,

T 2)∀A1,A2 ∈ τ ⇒ A1∩A2 ∈ τ,

T 3)Ai ∈ τ, i ∈ I,
⋃
i∈I

Ai ∈ τ

önermelerini doğrularsa τ ya X üzerinde bir topoloji denir.

2.5.Tanım

X bir cümle ve τ da X üzerinde bir topoloji olmak üzere (X ,τ) ikilisi bir topolojik uzay adını

alır [1].

2.6.Tanım

(X ,τ) bir topolojik uzay ve Y de X in bir alt cümlesi olsun. Y ∩Ai cümlesi ∀Ai ∈ τ için Y

de açık cümle olarak tanımlanıyor. Y de tanımlanan bu topoloji, X den indirgenmiş relatif

topoloji adını alır [1].
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2.7.Tanım

X, Y birer topolojik uzay olmak üzere

f : X → Y

şeklinde verilen foksiyon sürekli ise ve ayrıca f−1 mevcut ve f−1 de sürekli ise f fonksiyonu

X den Y ye bir homeomorfizm adını alır. f fonksiyonu bir homeomorfizm olduğu zaman X

ile Y uzaylarına da topolojik olarak denktirler veya kısaca homeomorfturlar denir [1].

2.3. Tanjant Vektörler ve Tanjant Uzaylar

2.8.Tanım

V vektör uzayı olmak üzere A da bu vektör uzayıyla birleşen afin uzay olsun. A da bir P

noktası V de de bir ~v vektörü için (P,~v) sıralı iklisine A afin uzayının P noktasındaki bir

tanjant vektörü denir [1].

TP(A) ifadesi A afin uzayının, P ∈ A noktasındaki tanjant vektörlerinin cümlesi olmak üzere,

TP(A) = {(P,~v) :~v ∈V} yada TP(A) = {P}×V

dir. (P,~v) ∈ TP(A) tanjant vektörü kısaca~vP ile gösterilir.

2.9.Tanım

TP(A) da toplama işlemi ve skaler ile çarpma işlemi, sırasıyla,

⊕ : TP(A)×TP(A)→ TP(A)

((P,~v),(P,~u))→ (P,~v)⊕ (P,~u) = (P,~v+~u)

yada

(~vP,~uP)→~vP⊕~uP = (~v+~u)P
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ve

� : R×TP(A)→ TP(A)

(λ ,(P,~v))→ λ � (P,~v) = (P,λ~v)

veya

(λ ,~vP)→ λ �~vP = (λ~v)P

şeklinde tanımlanır. {TP(A),⊕,R,+, .,�} altılısı öyleyse bir vektör uzayı olur.

2.10.Tanım

A afin uzay, P ∈ A olmak üzere {TP(A),⊕,R,+, .,�} vektör uzayına bu afin uzayın verilen

P noktasındaki tanjant uzayı denir. Kısaca TP(A) ile gösterilir [1].

M bir manifold ve V, M de herhangi bir komşuluk olsun. TP(V ), P ∈V noktasındaki tanjant

uzay olsun. V nin bütün noktalarındaki tanjant uzaylarının birleşimi

⋃
P∈V TP(V )

ile gösterilir. Bir

π :
⋃

P∈V TP(V )→V

dönüşümü ∀tp ∈ TP(V ) tanjant vektörü için

π(tp) = P

biçiminde tanımlansın. O zaman V komşuluğu üzerindeki bir vektör alanı tanımlanabilir.
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2.11.Tanım

V ⊆M üzerindeki bir vektör alanı operatörü

X : V →
⋃

P∈V TP(V )

biçiminde bir fonksiyondur, öyle ki

π ◦X = I : V →V

dönüşümü bir özdeşlik fonksiyonudur.

2.4. Jeodezik Spray ve İntegral Eğrisi

2.12.Tanım

En , n- boyutlu Öklid uzayı olmak üzere bu uzayda

M = {X ∈U ⊂ En | f : U → R, ~∇ f |P 6=~0,∀P ∈M}

ile tanımlanan M cümlesine, En de (n-1)- boyutlu hiperyüzey denir [1].

2.13.Tanım

M, En nin bir hiperyüzeyi ve N de M nin birim normal vektör alanı olsun. En deki konnek-

siyon D olmak üzere ∀X ∈ χ(M) için

S(X) = DX N

biçiminde tanımlı S dönüşümüne M üzerinde şekil operatörü (veya Weingarten dönüşümü)

denir [1].
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2.14.Tanım

M, En nin bir hiperyüzeyi ve S de M nin Weingarten dönüşümü, D, En nin Riemann konnek-

siyonu olsun. ∀X ,Y ∈ χ(M) için

D̄XY = DXY + 〈S(X),Y 〉N (2.1)

biçiminde tanımlanan D̄ operatörüne M üzerinde Gauss anlamında türev operatörü ve yuka-

rıdaki denkleme de M üzerinde Gauss denklemi denir [1].

2.15.Tanım

Birim hızlı bir α eğrisi α : I ⊂ R→ E3 şeklinde verilsin. α nın yay parametresi s ∈ I ol-

sun. T (s) = α̇(s) vektörü α eğrisinin birim teğet vektörü adını alır. α eğrisinin eğriliği

κ(s) = ‖α̈‖ olarak tanımlanır. N(s), α eğrisinin asli normal vektörü ve κ(s) 6= 0 olmak üzere

α̈ = κ(s).N(s) dir.B(s), α eğrisinin binormal vektörü olmak üzere bu da B(s) = T (s)×N(s)

ile tanımlanır. T (s),N(s),B(s), α eğrisinin α(s) noktasındaki Frenet çatısı olup Frenet Denk-

lemleri,


Ṫ = κN

Ṅ =−κT + τB

Ḃ =−τN

şeklindedir[3].

2.16.Tanım

En de bir yüzey M ve α da M üzerinde bir eğri olsun. T α eğrisinin birim teğet vektörü

olmak üzere,

DT T = 0 (2.2)
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ise α , En de bir jeodezik eğri olarak adlandırılır. Eğer,

D̄T T = 0 (2.3)

ise α M üzerinde bir jeodezik eğri olarak adlandırılır [1].

2.17.Tanım

Rn de bir açık alt küme U olsun.

U×Rn =
⋃

p∈U

Rn
p

ile tanımlanan kümeye Rn de U nun Tanjant Bundle’ ı denir ve T(U) ile gösterilir [2].

2.18.Tanım

En+1 de M bir hiperyüzey ve M üzerinde α da bir parametrik eğri olsun. M üzerinde X bir

diferensiyellenebilir vektör alanı olmak üzere, eğer

α̇(t) = X(α(t)),∀t ∈ I (2.4)

ise α eğrisine X in bir integral eğrisi denir [1].

TpM; p ∈M deki tanjant uzayı ifade etmek üzere,

T M =
⋃

p∈M TpM = χ(M)

dir. Burada M nin vektör alanlarının uzayı χ(M) dir.
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2.19.Tanım

α : I→M herhangi bir parametrik eğri olmak üzere

ᾱ(t) = (α(t), α̇(t)) = α̇(t)α(t) (2.5)

şeklinde verilen ᾱ : I→ T M parametrik eğrisine α nın TM deki tabii lifti denir [1].

Öyleyse D, En+1 deki konneksiyon olmak üzere,

dᾱ

dt
=

d
dt
( ˙α(t)

α(t)) = Dα̇(t)α̇(t) (2.6)

ifadesini yazabiliriz.

2.20.Tanım

V ∈ T M için,

X(V ) =−〈V,S(V )〉Np (2.7)

biçiminde tanımlanan X ∈ χ(T M) diferensiyellennebilir vektör alanına TM manifoldu üze-

rinde bir jeodezik spray denir. Burada M nin birim normal vektör alanı N dir [2].

2.21.Teorem

α eğrisinin ᾱ tabii liftinin X geodezik spray’ ı için bir integral eğrisi olması için gerek ve

yeter şart α nın M üzerinde bir jeodezik olmasıdır [2].

İspat

(⇒): X jeodezik spray’ ı içinᾱ bir integral eğrisi olsun. Bu durumda 2.4 denkleminden ,

X(ᾱ(t)) =
d
dt
(ᾱ(t)α(t)) (2.8)
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yazılabilir. X ayrıca TM üzerinde bir jeodezik spray olduğu için ,

X(ᾱ(t)) =−〈ᾱ(t),S(ᾱ(t))〉Nα(t) (2.9)

elde edilir. 2.5, 2.8, 2.9 denklemlerinin birleştirilmesiyle,

d
dt (α̇(t)α(t)) =−〈α̇(t)α(t),S(α̇(t)α(t))〉Nα(t)

ve bu son eşitlik bütün α(t) ler için doğru olduğundan 2.6 bağıntısını kullanarak,

Dα̇(t)α̇(t) =−〈α̇(t),S(α̇(t))〉N

elde edilir. Bu son eşitlik ve Gauss denkleminden,

D̄α̇(t)α̇(t) = Dα̇(t)α̇(t)+ 〈α̇(t),S(α̇(t))〉N = 0 bulunur. Burada D̄, M üzerinde Gauss kon-

neksiyonudur. Böylece α nın M de bir jeodezik olduğu görülür.

(⇐): α nın M de bir jeodezik olduğunu kabul edelim. Bu durumda

D̄α̇(t)α̇(t) = 0

dır. Gauss denkleminden,

Dα̇(t)α̇(t)+ 〈α̇(t),S(α̇(t))〉Nα(t) = 0

yazılabilir. 2.6 ve 2.7 denklemleri kullanılarak,

d
dt (α̇(t)α(t))−X(α̇(t)α(t)) = 0

ve buradan da

d
dt (α̇(t)α(t)) = X(α̇(t)α(t))
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elde edilir. 2.5 denkleminden

d
dt (ᾱ(t)) = X(ᾱ(t))

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

2.5. Dual Uzay

2.22.Tanım

⊕ : D×D→ D

A = (a,a∗) ve B = (b,b∗) olmak üzere bu iç işlem

A⊕B = (a,a∗)⊕ (b,b∗) = (a+b,a∗+b∗)

biçiminde tanımlanır ve D deki toplama olarak isimlendirilir [3].

2.23.Tanım

� : D×D→ D

A = (a,a∗) ve B = (b,b∗) olmak üzere bu iç işlem

A�B = (a,a∗)� (b,b∗) = (ab,ab∗+a∗b)

biçiminde tanımlanır ve D deki çarpma olarak isimlendirilir [3].

2.24.Tanım

H birimi 1 olan değişmeli bir halka, a, b ∈ H ve α , β ∈ S olmak üzere S abel grubu ile S

üzerinde

M1) a(α + β )= aα + aβ ,

M2) (a + b) α= aα + bα ,

M3) (ab)α= a(bα) ,
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M4) 1 . α= α

özelliklerine sahip bir

H×S→ S

(a,α)→ aα

dış işlemi H üzerinde bir modül olarak adlandırılır [3].

2.25.Teorem

(D3,+) bir abel grubudur.

2.26.Tanım

D3 = D×D×D olmak üzere D dual sayılar halkası üzerinde

(D3,+, .)

sistemi bir modüldür. Bu modül D- Modül olarak adlandırılır [3]. D- Modülün her bir ele-

manına bir dual vektör denir.

2.27.Teorem

D- Modülde her bir ~A dual vektörü~a,~a∗ ∈ R3 olmak üzere

~A = (~a,~a∗) =~a+ ε~a∗,ε = (0,1) ∈ D

biçiminde yazılabilir.
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2.28.Tanım

~A =~a+ ε~a∗ şeklindeki bir A vektörünün normu

‖~A‖= (〈~A,~A〉)
1
2

=

(
‖~a‖,ε 〈~a,~a

∗〉
‖~a‖

)
,~a 6= 0

biçiminde tanımlanır [3].

2.29.Teorem

~A =~a+ ε~a∗ dual vektörü birim dual vektör ise ‖~a‖= 1 ve 〈~a,~a∗〉= 0 dır.

2.30.Tanım

{~A =~a+ ε~a∗ : ‖~A‖= (1,0);~a,~a∗ ∈ R3}

cümlesi D- Modül’ de birim dual küre adını alır [3].

Dolayısı ile birim dual kürenin elemanları olan vektörler birim dual vektörlerdir.

2.31.Tanım

Dual uzayda verilen bir α eğrisi için ~T ,~N,~B dual Frenet vektörleri, ~W dual Darboux vektörü,

κ dual eğrilik ve τ dual torsiyon olmak üzere bu α eğrisinin teğet, asli, binormal vektörleri

sırasıyla

~T =~t + ε~t∗,

~N =~n+ ε~n∗,

~B =~b+ ε~b∗
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biçiminde tanımlıdır. Ayrıca dual torsiyon ile dual eğrilik de

κ = k1 + εk∗1,

τ = k2 + εk∗2

biçimindedir. Buradan


~̇t = k1.~n,

~̇n =−k1.~t + k2.~b,

~̇b =−k2.~n

ve


ṫ∗ = k1.n∗,

ṅ∗ = b− k1.t∗+ k2.b∗,

ḃ∗ =−n− k2.n∗

elde edilir.
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3. M̄- İNTEGRAL EĞRİLERİ VE M̄- JEODEZİK SPRAYLAR

3.1.Tanım

Z, M̄ de bir vektör alanı olsun. Eğer,

Z : M→ TpM̄

p→ Zp

Zp ∈ TpM̄ ise Z vektör alanına M üzerinde M̄- vektör alanı adı verilir [4].

Z herhangi bir M̄- vektör alanı olmak üzere,

Z = Zt +Zn

biçiminde tanjant ve normal bileşenleri cinsinden yazılabilir. Buradaki Zn; M üzerinde ta-

nımlı ve ayrıca her noktasında M ye normal olan bir M̄- vektör alanı ve Zt de M üzerinde

herhangi bir vektör alanıdır.

λ ∈C∞(M,R) olmak üzere,

Z = Zt +Zn

= Zt +λN

dir.

α , M üzerindeki herhangi bir P noktasından geçen eğri, T ise M üzerindeki α eğrisinin teğet

vektör alanı olsun. Z nin T yönündeki kovaryant türevi

D̄T Z = D̄T Zt + D̄T Zn

= DT Zt +λS(T )+
(

dλ

dt
−〈S(T ),Zt〉

)
N
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elde edilir. Burada

D̄T Z = tanD̄T Z +norD̄T Z

ve

tanD̄T Z = DT Zt +λS(T ),

norD̄T Z =

(
dλ

dt
−〈S(T ),Zt〉

)
N.

3.2.Tanım

D̄T Z, tanD̄T Z, norD̄T Z vektörleri Z M̄- vektör alanının α eğrisine göre, sırası ile, mutlak

eğrilik, geodezik eğrilik , normal eğrilik vektörleri olarak adlandırılır ve ‖D̄T Z‖, ‖tanD̄T Z‖,

‖norD̄T Z‖ değerlerine ise, sırası ile, mutlak eğrilik, geodezik eğrilik ve normal eğrilik denir

[4].

Buradan, M̄ üzerinde birim vektör alanı N̄A olmak üzere

K̄ZA = ‖D̄T Z‖ ⇐⇒ D̄T Z = K̄ZAN̄A

dır ve M üzerinde birim vektör alanı X olmak üzere

KZG = ‖tanD̄T Z‖ ⇐⇒ tanD̄T Z = K̄ZGX

KZN = ‖norD̄T Z‖ ⇐⇒ norD̄T Z = K̄ZNN

dır. Burada K̄ZA, KZG ve KZN , sırası ile, mutlak eğrilik, geodezik eğrilik, normal eğriliktir.

Böylece

(K̄ZA)
2
= (KZG)

2 +(KZN)
2,

KZN = K̄ZAcosθ ,cosθ = 〈N̄A,N〉



19

bağıntılarını yazabiliriz.

3.3.Tanım

X ∈ TpM vektörü için,

(
dλ

dt −〈S(X),Zt〉
)(

dλ

dt −〈S(X),Zt〉
)
= 0

eşitliği sağlanıyor ise, X ∈ TpM vektörü Z nin bir asimptotik vektörü adını alır [4].

Eğer α nın teğet vektör alanı olan T, Z nin bir asimptotik vektör alanıysa α eğrisine M de Z

nin asimptotik eğrisi denir ve

(
dλ

dt −〈S(T ),Zt〉
)(

dλ

dt −〈S(T ),Zt〉
)
= 0

dir, burada T = dα

dt dir.

3.4.Tanım

X, Y ∈ TpM için,

(
dλ

dt −〈S(X),Zt〉
)(

dλ

dt −〈S(Y ),Zt〉
)
= 0

eşitliği sağlanıyor ise, X, Y ∈ TpM vektörlerine Z nin eşlenik vektörleri denir.

(
dλ

dt −〈S(X),Zt〉
)(

dλ

dt −〈S(X),Zt〉
)
= 0

eşitliği sağlanıyor ise, X ∈ TpM vektörüne Z nin self- adjoint vektörü denir [5].

Tanım 3.3 ve Tanım 3.4 daki eşitliklerden faydalanarak aşağıdaki sonuçları verebiliriz.
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Sonuç

Z nin her asimptotik eğrisinin teğet vektör alanı, Z nin bir self adjoint vektör alanıdır [5].

Sonuç

Eğer X∈ TpM, Z nin bir asimptotik vektör alanıysa her λ değeri için

λ =
∫
〈S(T ),Zt〉dt

dir [5].

3.5.Tanım

Z = Zt +Zn bir M̄- vektör olmak üzere,

Zt(α(t)) =
dα

dt
|α(t) (3.1)

eşitliği sağlanıyor ise, α ⊂M ya Z nin bir M̄ - integral eğrisi denir[5].

3.6.Tanım

α ⊂M de herhangi bir eğri olsun.

ᾱ : I→ T M

t→ ᾱ(t) = (α(t), α̇(t)) = α̇(t)|α(t)

şeklinde tanımlanan ᾱ eğrisine α eğrisinin TM üzerindeki tabii lifti denir [2].
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3.7.Tanım

V ∈ TM vektör alanı için,

Zt(V ) =

(
dλ

dt
−〈S(V ),Zt〉

)
N (3.2)

eşitliği sağlanıyor ise, Z, M̄ - vektör alanına TM üzerinde M̄ - jeodezik spray denir. λ = 0 için

Zt(V ) = 〈S(V ),Zt〉)N olacağı için bu tanım TM üzerindeki jeodezik sprayın genelleştirilmiş

halidir[5].

3.8.Teorem

α eğrisinin ᾱ tabii liftinin Z, M̄ - jeodezik spray’ ı için bir M̄ - integral eğrisi olması için

gerek ve yeter koşul α nın M üzerinde bir M̄ - jeodezik olmasıdır[5].

İspat

(⇒): α nın ᾱ tabii lifti, Z M̄ - jeodezik spray için bir M̄ - integral eğrisi olsun. Böylece 3.1

denkleminden

Zt(ᾱ) =
dᾱ

dt
(3.3)

dir. Ayrıca Z, TM üzerinde M̄ - jeodezik spray olduğu için 3.2 denkleminden

Zt(ᾱ) =

(
dλ

dt
−〈S(ᾱ), ᾱ〉

)
N (3.4)

dir. Buradan da

Zt(α̇) =

(
dλ

dt
−〈S(α̇), α̇〉

)
N

dᾱ

dt
=

(
dλ

dt
−〈S(α̇), α̇〉

)
N
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elde edilir. Diğer taraftan,

dᾱ

dt = dα̇

dt = D̄α̇ α̇

olduğundan dolayı ve Gauss denkleminden,

Dα̇ α̇ +λS(α̇) = 0

elde edilir. Öyleyse α M üzerinde bir M̄ - jeodeziktir.

(⇐): α M üzerinde bir M̄ - jeodezik olsun. O halde,

Dα̇ α̇ +λS(α̇) = 0

dir.

D̄α̇ α̇ =

(
dλ

dt
−〈S(α̇), α̇〉

)
N

dᾱ

dt
=

(
dλ

dt
−〈S(α̇), α̇〉

)
N

Zt(ᾱ) =

(
dλ

dt
−〈S(ᾱ), ᾱ〉

)
N

dir. O halde α nın ᾱ tabii lifti, Z M̄ - jeodezik spray için bir M̄ - integral eğrisidir.
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4. DUAL UZAYDA JEODEZİK SPRAY VE İNTEGRAL EĞRİSİ

4.1.Tanım

M, Dn dual uzayında bir hiperyüzey ve N = n+ εn∗, M nin birim normal vektör alanı olsun.

Dn deki konneksiyon D olmak üzere, ∀X = x+ εx∗ ∈ χ(M) için

S(X) = DX N

biçiminde tanımlanan S dönüşümüne M üzerinde şekil operatörü (veya Weingarten dönü-

şümü) denir. Burada X yerine x+ εx∗, N yerine de n+ εn∗ yazarsak;

S(x+ εx∗) = D(x+εx∗)(n+ εn∗) (4.1)

S(x)+ εS(x∗) = Dxn+ ε(Dx∗n+Dxn∗) (4.2)

olur.

Bu son eşitlikten

S(x) = Dxn

S(x∗) = Dx∗n+Dxn∗

diyebiliriz.

4.2.Tanım

M, Dn nin bir hiperyüzeyi ve S de M nin şekil operatörü olsun. D, Dn nin Riemann konnek-

siyonu olmak üzere, ∀X ,Y ∈ χ(M) için

D̄XY = DXY + 〈S(X),Y 〉N

D̄xy+ ε(D̄xy∗+ D̄x∗y) = Dxy+ 〈S(x),y〉n

+ ε[Dxy∗+Dx∗y+ 〈S(x),y〉n∗+ 〈S(x∗),y〉n+ 〈S(x),y∗〉n]



24

biçiminde tanımlanan D̄ operatörüne M üzerinde Gauss anlamında türev operatörü denir.Yukarıdaki

denkleme de M üzerinde Gauss denklemi denir. Gauss denkleminden

D̄xy = Dxy+ 〈S(x),y〉n

D̄xy∗+ D̄x∗y = Dxy∗+Dx∗y+ 〈S(x),y〉n∗+ 〈S(x∗),y〉n+ 〈S(x),y∗〉n

elde edilir.

4.3.Tanım

M, Dn de bir yüzey ve α = α1+εα1
∗ da M üzerinde bir eğri olsun. α nın birim teğet vektörü

T = t + εt∗ olmak üzere,

DT T = 0 (4.3)

Dtt + ε(Dt∗t +Dtt∗) = 0 (4.4)

ise α ya Dn de bir jeodezik eğri denir. Eğer,

D̄T T = 0 (4.5)

D̄tt + ε(D̄tt∗+ D̄t∗t) = 0 (4.6)

ise α ya M üzerinde bir jeodezik eğri denir.

4.4.Tanım

M, Dn+1 de bir hiperyüzey ve α = α1 + εα1
∗ da M üzerinde herhangi bir eğri olsun. M

üzerinde diferensiyellenebilir vektör alanı X = x+ εx∗ olmak üzere, eğer,

d
dt

α(t) = X(α(t)) (4.7)

d
dt

α1(t)+ ε
d
dt

α
∗
1 (t) = x(α1(t))+ ε[x(α∗1 (t))+ x∗(α1(t))] (4.8)
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ise α eğrisine X in bir integral eğrisi denir. Buradan

d
dt

α1(t) = x(α1(t))

d
dt

α
∗
1 (t) = x(α∗1 (t))+ x∗(α1(t))

elde edilir.

TpM; p ∈M deki tanjant uzayı ifade etmekte olup,

T M =
⋃

p∈M TpM = χ(M)

dir. Burada M nin vektör alanlarının uzayı χ(M) dir.

4.5.Tanım

α : I→M herhangi bir parametrik eğri olmak üzere

ᾱ(t) = (α(t), α̇(t) = α̇(t)α(t) (4.9)

ᾱ1(t)+ ε(ᾱ∗1 (t)) = (α1(t), α̇1(t))+ ε[(α1(t), α̇∗1 (t))+(α∗1 (t), α̇1(t))] (4.10)

ile verilen α : I→ T M parametrik eğrisine α eğrisinin TM deki tabii lifti denir. Böylece D,

En+1 deki konneksiyon olmak üzere,

dᾱ

dt
=

d
dt
(α̇(t)α(t)) = Dα̇(t)α̇(t) (4.11)

dᾱ1

dt
+ ε

(
dᾱ∗1
dt

)
= Dα̇1(t)α̇1(t)+ ε[Dα̇∗1 (t)

α̇1(t)+Dα̇1(t)α̇
∗
1 (t)] (4.12)

yazabiliriz.
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4.6.Tanım

V = v+ εv∗ ∈ T M için,

X(V ) =−〈V,S(V )〉N (4.13)

x(v)+ ε(x(v∗)+ x∗(v)) =−〈v,S(v)〉n+ ε[−〈v,S(v)〉n∗−〈v,S(v∗)〉n−〈v∗,S(v)〉n] (4.14)

olacak biçimde tanımlanan X = x+ εx∗ ∈ χ(T M) diferensiyellennebilir vektör alanına TM

manifoldu üzerinde bir geodezik spray adı verilir. Burada M nin birim normal vektör alanı

N = n+ εn∗ dır. 4.14 denkleminden

x(v) =−〈v,S(v)〉n

x(v∗)+ x∗(v) =−〈v,S(v)〉n∗−〈v,S(v∗)〉n−〈v∗,S(v)〉n

eşitlikleri elde edilir.

4.7.Teorem

α = α1 + εα∗1 eğrisinin ᾱ = ᾱ1 + ᾱ∗1 tabii liftinin X = x+ εx∗ jeodezik spray’ ı için bir

integral eğrisi olması için gerek ve yeter koşul α = α1 + εα∗1 nın M üzerinde bir jeodezik

olmasıdır.

İspat

(⇒): ᾱ = ᾱ1 + εᾱ∗1 , X = x+ εx∗ için bir integral eğrisi olsun. Öyleyse 4.8 denkleminden

x(ᾱ1(t))+ ε[x(ᾱ∗1 (t))+ x∗(ᾱ1(t))] =
d
dt

ᾱ1(t)|α(t)+ ε
d
dt

ᾱ
∗
1 (t)|α(t) (4.15)
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dır. Ayrıca X jeodezik spray olduğu için 4.14 denkleminden

x(ᾱ1(t))+ ε(x(ᾱ∗1 (t))+ x∗(ᾱ1(t))) =−〈ᾱ1(t),S(ᾱ1(t))〉n|α(t)

+ ε[−〈ᾱ1(t),S(ᾱ1(t))〉n∗|α(t)−〈ᾱ1(t),S(ᾱ∗1 (t))〉n|α(t)

−〈ᾱ∗1 (t),S(ᾱ1(t))〉n|α(t)]

olur. Bu son denklem ve 4.15 denkleminden

d
dt

ᾱ1(t)|α(t)+ ε
d
dt

ᾱ
∗
1 (t)|α(t) =−〈ᾱ1(t),S(ᾱ1(t))〉n|α(t)

+ ε[−〈ᾱ1(t),S(ᾱ1(t))〉n∗|α(t)−〈ᾱ1(t),S(ᾱ∗1 (t))〉n|α(t)

−〈ᾱ∗1 (t),S(ᾱ1(t))〉n|α(t)]

olur. Buradan da ᾱ(t) = α̇(t)|α(t) olduğundan

d
dt

ᾱ1(t)|α(t)+ ε
d
dt

ᾱ
∗
1 (t)|α(t) =−〈α̇1(t)|α(t),S(α̇1(t)|α(t))〉n|α(t)

+ ε[−〈α̇1(t)|α(t),S(α̇1(t)|α(t))〉n∗|α(t)−〈α̇∗1 (t)|α(t),S(α̇1(t)|α(t))〉n|α(t)

−〈α̇1(t)|α(t),S(α̇
∗
1 (t)|α(t))〉n|α(t)]

elde edilir. Bu ifade de tüm α(t) ler için sağladığı için ve 4.12 denkleminden

Dα̇1(t)α̇1(t)+ ε[Dα̇∗1 (t)
α̇1(t)+Dα̇1(t)α̇

∗
1 (t)] =−〈α̇1(t),S(α̇1(t))〉n

+ ε[−〈α̇1(t),S(α̇1(t))〉n∗−〈α̇∗1 (t),S(α̇1(t))〉n

−〈α̇1(t),S(α̇∗1 (t))〉n]

olup,

D̄α̇1(t)α̇1(t)+ ε[D̄α̇∗1 (t)
α̇1(t)+ D̄α̇1(t)α̇

∗
1 (t)] = 0

olur. Öyleyse α M üzerinde jeodeziktir.
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(⇐):

α , M üzerinde bir jeodezik olsun. Öyleyse

D̄α̇1(t)α̇1(t)+ ε[D̄α̇∗1 (t)
α̇1(t)+ D̄α̇1(t)α̇

∗
1 (t)] = 0

dir. Buradan

d
dt ᾱ1(t)+ ε

d
dt ᾱ∗1 (t) = x(ᾱ1(t))+ ε(x(ᾱ∗1 (t))+ x∗(ᾱ1(t)))
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5. DUAL UZAYDA M̄- İNTEGRAL EĞRİLERİ VE M̄- jEODEZİK

SPRAYLAR

M̄, bir Riemann manifoldu ve M̄ nin bir hiperyüzeyi M, M̄ üzerindeki Riemann konneksi-

yonu D̄ olsun. M nin birim vektör alanı olan N = n+ εn∗ den elde edilen şekil operatörü S

olsun. ∀X = x+ εx∗,Y = y+ εy∗ ∈ χ(M) için,

D̄XY = DXY −〈S(X),Y 〉N

D̄xy+ ε(D̄∗xy+ D̄xy∗) = Dxy−〈S(x),y〉n

+ ε[D∗xy+Dxy∗−〈S(x),y〉n∗−〈S(x∗),y〉n−〈S(x),y∗〉n]

biçiminde tanımlanan D operatörüne M üzerinde Gauss anlamında türav operatörü ve ayrıca

bu denkleme de M üzerinde Gauss Denklemi adı verilir.

5.1.Tanım

Z = z+ εz∗, M̄ de bir vektör alanı olsun. Eğer,

Z : M→ TpM̄

p→ Zp

Zp ∈ TpM̄ ise Z vektör alanına M üzerinde M̄- vektör alanı denir.

Z herhangi bir M̄- vektör alanı olmak üzere

Z = Zt +Zn

biçiminde tanjant ve normal bileşenleri cinsinden yazılabilir. Buradaki Zn; M üzerinde ta-

nımlı ve ayrıca her noktasında M ye normal olan bir M̄- vektör alanı ve Zt de M üzerinde

herhangi bir vektör alanıdır.
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λ ∈C∞(M,R) olmak üzere,

Z = Zt +Zn

= Zt +λN

z+ εz∗ = (zt + εz∗t )+λ (n+ εn∗)

dir.

α = α1 + εα∗1 , D3 üzerinde herhangi bir P noktasından geçen eğri ve T = t1 + εt∗1 olsun. Z

nin T yönündeki kovaryant türevi

D̄T Z = D̄T Zt + D̄T λN

= DT Zt−〈S(T ),Zt〉N +DT λN−〈S(T ),λN〉N

= DT Zt +λS(T )+(
dλ

dt
−〈S(T ),Zt〉)N.

Buradan

tanD̄T Z = DT Zt +λS(T )

tanD̄t1z+ ε[tan(D̄t∗1 z+ D̄t1z∗)] = Dt1zt +λS(t1)+ ε[Dt∗1 zt +Dt1z∗t +λS(t∗1)]

ve

norD̄T Z =

(
dλ

dt
−〈S(T ),Zt〉

)
N

norD̄t1z+ ε[nor(D̄t∗1 z+ D̄t1z∗)] =
(

dλ

dt
−〈S(t1),zt〉

)
n

+ ε

[(
dλ

dt
−〈S(t1),zt〉

)
n∗−〈S(t∗1),zt〉n−〈S(t1),z∗t 〉n

]
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olur. Elde edilen bu tanjant ve normal denklemlerinden de aşağıdaki eşitlikleri verebiliriz.

tanD̄t1z = Dt1zt +λS(t1)

tan(D̄t∗1 z+ D̄t1z∗) = Dt∗1 zt +Dt1z∗t +λS(t∗1)

norD̄t1z =
(

dλ

dt
−〈S(t1),zt〉

)
n

nor(D̄t∗1 z+ D̄t1z∗) =
(

dλ

dt
−〈S(t1),zt〉

)
n∗−〈S(t∗1),zt〉n−〈S(t1),z∗t 〉n

5.2.Tanım

X = x+ εx∗ ∈ TpM vektörü için

(
dλ

dt
−〈S(X),Zt〉).(

dλ

dt
−〈S(X),Zt〉) = 0

[
dλ

dt
−〈S(x),zt〉+ ε(−〈S(x∗),zt〉−〈S(x),z∗t 〉)].[

dλ

dt
−〈S(x),zt〉+ ε(−〈S(x∗),zt〉−〈S(x),z∗t 〉)] = 0

[
dλ

dt
−〈S(x),zt〉].[

dλ

dt
−〈S(x),zt〉]+ ε2[(

dλ

dt
−〈S(x),zt〉).(−〈S(x∗),zt〉−〈S(x),z∗t 〉)] = 0

eşitliği sağlanıyorsa X = x+ εx∗ ∈ TpM vektörüne Z nin bir asimptotik vektörü adı verilir.

Eğer α eğrisinin teğet vektör alanı olan T, Z nin bir asimptotik vektör alanıysa α ya M de Z

nin bir asimptotik eğrisi adı verilir ve

(
dλ

dt
−〈S(T ),Zt〉).(

dλ

dt
−〈S(T ),Zt〉) = 0

[
dλ

dt
−〈S(t),zt〉+ ε(−〈S(t∗),zt〉−〈S(t),z∗t 〉)].[

dλ

dt
−〈S(t),zt〉+ ε(−〈S(t∗),zt〉−〈S(t),z∗t 〉)] = 0

[
dλ

dt
−〈S(t),zt〉].[

dλ

dt
−〈S(t),zt〉]+ ε2[(

dλ

dt
−〈S(t),zt〉).(−〈S(t∗),zt〉−〈S(t),z∗t 〉)] = 0

dir. Burada T = dα

dt dir.
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5.3.Tanım

X = x+ εx∗,Y = y+ εy∗ ∈ TpM vektörleri için

(
dλ

dt
−〈S(X),Zt〉).(

dλ

dt
−〈S(Y ),Zt〉) = 0

[
dλ

dt
−〈S(x),zt〉+ ε(−〈S(x∗),zt〉−〈S(x),z∗t 〉)].[

dλ

dt
−〈S(y),zt〉+ ε(−〈S(y∗),zt〉−〈S(y),z∗t 〉)] = 0

[
dλ

dt
−〈S(x),zt〉].[

dλ

dt
−〈S(y),zt〉]+ ε[(

dλ

dt
−〈S(y),zt〉).(−〈S(x∗),zt〉−〈S(x),z∗t 〉)

+(
dλ

dt
−〈S(x),zt〉).(−〈S(y∗),zt〉−〈S(y),z∗t 〉)] = 0

eşitliği sağlanıyor ise X = x+ εx∗,Y = y+ εy∗ ∈ TpM vektörlerine Z nin eşlenik vektörleri

denir.

(
dλ

dt
−〈S(X),Zt〉).(

dλ

dt
−〈S(X),Zt〉) = 0

[
dλ

dt
−〈S(x),zt〉+ ε(−〈S(x∗),zt〉−〈S(x),z∗t 〉)].[

dλ

dt
−〈S(x),zt〉+ ε(−〈S(x∗),zt〉−〈S(x),z∗t 〉)] = 0

[
dλ

dt
−〈S(x),zt〉].[

dλ

dt
−〈S(x),zt〉]+ ε2[(

dλ

dt
−〈S(x),zt〉).(−〈S(x∗),zt〉−〈S(x),z∗t 〉)] = 0

eşitliği sağlanıyor ise X = x+ εx∗ ∈ TpM vektörüne Z nin bir self adjoint vektörü adı verilir.

Öyleyse Tanım 5.2 ve Tanım 5.3 deki eşitliklerden faydalanarak aşağıdaki sonuçları verebi-

liriz.

Sonuç

Z nin her asimptotik eğrisinin teğet vektör alanı, Z nin bir self adjoint vektör alanıdır.
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Sonuç

Eğer X, Z nin bir asimptotik vektör alanı ise her λ değeri için

λ =
∫
〈S(T ),Zt〉dt

dir.

5.4.Tanım

Z = z+ εz∗, Zt = zt + εz∗t , Zn = zn + εz∗n, olmak üzere Z = Zt +Zn, M̄ vektör alanı için

Zt(α(t)) =
dα

dt
|α(t),

(zt + εz∗t )(α1 + εα
∗
1 ) =

dα1

dt
+ ε

dα∗1
dt

,

zt(α1)+ ε[z∗t (α1)+ zt(α
∗
1 )] =

dα1

dt
+ ε

dα∗1
dt

eşitliği sağlanıyorsa α = α1 + εα∗1 ⊂M eğrisine Z nin bir M̄- integral eğrisi denir. Buradan

da

zt(α1) =
dα1

dt

z∗t (α1)+ zt(α
∗
1 ) =

dα∗1
dt

eşitlikleri elde edilir.

5.5.Tanım

α = α1 + εα∗1 ⊂M de bir eğri olmak üzere

ᾱ : I→ T M

t→ ᾱ(t) = (α(t), α̇(t)) = α̇(t)|α(t)
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(ᾱ1 + εᾱ∗1 )(t) = [(α̇1 + εα̇∗1 )(t)]|α(t),

ᾱ1(t)+ εᾱ∗1 (t) = [α̇1(t)]|α(t)+ ε[α̇∗1 (t)]|α(t)

şeklinde tanımlı ᾱ eğrisine α nın TM üzerindeki tabii lift eğrisi denir.

5.6.Tanım

V = v+ εv∗ ∈ T M için

Zt(V ) = (
dλ

dt
−〈S(V ),V 〉)N

zt(v)+ ε[z∗t (v)+ zt(v∗)] = (
dλ

dt
−〈S(v),v〉)n

+ ε[(
dλ

dt
−〈S(v),v〉)n∗−〈S(v∗),v〉n−〈S(v),v∗〉n]

eşitliği sağlanıyorsa, Z, M̄- vektör alanına TM- manifoldu üzerinde M̄- jeodezik spray denir.

Son eşitlikten

zt(v) = (
dλ

dt
−〈S(v),v〉)n

z∗t (v)+ zt(v∗) = (
dλ

dt
−〈S(v),v〉)n∗−〈S(v∗),v〉n−〈S(v),v∗〉n

elde edilir.

5.7.Teorem

α = α1 + εα∗1 eğrisinin ᾱ = ᾱ1 + ᾱ∗1 tabii liftinin Z = z+ εz∗ M̄- jeodezik spray’ ı için bir

integral eğrisi olması için gerek ve yeter şart α = α1 + εα∗1 nın M üzerinde bir M̄- jeodezik

olmasıdır.
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İspat

(⇒): ᾱ , Z M̄- jeodezik spray’ ı için bir M̄- integral eğrisi olsun. Bu durumda

Zt(ᾱ) =
dᾱ

dt

zt(ᾱ1)+ ε[z∗t (ᾱ1)+ zt(ᾱ
∗
1 )] =

dᾱ1

dt
+ ε

dᾱ∗1
dt

olur. Ayrıca Z, M̄- jeodezik spray olduğundan

Zt(ᾱ) = (
dλ

dt
−〈S(ᾱ), ᾱ〉)N

zt(ᾱ1)+ ε[z∗t (ᾱ1)+ zt(ᾱ
∗
1 )] = (

dλ

dt
−〈S(ᾱ1), ᾱ1〉)n

+ ε[(
dλ

dt
−〈S(ᾱ1), ᾱ1〉)n∗−〈S(ᾱ∗1 ), ᾱ1〉n−〈S(ᾱ1), ᾱ

∗
1 〉n]

olur. Buradan da

dᾱ1

dt
+ε

dᾱ∗1
dt

=(
dλ

dt
−〈S(ᾱ1), ᾱ1〉)n+ε[(

dλ

dt
−〈S(ᾱ1), ᾱ1〉)n∗−〈S(ᾱ∗1 ), ᾱ1〉n−〈S(ᾱ1), ᾱ

∗
1 〉n]

D̄α̇ α̇ = (dλ

dt −〈S(α̇1), α̇1〉)n+ ε[(dλ

dt −〈S(α̇1), α̇1〉)n∗−〈S(α̇∗1 ), α̇1〉n−〈S(α̇1), α̇
∗
1 〉n]

olup

tanD̄α̇ α̇ = 0

Dα̇1α̇1 +λS(α̇1)+ ε[Dα̇∗1
α̇1 +Dα̇1α̇

∗
1 +λS(α̇∗1 )] = 0

elde edilir. O halde α eğrisi M üzerinde bir M̄- jeodeziktir.

(⇐): α , M üzerinde M̄- jeodezik olsun. Bu durumda

tanD̄α̇ α̇ = 0
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olup buradan

D̄α̇ α̇ = norD̄α̇ α̇

D̄α̇ α̇ = (
dλ

dt
−〈S(α̇1), α̇1〉)n+ ε[(

dλ

dt
−〈S(α̇1), α̇1〉)n∗−〈S(α̇∗1 ), α̇1〉)n−〈S(α̇1), α̇

∗
1 〉)n]

dᾱ1

dt
+ ε

dᾱ∗1
dt

= zt(ᾱ1)+ ε[z∗t (ᾱ1)+ zt(ᾱ
∗
1 )]

elde edilir. Öyleyse ᾱ , Z M̄- jeodezik sprayı için M̄- integral eğrisidir.
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tezde ilk olarak Öklid uzayında ve dual uzayda jeodezik spray, integral eğrisi ve bunlarla

ilgili bazı temel kavram ve teoremler verildi. Dual uzayda M̄- vektör alanı, M̄- jeodezik spray

ve M̄- integral eğrisi kavramları incelendi. Daha sonra Çalışkan ve Sivridağ (1991) tarafından

ispatlanan “ Bir α eğrisinin ᾱ tabii liftinin, Z M̄ jeodezik sprayı için bir M̄- integral eğrisi

olabilmesi için gerek ve yeter şart α nın M üzerinde bir M̄- jeodezik olmasıdır. “ teoremi

dual uzayda ispatlandı. Bu kavramlar ve teorem üzerine dual Lorentz uzayda da bir çalışma

yapılabilir.
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