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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

Simgeler                                          Açıklamalar 

×   Vektörel Çarpım            

〈, 〉 İç Çarpım

‖ ‖ Norm 

ILn n- Boyutlu Lorentz Uzay

ℝv
n Yarı-Öklidyen Uzay

ℝ1
3 3- Boyutlu Minkowski Uzayı

D Levi-Civita Konneksiyonu

χ 3-Boyutlu Minkowski Uzayında Regle Yüzey

β Striksiyon Eğrisi

PW Dağılma Parametresi (Dral)

K Gauss Eğriliği

H Ortalama Eğrilik

κ Eğrilik

τ Torsiyon

W Darboux Vektörü
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1. GİRİŞ 

Matematikte ve fizikte Hermann Minkowski anısına adlandırılan Minkowski Uzayı, 

Einstein’ın özel görelilik kuramının en uygun biçimde açıklandığı matematiksel yapıdır. Bu 

yapıda, bilinen üç uzay boyutu tek bir zaman boyutu ile birleştirilmiştir. Diferansiyel 

Geometri de eğri ve yüzey kavramı önemli bir yere sahiptir. Literatür de lift eğrisi ve regle 

yüzeylerle ilgili birçok çalışma yapılmıştır. 

 

Lift eğrisi tanımı ilk olarak J.A Thorpe’nin kitabında verilmiştir. Tanıma göre lift eğrisi bir 

eğrinin her noktasındaki teğetlerinin uç noktalarının birleştirilmesiyle elde edilen bir eğri 

olarak tanımlanmıştır. Regle yüzey tanımı ilk olarak G. Monge tarafından incelenmiştir. 

Genel haliyle regle yüzeyler bir doğrunun bir eğri boyunca hareket etmesiyle elde edilen 

yüzey olarak tanımlanmıştır. Burada verilen doğru regle yüzeyin ana doğrusu verilen eğri 

ise dayanak eğrisi olarak verilmiştir. 

 

Aysel Turgut (1995) doktora tezinde 3- boyutlu Öklid uzayında regle yüzeylerle ilgili 

kavramların ve bu kavramlara ait temel teoremlerin 3- Boyutlu Minkowski uzayındaki regle 

yüzeyler için karşılıklarını vermiştir. 

 

Seher Tunçer (2008) yüksek lisans tezinde 3- boyutlu Minkowski uzayında timelike ve 

spacelike regle yüzeyler için striksiyon eğrisi, dağılma parametresi ve Gauss eğrisi 

kavramlarını incelemiştir. 

 

Evren Ergün ve Mustafa Çalışkan (2012) 3-boyutlu Minkowski uzayında bir eğri ve onun 

lift eğrisi tarafından üretilen regle yüzeylerin striksiyon eğrisi ve dağılma parametresini 

hesaplamışlardır. 

 

Evren Ergün (2013) doktora tezinde 3-boyutlu Minkowski uzayında lift eğrisi ve geodezik 

spray kavramlarından bahsetmiş bir eğrinin timelike, spacelike ve null eğri olma durumuna 

göre lift eğrisini tanımlamıştır. 

 

Nagehan Demirhan İşat (2019) yüksek lisans tezinde Lorentz uzayında tanımlanan 

kavramlar yardımıyla bir α eğsinin timelike ve spacelike eğri olması durumunda oluşan regle 

yüzeylerin karakterizasyonları verilmiştir. Regle yüzeyin şekil operatörü hesaplanmıştır.  
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Bu tez çalışmasında 3-boyutlu Minkowski uzayında 𝛼𝛼 ve lift eğrisi 𝛼𝛼� eğrilerinin timelike, 

spacelike binormalli spacelike ve timelike binormalli spacelike eğri olması durumlarına göre  

Darboux vektörleri hesaplanmıştır. Elde edilen Darboux vektörleri tarafından oluşturulan 

regle yüzeylerin striksiyon eğrisi, dağılma parametresi (dral), Gauss eğriliği ve ortalama 

eğriliği incelenip örnek yardımıyla açıklanmıştır. α ve lift eğrisi 𝛼𝛼� için elde edilen sonuçlar 

karşılaştırılmıştır.  
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2.TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde tez boyunca kullanılacak temel kavramlardan bahsedilmiştir. 

2.1. Lorentz Uzayı 

Tanım   

V bir reel vektör uzayı olmak üzere  

 

∀ c, d ∈ ℝ ve ∀ x, y, z ∈ V için 

 

b:V × V → ℝ 

 

dönüşümü  

 

i) b(x, y) = b(y, x) 

 

ii) b(cx + dy, z) = cb(x, z) + db(y, z) 

     b(x, cy + dz) = cb(x, y) + db(x, z) 

 

özelliklerine sahip ise bu dönüşüme V vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form denir 

[1]. 

Tanım 

V reel vektör uzayı üzerinde b bir simetrik bilineer form olsun. b simetrik bilineer formu, 

i) ∀v ∈ V ve v ≠ 0 için b(v, v) > 0 ise pozitif tanımlı, 

ii) ∀v ∈ V ve v ≠ 0 için b(v, v) < 0 ise negatif tanımlı,  

iii) ∀v ∈ V ve v ≠ 0 için b(v, v) ≥ 0 ise yarı- pozitif tanımlı,  

iv) ∀v ∈ V ve v ≠ 0 için b(v, v) ≤ 0 ise yarı-negatif tanımlı, 

v) ∀v ∈ V için b(v, w) = 0 ⟹ w = 0 ise nondejenere  
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denir [1]. 

Tanım 

V bir reel vektör uzayı olsun. 

 

b: V × V → ℝ 

dönüşümü bilineer, non-dejenere ve simetrik ise b ye V de bir skaler çarpım, V vektör 

uzayına ise skaler çarpım uzayı denir [1]. 

Tanım 

V bir reel vektör uzayı ve b: V × V → ℝ, V üzerinde bir simetrik bilineer form olsun.  

 

bW: W × W → ℝ 

 

en büyük boyutlu W alt uzayı negatif tanımlı olmak üzere W alt uzayının boyutu b simetrik 

bilineer formunun indeksi olarak ifade edilir ve ν şeklinde gösterilir [1]. 

b skaler çarpımının indeksi ν olarak kabul edilirse 0 ≤  ν ≤   boyV dir. V skaler çarpım 

uzayının indeksi, üzerinde tanımlı olacak şekilde b skaler çarpımının indeksi olarak ifade 

edilir. 

Tanım 

V bir skaler çarpım uzayı olsun. V uzayının indeksi ν kabul edilirse ν = 1 ve boyV ≥ 2 

şartını şartını sağlayan V skaler çarpım uzayına Lorentz uzayı adı verilir [1]. 

Tanım 

ℝn n- boyutlu standart reel vektör uzayı olsun. 

 ∀ X, Y ∈ ℝn ve X= (x1, x2, … , xn), Y = (y1, y2, … , yn) olmak üzere, 



5 

b:ℝn × ℝn → ℝ 

(X, Y) → b(X, Y) = −x1y1 + � xiyi

n

i=2

 

şeklinde tanımlı skaler çarpım fonksiyonuna ℝ𝑛𝑛 de Lorentz metriği denir [1]. 

Tanım  

ℝ𝑛𝑛 de Lorentziyen metrik ile tanımlanan {ℝn, b} ikilisine n-boyutlu Lorentziyen uzay veya 

kısaca Lorentz uzay denir ve ℝn ile gösterilir [1]. 

Tanım 

ℝn, n-boyutlu bir Lorentziyen uzay olmak üzere, X ∈ ℝn vektörü için,  

 i) b(X, X) > 0 veya X = 0 ise X e spacelike (uzaysı) vektör, 

ii) b(X, X) < 0 ise X e timelike (zamansı) vektör, 

iii) b(X, X) = 0 ise X e null veya lightlike (ışıksı) vektör denir [1]. 

Tanım 

ℝn n-boyutlu Lorentz uzayı, M ⊆ ℝn bir eğri olsun. M eğrisinin teğet vektör alanı T olmak 

üzere, 

i) b(T, T) > 0 ise X e spacelike (uzaysı) eğri, 

ii) b(T, T) < 0 ise X e timelike (zamansı) eğri, 

iii) b(T, T) = 0 ise X e null veya lightlike (ışıksı) eğri denir [1]. 

Tanım 

Bir X∈ ℝn  vektörünün normu,  

‖𝑋𝑋‖ℝ = �|𝑏𝑏(𝑋𝑋,𝑋𝑋)| 

şeklinde tanımlanır [1]. 
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Teorem 

i) V, W ∈ ILn pozitif  (negatif) iki timelike vektör olmak üzere, 

 

b(V, W) ≤ ‖V‖‖W‖ 

 

şeklindedir. Eşitliğin olması için V ve W nin lineer bağımlı olması gerekir. V ve W 

pozitif(negatif) vektörler ise, 

 

b(V, W) = ‖V‖‖W‖coshθ , θ = η(V, W)                                                                        (2.1) 

 

olacak şekilde bir tek θ > 0 reel sayısı vardır. θ açısı V ve W iki vektör arasındaki açı olmak 

üzere Lorentziyen timelike açı şeklinde ifade edilir. 

 

ii) V, W ∈ ℝn iki spacelike vektör olmak üzere, 

 

|b(V, W)| ≤ ‖V‖‖W‖ 

 

şeklindedir. V ve W nin gerdiği düzlem spacelike ise  

 

b(V, W) = ‖V‖‖W‖cosθ , θ = η(V, W)                                                                                   (2.2) 

 

olacak şekilde bir tek 0 ≤ θ ≤ π  sayısı vardır. V ve W vektörleri arasındaki θ açısı V ve W 

iki vektör arasındaki Lorentziyen spacelike açı şeklinde ifade edilir. 

 

iii)  V, W ∈ ℝn iki spacelike vektör olmak üzere, 

Eğer V ve W nin gerdiği düzlem timelike ise  

 

|b(V, W)| ≤ ‖V‖‖W‖ 

 

şeklindedir. Buradan, 

 

|b(V, W)| = ‖V‖‖W‖coshθ , θ = η(V, W)                                                                      (2.3) 
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olacak şekilde bir tek θ > 0 reel sayısı vardır. V ve W vektörleri arasındaki θ açısı V ve W 

iki vektör arasındaki Lorentziyen timelike açı şeklinde ifade edilir. 

iv) V ∈ ILn spacelike ve W ∈ ℝn pozitif timelike vektör olmak üzere, 

 

|b(V, W)| = ‖V‖‖W‖sinhθ , θ = η(V, W)                                                                       (2.4) 

    

olacak şekilde bir tek θ > 0 reel sayısı vardır. θ açısı V ve W iki vektör arasındaki 

Lorentziyen timelike açı şeklinde ifade edilir [2]. 

2.2. Yarı-Riemann Monifoldları 

Tanım 

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M üzerinde b tensör alanı sabit indeksli (0,2) 

tipinden, nondejenere ve simetrik ise b tensör alanına bir metrik tensör denir [1]. 

Tanım 

ℝ𝑛𝑛 , n – boyutlu standart vektör uzayı olsun. ∀p ∈ ℝn ve                                                   

Xp = (x1, x2,⋯ , xn),  Yp = (y1, y2,⋯ , yn) ∈ Tp(ℝn) için, 

b�Xp, Yp� = −� xiyi + � xiyi

n

i=v+1

v

i=1

 

şeklinde verilen ν-indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzay yarı-Öklidyen uzay 

olarak adlandırılır ve ℝv
n ile gösterilir [1]. 

Tanım 

ℝv
n yarı- Öklidyen uzayı üzerinde v = 1 ve n ≥ 2 olarak alınırsa ℝ1

n yarı- Öklidyen uzayı 

Minkowski n-uzay şeklinde ifade edilir [1]. 
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Tanım 

b, M de sabit indeksli bir metrik tensör olmak üzere M diferensiyellenebilir bir manifold 

olsun. (M, b) ikilisi bir yarı-Riemann manifoldu şeklinde ifade edilir ve M ile gösterilir [1]. 

Tanım 

M yarı-Riemann manifoldunun indeksi,M bir yarı-Riemann manifoldu olmak üzere b nin 

sabit indeksi şeklinde ifade edilir [1]. 

Tanım 

M yarı- Riemann manifoldunun indeksi 1 ve boyM ≥2 şartını sağlıyor ise M yarı-Rieamann 

manifolduna Lorentz manifoldu adı verilir [1]. 

Tanım 

M bir Lorentz manifoldu ve M üzerindeki konneksiyon D olsun. M� , M nin bir Lorentz 

altmanifoldu olmak üzere,  

 

D: χ(M�) × χ(M�) → χ(M�) 

 

fonksiyonuna M�  Lorentz alt manifolduna indirgenmiş konneksiyon adı verilir [1]. 

Tanım 

M nin bir yarı-Riemann altmanifoldu  M�  olsun. M de Levi-Civita konneksiyonu D olmak 

üzere ∀ V, W ∈ χ(M�) için, 

 

D�vW = tan DvW 

 

şeklinde tanımlı D� fonksiyonu M�  de bir Levi-Civita konneksiyondur [1]. 
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Tanım 

ℝ𝑣𝑣
𝑛𝑛 , n-boyutlu, v-indeksli yarı-Öklidyen uzayı olsun. Boyutu 3 ve indeksi 1 olmak üzere 

ℝ3 üzerinde ∀p ∈ ℝ3 ve vp, wp ∈ Tpℝ3 için, 

〈vp, wp〉 = −v1w1 + v2w2 + v3w3 

şeklinde ifade edilen 1 – indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzay 3- boyutlu 

Minkowski uzayı olarak ifade edilir ve ℝ1
3 şeklinde gösterilir [8]. 

Tanım 

x ve y, ℝ1
3 de vektörler olsunlar. x = (x1, x2, x3),  y = (y1, y2, y3) olmak üzere 

 

(x2y3 − x3y2, x1y3 − x3y1, x2y1 − x1y2) 

 

vektörüne x ve y nin vektörel çarpımı (dış çarpım) denir ve x × y veya x ∧ y şeklinde 

gösterilir [7]. 

 

δij = �1     ,    i = j
0     ,    i ≠ j  ise ve ei = (δi1, δi2, δi3) 

 

olmak üzere,  

 

x × y = det �
e1 −e2 −e3
x1 x2 x3
y1 y2 y3

� 

 

olarak hesaplanabilir.  

 

Frenet vektörleri {T, N, B} olan eğrinin eğrilik ve burulması sırasıyla κ ve τ olmak üzere;  

birim hızlı timelike bir eğri için 

T ∧ N = −B,    B ∧ T = −N,    N ∧ B = T,              

spacelike binormalli spacelike eğri için 
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T ∧ N = −B,       B ∧ T = N,     N ∧ B = −T,              

timelike binormalli spacelike eğri için 

T ∧ N = B,      B ∧ T = −N,      N ∧ B = −T               

Tanım 

𝑀𝑀 ⊂ ℝ1
3, (I,α) koordinat komşuluğu ile verilen diferensiyellenebilir bir eğri olmak üzere 

eğrinin herhangi bir noktasındaki Frenet vektörleri {T, N, B} olsun. Frenet vektörleri ile türev 

vektörleri arasındaki ilişki aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

i) α, ℝ1
3  de bir timelike eğri olsun. α nın Frenet vektör alanları; T timelike , N ve B spacelike 

vektör alanlarıdır. Bu vektör alanları için Frenet denklemleri, 

 

�
T′ = κN          
N′ = κT + τB
B′ = −τN       

 

 

şeklindedir [4].   

 

ii) α, ℝ1
3  de spacelike binormalli bir spacelike eğri olsun. α nın Frenet vektör alanları; T 

spacelike, N timelike ve B de spacelike vektör alanlarıdır. Bu vektör alanları için Frenet 

denklemleri, 

 

�
T′ = κN          
N′ = κT + τB
B′ = τN          

 

 

şeklindedir [4]. 

 

iii) α, ℝ1
3  de timelike binormalli bir spacelike eğri olsun. α nın Frenet vektör alanları; T ve 

N spacelike, B de timelike vektör alanıdır. Bu vektör alanları için Frenet denklemleri, 

 

�
T′ = κN             
N′ = −κT + τB
B′ = −τN           
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şeklindedir [4]. 

Tanım 

ℝ1
3 3-boyutlu Minkowski uzayında M, (I,α) koordinat komşuluğu ile verilen 

diferensiyellenebilir bir eğri olmak üzere eğrinin her noktasında bir {T, N, B} Frenet çatısı 

vardır ve Darboux vektörleri aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

i) ℝ1
3 de α bir timelike eğri olarak verilsin. Bu durumda Darboux vektörü  

 

W = τT + κB  

 

şeklindedir. 

 

a) W vektörü spacelike ise (|κ| > |τ|) (2.1) den, θ , -B ile W arasındaki Lorentzian timelike 

açı olmak üzere, 

 

κ = ‖W‖coshθ   ,    τ = ‖W‖sinhθ 

 

‖W‖2 = b(W, W) = κ2 − τ2 dir. 

 

b) W vektörü timelike ise (|κ| < |τ|)  

 

κ = ‖W‖sinhθ   ,    τ = ‖W‖coshθ 

 

‖W‖2 = −b(W, W) = −(κ2 − τ2) dir. 

 

ii) α, ℝ1
3 de spacelike binormalli bir spacelike eğri olarak verilsin. Bu durumda Darboux 

vektörü  

 

W = τT − κB 

 

şeklindedir. 
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 b(W, W) > 0 olup W spacelike vektördür.𝜃𝜃, -B ve W arasındaki Lorentziyen spacelike 

olmak üzere Bu durumda (2.2) den,   

 

κ = ‖W‖cosθ   ,    τ = ‖W‖sinθ 

 

‖W‖ = �|κ2 + τ2| olup b(W, W) = κ2 + τ2dir.  

 

iii) α, ℝ1
3 de timelike binormalli bir spacelike eğri olarak verilsin. Bu durumda Darboux 

vektörü  

 

W= −τT + κB 

 

şeklindedir. 

 

a) W vektörü spacelike ise (|κ| < |τ|) (2.3) den, θ -B ile W arasındaki Lorentziyen timelike 

olmak üzere, 

 
κ = ‖W‖sinhθ   ,    τ = ‖W‖coshθ 

 

‖W‖2 = b(W, W) = τ2 − κ2 dir. 

 

b) W vektörü timelike ise (|κ| > |τ|)  

 

κ = ‖W‖coshθ   ,    τ = ‖W‖sinhθ 

 

‖W‖2 = −b(W, W) = −(τ2 − κ2) dir  [9]. 

2.3. ℝ𝟏𝟏
𝟑𝟑 Uzayında Lift Eğrileri 

Tanım 

M, ℝ1
3 de bir hiperyüzey ve 𝛼𝛼: Ι → M parametrelendirilmiş bir eğri olsun. M üzerindeki 

düzgün bir teğet vektör alanı X olmak üzere Buradan 𝛼𝛼, X in integral eğrisi olarak ifade 

edilirse ∀s ∈ I için  
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d
ds
�α(s)� = X�α(s)� 

 

dir.  

                                                                                                                                            

M nin p deki teğet uzayı TpM dir ve M üzerindeki vektör alanlarının uzayı χ(M) dir. O halde 

 

TM = � TpM
P∈M

 

 

dir. 

 

Herhangi bir parametre eğrisi için α ∶ I → M ve α � : I → TM olsun. 

 

α�(s) = �α(s),α′(s)� = α′(s)/α(s) 

 

α nın TM üzerinde tabii lifti α� olarak adlandırılır. Buradan ℝ1
3 de Levi-Civita konneksiyonu, 

 
dα�
ds

=
d
ds
�α′(s)/α(s)� = Dα′(s)α′(s) 

 

şeklinde ifade edilir [6]. 

Tanım 

Herhangi bir parametre eğrisi için α ∶ I → M ve α � : I → TM olsun. 

 

α�(s) = �α(s),α′(s)� = α′(s)/α(s) 

 

α nın TM üzerinde tabii lifti α� olarak adlandırılır. α� eğrisinin herhangi bir noktasındaki 

Frenet vektörleri {T�, N�, B�} olmak üzere, sırasıyla, tanjant vektörü, asli normal vektörü ve 

binormal vektörüdür. Buradan;  
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i) ℝ3 üzerinde α�, α nın tabii lift eğrisi olsun. Buradan  

T�(s)  =  N(s), 

N�(s)  =  −
κ(s)
‖W‖T(s) +

τ(s)
‖W‖B(s),    

B�(s)  =  
τ(s)
‖W‖T(s) +

κ(s)
‖W‖B(s),           

κ�(s)  =  
κ2(s) + τ2(s)

‖W‖ ,      

τ�(s)  =  
−κ′(s)τ(s) + κ(s)τ′(s)

‖W‖2 .                    

                                           

ii) α birim hızlı timelike bir eğri olmak üzere α�, α nın tabii lift eğrisi olsun. Buradan 

T�(s)  =  N(s), 

N�(s)  =  −
κ(s)
‖W‖T(s) −

τ(s)
‖W‖B(s),     

B�(s)  =  −
τ(s)
‖W‖T(s) −

κ(s)
‖W‖B(s),           

κ�(s)  =  
κ2(s) − τ2(s)

‖W‖ ,     

τ�(s)  =  
−κ′(s)τ(s) + κ(s)τ′(s)

‖W‖2 .                    

                                           

iii) α birim hızlı spacelike binormalli spacelike bir eğri olmak üzere α�, α nın tabii lift eğrisi 

olsun. Buradan 

T�(s)  =  N(s), 

N�(s)  =  
κ(s)
‖W‖T(s) +

τ(s)
‖W‖B(s),     

B�(s)  =  
τ(s)
‖W‖T(s) −

κ(s)
‖W‖B(s),     
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κ�(s)  =  
κ2(s) + τ2(s)

‖W‖  ,     

τ�(s)  =  
κ′(s)τ(s) − κ(s)τ′(s)

‖W‖2  .                   

      

iv) α birim hızlı timelike binormalli spacelike bir eğri olmak üzere α�, α nın tabii lift eğrisi 

olsun. Buradan 

T�(s)  =  N(s), 

N�(s)  =  −
κ(s)
‖W‖T(s) −

τ(s)
‖W‖B(s),     

B�(s)  =  
τ(s)
‖W‖T(s) +

κ(s)
‖W‖B(s),           

κ�(s)  =  
κ2(s) + τ2(s)

‖W‖ ,     

τ�(s)  =  
−κ′(s)τ(s) + κ(s)τ′(s)

‖W‖2                    

                                           

 [5]. 

Tanım 

ℝ1
3 3-boyutlu Minkowski uzayında M(I,α�) koordinat komşuluğu ile verilen 

diferensiyellenebilir bir eğri olmak üzere eğrinin her noktasında bir {T�, N�, B�} Frenet çatısı 

vardır ve Darboux vektörleri aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

i) ℝ1
3 de α� bir timelike eğri olarak verilsin. Bu durumda Darboux vektörü de  

 

W� = τ�T� + κ�B�  

 

şeklindedir. 
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a) W vektörü spacelike ise (|κ| > |τ|) eş(2.1)  den B ile W arasındaki Lorentzian timelike 

açı θ olmak üzere, 

 

κ = ‖W‖coshθ   ,    τ = ‖W‖sinhθ 

 

‖W‖2 = b(W, W) = κ2 − τ2 dir. 

 

b)  W timelike vektör ise (|κ| < |τ|)  

 

κ = ‖W‖sinhθ   ,    τ = ‖W‖coshθ 

 

‖W‖2 = −b(W, W) = −(κ2 − τ2) dir. 

 

ii) α�, ℝ1
3 de spacelike binormalli bir spacelike eğri olsun. Bu durumda Darboux vektörü  

 

W� = τ�T� − κ�B� 

 

şeklindedir. g(W, W) > 0 olduğundan W spacelike vektör alanıdır. B ve W arasındaki 

Lorentzian spacelike θ olsun. Bu durumda eş(2.2) den,   

 

κ = ‖W‖cosθ   ,    τ = ‖W‖sinθ 

 

‖W‖ = �|κ2 + τ2| olup ‖W‖2 = b(W, W) = κ2 + τ2dir.  

 

iii) α�, ℝ1
3 de timelike binormalli bir spacelike eğri olarak verilsin. Bu durumda Darboux 

vektörü  

 

W� = −τ�T� + κ�B� 

 

şeklindedir. 

 

a) Eğer W spacelike vektör alanı ise (|κ| < |τ|) eş(2.3) den, -B ile W arasındaki Lorentzian 

timelike açı θ olmak üzere 
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κ = ‖W‖sinhθ    ,   τ = ‖W‖coshθ 

 

‖W‖2 = b(W, W) = τ2 − κ2 dir. 

 

b) W timelike vektör ise (|κ| > |τ|)  

 

κ = ‖W‖coshθ   ,    τ = ‖W‖sinhθ 

 

‖W‖2 = −b(W, W) = −(τ2 − κ2) dir. 

2.4. ℝ𝟏𝟏
𝟑𝟑 Uzayında Regle Yüzeyler  

Tanım 

ℝ1
3, 3-boyutlu Minkowski uzayında bir doğrunun bir eğri boyunca hareket ettirilmesiyle elde 

edilen yüzeye bir regle yüzey denir. Buradaki doğruya regle yüzeyin ana doğrusu ve verilen 

eğriye ise regle yüzeyin dayanak eğrisi denir [8]. 

 

 
 
Şekil 2.1. Silindir                                                                       
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Şekil 2.2. Koni 

Tanım 

Bir regle yüzey, tek parametreli doğru ailesi tarafından oluşturulur ve parametrik gösterimi  

 

χ(s, v) = α(s) + ve(s) 

 

şeklindedir. 

Burada α doğrultman vektör e ise birim vektördür [5]. 

Tanım  

χ(s, v) bir regle yüzey olsun. ∀u ∈ I için  

 

χ(u + 2π, v) = χ(u, v) 

 

olacak şekilde periyodik ise regle yüzey kapalıdır [3]. 

Tanım 

χ(s, v) = α(s) + ve(s) 

 

kapalı regle yüzeyinin ana doğrularının dik yörüngeleri teşkil ettirilip ve 𝑑𝑑𝜒𝜒 tam diferansiyeli 

alınırsa 
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〈e, dχ〉 = 0, 

 

〈e, dα + dve + vde〉 = 0, 

 

〈e, dα〉 + dv‖e‖2 = 0  , 〈e, de〉 = 0, 

 

−dv = 〈e, dχ〉 

 

elde edilir. Bu eşitliğin regle yüzeyin dayanak eğrisi boyunca eğrisel integrali alınırsa, 

 

Lχ = �〈dα, e〉 = −� dv
 

α

 

α

 

 

bulunur. Buradan  

 

Lχ: I → ℝ; 

 

v → −�dv
 

α

 

 

şeklinde tanımlanan 𝐿𝐿𝜒𝜒 fonksiyonuna 𝜒𝜒 regle yüzeyinin açılım uzunluğu denir [3]. 

Tanım 

Ana doğrusunun birim doğrultman vektörü e olan bir 𝜒𝜒 kapalı regle yüzeyinin ana 

doğrularına dik bir doğrultunun bir periyot sonra ilk konumu ile yaptığı açıya 𝜒𝜒 regle 

yüzeyinin açılım açısı adı verilir ve  

 

λχ = −�det(α′,α′′, e)dv
 

α

 

 

olarak elde edilir [3]. 
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Tanım 

ℝ1
3 de bir regle yüzeyin açılabilir olması için gerek ve yeter şart yüzeyin ana doğrusu 

boyunca teğet düzlemlerinin aynı olması gerekir [8]. 

Tanım 

ℝ1
3 de bir regle yüzeyin komşu iki ana doğrusunun ortak dikmesinin esas ana doğru 

üzerindeki ayağına boğaz (merkez veya sitriksiyon) noktası adı verilir [8]. 

Tanım 

ℝ1
3 ,3-boyutlu Minkowski uzayında bir regle yüzeyin ana doğrusu dayanak eğrisi boyunca 

regle yüzeyi oluştururken boğaz noktalarının geometrik yerine regle yüzeyin boğaz (merkez 

veya sitriksiyon) çizgisi (eğrisi) adı verilir [3]. 

𝛽𝛽(𝑠𝑠) striksiyon eğrisi 𝛼𝛼(𝑠𝑠) dayanak eğrisi türünden  

 

β(s) = α(s) −
b(α′, e′)
b(e′, e′)

e(s) 

 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 

ℝ𝟏𝟏
𝟑𝟑, 3-boyutlu Minkowski uzayında bir regle yüzeyin ana doğrularının her birini dik olarak 

kesen bir eğri olsun. Bu eğriye regle yüzeyin ortogonal yörüngesi denir [8]. 

Tanım 

Regle yüzeyin komşu iki ana doğrusu arasındaki en kısa uzaklığın bu iki komşu ana doğru 

arasındaki açıya oranına, regle yüzeyin dağılma parametresi (drali) denir [3]. 

 

Pe =
det(α′, e, e′)

‖e′‖2
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Teorem  

χ(s, v) regle yüzeyinin açılabilir olması için ⇔ dağılma parametresinin sıfır olmasıdır [3]. 

Tanım 

ℝ1
3, 3- boyutlu Minkowski Uzayında M bir yüzey olmak üzere ∀p noktası için, 

 

IP: Tp(M) × Tp(M) → ℝ 

 

�Vp, Wp� → Ip�Vp, Wp� = 〈Vp, Wp〉 

 

fonksiyonu elde ediliyorsa Ip fonksiyonuna I. Temel Form denir. 

 

IIP: Tp(M) × Tp(M) → ℝ 

 

�Vp, Wp� → IIp�Vp, Wp� = 〈S�Vp�, Wp〉 

 

fonksiyonu elde ediliyorsa IIp fonksiyonuna II. Temel Form denir [3]. 
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3.ℝ𝟏𝟏
𝟑𝟑 MİNKOWSKİ UZAYINDA BİR EĞRİ VE ONUN LİFT              

4.EĞRİSİNİN DARBOUX VEKTÖRLERİ TARAFINDAN 
5.OLUŞTURULAN REGLE YÜZEYLER 

3.1.  ℝ𝟏𝟏
𝟑𝟑 Minkowski Uzayında 𝛘𝛘(𝐬𝐬, 𝐯𝐯) Yüzeyinin Striksiyon Eğrileri, Dağılma     

3333Parametresi Gauss Eğriliği ve Ortalama Eğriliği 

𝛼𝛼 eğrisnin timelike ve spacelike olması durumlarına göre darboux vektörleri incelenip bu 

vektörlerle elde edilen χ(s, v) regle yüzeyi tanımlanmıştır. Daha sonra bu regle yüzeyin 

striksiyon eğrisi, dağılma parametresi (dral), Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği 

hesaplanmıştır. 

Darboux vektörleri tarafından oluşturulan regle yüzeyin parametrik denklemi  

 

χ(s, v) = α(s) + vW(s) 

 

şeklinde verilir. 

 

i) α timelike bir eğri olsun. W = τT + κB darboux vektörü oluşturulan regle yüzey χ olmak 

üzere   

 

χ(s, v) = α(s) + vW(s) 

 

şeklinde yazabiliriz. 

 

Bu regle yüzeyin striksiyon eğrisini β(s) = α(s) − λW(s) olarak verilir. 

 

β(s) = α(s) −
b(α′, W′)
b(W′, W′) W(s) 

 

olmak üzere  

 

λ =
τ′

(τ′)2 − (κ′)2
 

 

elde edilir. 
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Bu regle yüzeyin dağılma parametresi (drali), 

 

PW =
det(α′, W, W′)

‖W′‖2  

 

olmak üzere  

 

PW = 0 

 

bulunur. 

 

Bu regle yüzey açılabilirdir. 

Bu regle yüzeyin Gauss eğriliği, 

 

K(s, v) = −
�det(α′, W, W′)�2

(EG − F2)2  

 

E = E(s, v) = ‖α′(s) + vW′(s)‖2 ,    F = F(s, v) = α′(s)W(s), G = G(s, v) = 1 

 

PW = 0 olduğundan K(s, v) = 0 dır. 

 

Bu regle yüzeyin ortalama eğriliği, 

 

H(s, v)

=
−2�α(s). W(s)�det�α′(s), W(s), W′(s)� + det (α′′(s) + vW′′(s),α′(s) + vW′(s), W(s))

2(EG − F2)3 2⁄  

 

det�α′′(s) + vW′′(s),α′(s) + vW′(s), W(s)�, 

 

= det � (κN + v(τ′′T + (τ′κ − κ′τ)N + κ′′B), �T + v(τ′T + κ′B)�, (τT + κB)�, 

 

= −�κ + v(τ′κ − κ′τ)�(κ(1 + vτ′) − vκ′τ), 
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E = ‖α′ + vW′‖2 = −(1 + vτ′)2 + (vκ′)2, 

 

F = α′W = −τ, 

 

G = 1, 

 

H(s, v) =
−�κ + v(τ′κ − κ′τ)�(κ(1 + vτ′) − vκ′τ)

2(−(1 + vτ′)2 + (vκ′)2 − (−τ)2)3 2⁄ . 

 

ii) α spacelike binormalli spacelike bir eğri olsun. W = τT − κB darboux vektörü 

oluşturulan regle yüzeye χ olmak üzere   

 

χ(s, v) = α(s) + vW(s) 

 

şeklinde yazılır. 

 

Bu regle yüzeyin striksiyon eğrisini β(s) = α(s) − λW(s) olarak verebiliriz. 

 

β(s) = α(s) −
b(α′, W′)
b(W′, W′) W(s) 

 

olmak üzere  

 

λ =
τ′

(τ′)2 + (κ′)2
 

 

elde edilir. 

Bu regle yüzeyin dağılma parametresi (drali), 

 

PW =
det(α′, W, W′)

‖W′‖2  

 

olmak üzere  
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PW = 0 

 

bulunur. 

 

Bu regle yüzey açılabilirdir. 

 

Bu regle yüzeyin Gauss eğriliği, 

 

K(s, v) = −
�det(α′, W, W′)�2

(EG − F2)2  

 

E = E(s, v) = ‖α′(s) + vW′(s)‖2 , F = F(s, v) = α′(s)W(s), G = G(s, v) = 1 

 

PW = 0 olduğundan K(s, v) = 0 dır. 

 

Bu regle yüzeyin ortalama eğriliği, 

 

H(s, v)

=
−2�α(s). W(s)�det�α′(s), W(s), W′(s)� + det (α′′(s) + vW′′(s),α′(s) + vW′(s), W(s))

2(EG − F2)3 2⁄  

 

det�α′′(s) + vW′′(s),α′(s) + vW′(s), W(s)�, 

 

= det � (κN + v(τ′′T + (τ′κ − κ′τ)N − κ′′B), �T + v(τ′T − κ′B)�, (τT − κB)�, 

 

= �κ + v(τ′κ − κ′τ)�(−κ(1 + vτ′) + vκ′τ) 

E = ‖α′ + vW′‖2 = (1 + vτ′)2 + (vκ′)2, 

 

F = α′W = τ, 

 

G = 1, 
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H(s, v) =
�κ + v(τ′κ − κ′τ)�(−κ(1 + vτ′) + vκ′τ)

2((1 + vτ′)2 + (vκ′)2 − (τ)2)3 2⁄ . 

 

iii) α timelike binormalli spacelike bir eğri olsun. W = −τT + κB darboux vektörü 

oluşturulan regle yüzeye 𝜒𝜒 olmak üzere   

 

χ(s, v) = α(s) + vW(s) 

 

şeklinde yazılır. 

 

Bu regle yüzeyin striksiyon eğrisini β(s) = α(s) − λW(s) olarak verilir. 

 

β(s) = α(s) −
b(α′, W′)
b(W′, W′) W(s) 

 

olmak üzere  

 

λ =
τ′

(κ′)2 − (τ′)2
 

 

elde edilir. 

 

Bu regle yüzeyin dağılma parametresi (drali), 

 

PW =
det(α′, W, W′)

‖W′‖2  

 

olmak üzere 

 PW = 0 

 

bulunur. 

 

Bu regle yüzey açılabilirdir. 

Bu regle yüzeyin Gauss eğriliği, 
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K(s, v) = −
�det(α′, W, W′)�2

(EG − F2)2  

 

E = E(s, v) = ‖α′(s) + vW′(s)‖2 , F = F(s, v) = α′(s)W(s), G = G(s, v) = 1 

 

PW = 0 olduğundan K(s, v) = 0 dır. 

Bu regle yüzeyin ortalama eğriliği, 

 

H(s, v)

=
−2�α(s). W(s)�det�α′(s), W(s), W′(s)� + det (α′′(s) + vW′′(s),α′(s) + vW′(s), W(s))

2(EG − F2)3 2⁄  

 

det�α′′(s) + vW′′(s),α′(s) + vW′(s), W(s)�, 

 

= det � (κN + v(−τ′′T + (−τ′κ + κ′τ)N + κ′′B), �T + v(−τ′T + κ′B)�, (−τT + κB)�, 

 

= �κ + v(−τ′κ + κ′τ)�(κ(1 − vτ′) + vκ′τ), 

 

E = ‖α′ + vW′‖2 = (1 − vτ′)2 − (vκ′)2, 

 

F = α′W = −τ, 

 

G = 1, 

 

H(s, v) =
�κ + v(−τ′κ + κ′τ)�(κ(1 − vτ′) + vκ′τ)

2((1 − vτ′)2 − (vκ′)2 − (−τ)2)3 2⁄ . 

3.2. ℝ𝟏𝟏
𝟑𝟑 Minkowski Uzayında 𝝌𝝌� (𝐬𝐬, 𝐯𝐯) yüzeyinin Striksiyon Eğrileri, Dağılma 

111.Parametresi Gauss Eğriliği ve Ortalama Eğriliği 

α� lift eğrisnin timelike ve spacelike olması durumlarına göre darboux vektörleri 

hesaplanmıştır. Elde edilen darboux vektörleri tarafından �̅�𝜒(s, v) regle yüzeyi 

tanımlanmıştır. Daha sonra bu regle yüzeyin striksiyon eğrisi, dağılma parametresi (dral), 
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Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği hesaplanmıştır. 

 

i) α� timelike bir eğri olsun. W� = τ�T� + κ�B� darboux vektörü oluşturulan regle yüzey χ� olmak 

üzere, 

 

χ�(s, v) = α�(s) + vW� (s) 

 

şeklinde yazabiliriz. 

 

W� = τ�T� + κ�B�  = �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �  N +  
κ2 − τ2

‖W‖   �−
τ

‖W‖T −
κ

‖W‖B� 

 

= �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �N +
κ2 − τ2

‖W‖2   (−τT − κB) 

 

W spacelike vektör alanı ise (‖W‖2 = κ2 − τ2) 

 

W� = �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �N − τT − κB 

bulunur. O halde  

 

W� ′ = �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �
′

N + �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �N′ − τ′T − τT′ − κ′B − κB′ 

 

W� ′ = �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �
′

N + �κ�
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 � − τ′�T + �τ�
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 � − κ′�B 

 

A = �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �  olsun. 

 

A′ =
�(−κ′′τ + κτ′′) − 2κ′τ′�‖W‖2 + 2κτ((κ′)2 + (τ′)2)

(‖W‖2)2 , 

 

W� ′ = A′N + (κA − τ′)T + (τA − κ′)B 
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elde edilir. 

 

W timelike vektör alanı ise (‖W‖2 = τ2 − κ2) 

 

W� = �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �N + τT + κB 

 

bulunur. O halde  

 

W� ′ = �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �
′

N + �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �N′ + τ′T + τT′ + κ′B + κB′ 

 

W� ′ = �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �
′

N + �κ�
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 � + τ′�T + �τ�
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 � + κ′�B 

 

A = �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �  olsun. 

 

A′ =
�(−κ′′τ + κτ′′) − 2κ′τ′�‖W‖2 − 2κτ((κ′)2 + (τ′)2)

(‖W‖2)2  

 

W� ′ = A′N + (κA + τ′)T + (τA + κ′)B 

 

elde edilir. 

 

Bu regle yüzeyin striksiyon eğrisini β�(s) = α�(s) − μW� (s) olarak verebiliriz. 

 

β�(s) = α�(s) −
b(α�′, W� ′)
b(W� ′, W� ′) W(s) 

 

olmak üzere,  

 

 W spacelike vektör alanı ise (‖W‖2 = κ2 − τ2) 
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μ =
κA′

(A′)2 − A2(κ2 − τ2) + 2A(κτ′ − τκ′) + (κ′)2 − (τ′)2
 

 

elde edilir. 

 

Bu regle yüzeyin dağılma parametresi (drali), 

 

P�W��� =
det(α�′, W� , W� ′)

‖W� ′‖2  

 

olmak üzere  

 

P�W��� =0 

 

bulunur. 

 

Bu regle yüzey açılabilirdir. 

 

W timelike vektör alanı ise (‖W‖2 = τ2 − κ2) 

 

μ =
κA′

(A′)2 + A2(κ2 − τ2) + 2A(κτ′ − τκ′) + (κ′)2 − (τ′)2
 

 

elde edilir. 

 

Bu regle yüzeyin dağılma parametresi (drali), 

 

P�W��� =
det(α�′, W� , W� ′)

‖W� ′‖2  

 

olmak üzere  

 

P�W��� =0 
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bulunur. 

 

Bu regle yüzeyin Gauss eğriliği (W spacelike için ), 

 

K�(s, v) = −
(det�α�′(s), W� (s), W� ′(s)�)2

(EG − F2)2 , 

 

E = E(s, v) = ‖α�′(s) + vW� ′(s)‖2 , F = F(s, v) = α�′(s)W� (s), G = G(s, v) = 1 

 

olmak üzere  

 

det (α�′(s), W� (s), W� ′(s) = 0   

 

olduğundan Gauss Eğriliği K�(s, v) = 0 dır. 

 

Bu regle yüzeyin ortalama eğriliği, 

 

H�(s, v)

=
−2�α�′(s)W� (s)�det�α�′(s), W� (s), W� ′(s)� + det (α�′′(s) + vW� ′′(s),α�′(s) + vW� ′(s), W� (s))

2(EG − F2)3 2⁄  

 

E = E(s, v) = ‖α�′(s) + vW� ′(s)‖2, F = F(s, v) = α�′(s)W� (s), G = G(s, v) = 1 

 

−2�α�′(s)W� (s)�det�α�′(s), W� (s), W� ′(s)� + det�α�′′(s) + vW� ′′(s),α�′(s) + vW� ′(s), W� (s)�, 

 

= −�κ2 + v(κA′ + (κA − τ′)′)�(κ(κ + vA′) + v(τA − κ′)A) 

 

+ �κ′ + v�A′′ + κ(κA − τ′) − (τA − κ′)�� �−κv(κA − τ′) + 2v(τA − κ′)� 

 

+�κτ + v(τA′ + (τA − κ′)′)��−Av(κA − τ′) − τ(κ + vA′)�… (∗) 

 

EG − F2 = (−v2(κA − τ′)2 + (τA − κ′)2 + 2vκA′ + A2(v2 − κ2) + τ2), 
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H�(s, v) =
(∗)

2(−v2(κA − τ′)2 + (τA − κ′)2 + 2vκA′ + A2(v2 − κ2) + τ2)3 2⁄ . 

 

ii) α� spacelike binormalli spacelike bir eğri olsun. W� = τ�T� − κ�B�  Darboux vektörü 

oluşturulan regle yüzeye X� olmak üzere, 

 

X�(s, v) = α�(s) + vW� (s) 

 

şeklinde yazabiliriz. 

 

W� = τ�T� − κ�B�  = �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �  N −  
κ2 + τ2

‖W‖   �
τ

‖W‖T −
κ

‖W‖B� 

 

= �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �N −
κ2 + τ2

‖W‖2   (τT − κB) 

 

(‖W‖2 = κ2 + τ2) olduğundan 

 

W� = �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �N − τT + κB 

 

bulunur. O halde  

W� ′ = �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �
′

N + �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �N′ − τ′T − τT′ + κ′B + κB′ 

W� ′ = �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �
′

N + �κ�
κ′τ − κτ′

‖W‖2 � − τ′�T + �τ�
κ′τ − κτ′

‖W‖2 � + κ′�B 

A = �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �  olsun. 

 

A′ =
(−κ′′τ + κτ′′)‖W‖2 − 2κτ((κ′)2 − (τ′)2) − 2κ′τ′(τ2 − κ2)

(‖W‖2)2 , 

 

W� ′ = A′N + (κA − τ′)T + (τA + κ′)B 
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elde edilir. 

 

Bu regle yüzeyin striksiyon eğrisini β�(s) = α�(s) − μW� (s) olarak verilebilir. 

 

β�(s) = α�(s) −
b(α�′, W� ′)
b(W� ′, W� ′) W(s) 

 

olmak üzere  

 

μ =
−κA′

−(A′)2 + A2(κ2 + τ2) − 2A(κτ′ − τκ′) + (κ′)2 + (τ′)2
 

 

elde edilir. 

 

Bu regle yüzeyin dağılma parametresi (drali), 

 

P�W��� =
det(α�′, W� , W� ′)

‖W� ′‖2  

 

olmak üzere  

 

P�W��� =
−2κ(−κ′τ + κτ′)

−(A′)2 + A2(κ2 + τ2) − 2A(κτ′ − τκ′) + (κ′)2 + (τ′)2
 

 

bulunur. 

 

Bu regle yüzeyin Gauss eğriliği, 

 

K�(s, v) = −
(det (α�′(s), W� (s), W� ′(s))2

(EG − F2)2  

 

E = E(s, v) = ‖α′(s) + vW′(s)‖2, F = F(s, v) = α′(s)W(s), G = G(s, v) = 1 

 

(det (α�′(s), W� (s), W� ′(s))2 = 4κ2(−κ′τ + κτ′)2, 



35 

E = ‖κN + v(A′N + (κA + τ′)T + (τA + κ′)B‖2, 

 

E = v2A2(κ2 + τ2) + 2Av2(τκ′ + κτ′) + v2((κ′)2 + (τ′)2) − κ2 − 2κvA′ − v2(A′)2, 

 

F = κN(AN − τT + κB), 

 

EG − F2 = v2A2(κ2 + τ2) + 2Av2(τκ′ + κτ′) + v2((κ′)2 + (τ′)2) − κ2 − 2κvA′    

− v2(A′)2 + (κ2A2) … (∗) 

 

K�(s, v) =
−4κ2(−κ′τ + κτ′)2

(∗)2 . 

 

Bu yüzeyin ortalama eğriliği, 

 

H�(s, v)

=
−2�α�′(s)W� (s)�det�α�′(s), W� (s), W� ′(s)� + det (α�′′(s) + vW� ′′(s),α�′(s) + vW� ′(s), W� (s))

2(EG − F2)3 2⁄  

 

E = E(s, v) = ‖α�′(s) + vW� ′(s)‖2, F = F(s, v) = α�′(s)W� (s), G = G(s, v) = 1 

 

−2�α�′(s)W� (s)�det�α�′(s), W� (s), W� ′(s)� + det �α�′′(s) + vW� ′′(s),α�′(s) + vW� ′(s), W� (s)�, 

 

= −2�(κA)N − τT + κB�(−κA′) 

 

− �κ2 + v(κA′ + (κA − τ′)′)�(−vκ(κ + vA′) + v(τA + κ′)A) 

 

+ �κ′ + v�A′′ + κ(κA − τ′) + (τA + κ′)��κv(κA − τ′) + vτ(τA + κ′)�� 

 

+ �κτ + v(τA′ + (τA + κ′)′)��−vA(κA − τ′) + τ(κ + vA′)�… (∗) 

 

EG − F2 = v2A2(κ2 + τ2) + 2Av2(τκ′ + κτ′)

+ v2((κ′)2 + (τ′)2) − κ2 − 2κvA′ − v2(A′)2) … (∗∗) 
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H�(s, v) =
(∗)

2(∗∗)3 2⁄ . 

 

iii) α� timelike binormalli spacelike bir eğri olsun. W� = −τ�T� + κ�B� darboux vektörü 

oluşturulan regle yüzeye χ� olmak üzere, 

 

χ�(s, v) = α�(s) + vW� (s) 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

W� = −τ�T� + κ�B�  = −�
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �  N +  
κ2 + τ2

‖W‖   �
τ

‖W‖T +
κ

‖W‖B� 

 

= �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �N +  �τ�
κ2 + τ2

‖W‖2 ��T + �κ�
κ2 + τ2

‖W‖2 ��B 

 

olarak bulunur. O halde  

W� ′ = �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �
′

N + �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �N′ + �τ�
κ2 + τ2

‖W‖2 ��
′

T + �τ�
κ2 + τ2

‖W‖2 ��T′

+ �κ�
κ2 + τ2

‖W‖2 ��
′

+ �κ�
κ2 + τ2

‖W‖2 ��B′ 

 

W� ′ = ��
κ′τ − κτ′

‖W‖2 �
′

+ 2τκ�
κ2 + τ2

‖W‖2 ��N + �−κ�
κ′τ − κτ′

‖W‖2 � + τ �
κ2 + τ2

‖W‖2 �
′

�T

+ �τ �
κ′τ − κτ′

‖W‖2 � + κ �
κ2 + τ2

‖W‖2 �
′

�B 

 

bulunur. 

 

A = �
−κ′τ + κτ′

‖W‖2 �  ve C = �
κ2 + τ2

‖W‖2 �  olsun. 

 

W spacelike vektör alanı ise (‖W‖2 = τ2 − κ2) 
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A′ =
(−κ′′τ + κτ′′)‖W‖2 − 2κ′τ′(τ2 + κ2) + 2κτ((κ′)2 + (τ′)2)

(‖W‖2)2  

 

C′ = �
κ2 + τ2

‖W‖2 �
′

=
4κτ(κ′τ − κτ′)

(τ2 − κ2)2  

 

olur. 

 

W timelike vektör alanı ise (‖W‖2 = κ2 − τ2) 

 

A′ =
(−κ′′τ + κτ′′)‖W‖2 − 2κτ((κ′)2 + (τ′)2) + 2κ′τ′(κ2 + τ2)

(‖W‖2)2  

 

C′ = �
κ2 + τ2

‖W‖2 �
′

=
4κτ(κ′τ − κτ′)

(κ2 − τ2)2  

 

 Buradan  

 

W� ′ = (A′ + 2τκC)N + (−κA + τC′)T + (τA + κC′)B 

 

elde edilir. 

 

Bu regle yüzeyin striksiyon eğrisini β�(s) = α�(s) − μW� (s) olarak verilebilir. 

 

β�(s) = α�(s) −
b(α�′, W� ′)
b(W� ′, W� ′) W(s) 

 

olmak üzere  

 

μ =
κ(A′ + 2τκC)

(A′ + 2τκC) + (κ2 − τ2)(A2 − (C′)2) 

 

elde edilir. 
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Bu regle yüzeyin dağılma parametresi (drali), 

 

P�W��� =
det(α�′, W� , W� ′)

‖W� ′‖2  

 

olmak üzere  

 

P�W��� =
−κCA(τ2 + κ2)

(A′ + 2τκC) + (κ2 − τ2)(A2 − (C′)2) 

 

bulunur. 

 

Bu regle yüzeyin Gauss Eğriliği, 

 

K�(s, v) = −
(det (α�′(s), W� (s), W� ′(s))2

(EG − F2)2  

 

E = E(s, v) = ‖α′(s) + vW′(s)‖2, F = F(s, v) = α′(s)W(s), G = G(s, v) = 1 

 

(det (α�′(s), W� (s), W� ′(s))2 = κ2C2A2(τ2 + κ2)2, 

 

E = �κN + v�(A′ + 2τκC)�N + (−κA + τC′)T + (τA + κC′)B�2, 

 

= κ2 + 2κv(A′ + 2τκC)+v2�(A′)2 + 2A′τκC + 4τ2κ2C2 + A2(κ2 − τ2) − 4κAτC′

+ (C′)2(κ2 + τ2)�, 

 

F = κN(AN + τCT + κCB), 

 

EG − F2 = κ2 + 2κv(A′ + 2τκC)v2�(A′)2 + 2A′τκC + 4τ2κ2C2 + A2(κ2 − τ2) − 4κAτC′

+ (C′)2(κ2 + τ2)� − κ2A2 … (∗) 

 

𝐾𝐾�(𝑠𝑠, 𝑣𝑣) =
−𝜅𝜅2𝐶𝐶2𝐴𝐴2(𝜏𝜏2 + 𝜅𝜅2)2

(∗)2 . 
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Bu regle yüzeyin ortalama eğriliği, 

 

𝐻𝐻�(𝑠𝑠, 𝑣𝑣)

=
−2�α�′(s)W� (s)�det�α�′(s), W� (s), W� ′(s)� + det (α�′′(s) + vW� ′′(s),α�′(s) + vW� ′(s), W� (s))

2(𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝐹𝐹2)3 2⁄  

 

E = E(s, v) = ‖α�′(s) + vW� ′(s)‖2,     F = F(s, v) = α�′(s)W� (s),       G = G(s, v) = 1 

 

olmak üzere, 

 

−2�α�′(s)W� (s)�det�α�′(s), W� (s), W� ′(s)� + det�α�′′(s) + vW� ′′(s),α�′(s) + vW� ′(s), W� (s)�, 

 

= −2�(κA)N + 2CT + κCB��−κCA(κ2 + τ2)� − 

 

��κ2 + v(−κ(A′ + 2τκC)� + (−κA + τC′)′ �−�κ + v(A′ + 2κτC)�� κCv(τA + κC′)A′� 

+ �(κ′ + v(A′ + 2τκC)′) + (−κa + τC′) + (τA + κC′)�vκC(−κA + τC′)�

− v�(τA + κC′)�τC� 

 

+ (κτ2(A′ + 2τκC) + (τA + κC′)′)�−vA′(−κA + τC′) + κ + vτC(A′ + 2κτC)�… (∗) 

 

EG − F2 = κ2 + 2κv(A′ + 2τκC)

+ v2((A′)2 + 2A′τκC + 4τ2κ2C2 + A2(κ2 − τ2) − 4κAτC′)

+ (C′)2(κ2 + τ2) − �κ2A2 + C2(τ2 − κ2)�… (∗∗) 

 

H�(s, v) =
(∗)

2(∗∗)3 2⁄ . 

 

şeklinde bulunur. 
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3.3. Örnek 

Timelike binormalli spacelike α(s) = � 1
√3

coss, 1 − sins, −2
√3

coss� eğrisi verilsin. Bu eğrinin 

Frenet vektörleri, 

 

T(s) = �−
1
√3

sins,−coss,
2
√3

sinss�, 

 

N(s) = �−
1
√3

coss, sins,
2
√3

coss�, 

 

B(s) = �
−2
√3

, 0,
1
√3
�, 

 

κ(s) = 1, 

 

τ(s) = 0. 

 

Bu eğrinin Darboux vektörü W = −τT + κB dir. 

 

W = �
−2
√3

, 0,
1
√3
�, 

 

χ(s, v) = �
1
√3

coss, 1 − sins,
−2
√3

coss� + v �
−2
√3

, 0,
1
√3
�. 
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Şekil 3.1. χ(s, v) Yüzeyi  

 

Timelike regle yüzeyi elde edilir. 

 

χs = �−
1
√3

sins,−coss,
2
√3

sinss�, 

 

χv = �
−2
√3

, 0,
1
√3
�, 

 

N =
χs × χv
‖χs × χv‖

= �
−1
√3

coss, sins,
2
√3

coss�, 

 

S(χs) = Ns = λ1χs + λ2χv, 

 

S(χv) = Nv = μ1χs + μ2χv, 

 

S = �−1 0
0 0�, 

 

K(s) = 0, 
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H(s) = −
1
2

, 

 

I(V, W) = 〈V, W〉, 

 

II(V, W) = 〈S(V), W〉 = −
1
2
〈V, W〉, 

 

Bu eğrinin lift eğrisi, 

 

α�(s) = �− 1
√3

sins,−coss, 2
√3

sinss� şeklindedir. Frenet vektörleri 

 

T�(s) = �−
1
√3

coss, sins,
2
√3

coss�, 

 

N�(s) = �
1
√3

sins, coss,−
2
√3

sinss�, 

 

B�(s) = �
−2
√3

, 0,
1
√3
�, 

 

κ�(s) = 1, 

 

τ�(s) = 0. 

 

Bu eğrinin Darboux vektörü W� = −τ�T� + κ�B� dir. 

W� = �
−2
√3

, 0,
1
√3
�, 

 

χ�(s, v) = �−
1
√3

sins,−coss,
2
√3

sinss� + v �
−2
√3

, 0,
1
√3
�. 
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Şekil 3.2. χ�(s, v) Yüzeyi 

 

Timelike regle yüzeyi elde edilir. 

 

χ�s = �−
1
√3

coss, sins,
2
√3

coss�, 

 

χ�v = �
−2
√3

, 0,
1
√3
�, 

 

N� =
χ�s × χ�v
‖χ�s × χ�v‖

= �
1
√3

sins, coss,−
2
√3

sins�, 

 

S(χ�s) = N�s = λ1χ�s + λ2χv, 

 

S(χ�v) = N�v = μ1χ�s + μ2χ�v, 

 

S(χ�) = �−1 0
0 0�, 

 

K�(s) = 0, 
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H�(s) = −
1
2

, 

 

I(V, W) = 〈V, W〉, 

 

II(V, W) = 〈S(V), W〉 = −
1
2
〈V, W〉. 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER  

Bu tez de ℝ1
3 , 3-boyutlu Minkowski uzayında 𝛼𝛼� lift eğrisinin timelike ve spacelike olması 

durumuna göre darboux vektörleri hesaplanmıştır. Bu darboux vektörlerinin oluşturduğu 

regle yüzeyler ile ilgili bazı karakterizasyonlar verilmiştir. Bu çalışma dual Lorentziyen 

uzaya da genişletilebilir.  
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