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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

L(f, x) L operatörünün f fonksiyonuna uygulanmas�

fn ⇒ f fn fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna düzgün yak�nsamas�

C[a, b] [a, b] aral�§�ndaki sürekli fonksiyonlar�n uzay�

C [0,∞) [0,∞) aral�§�nda sürekli fonksiyonlar�n uzay�

CB [0,∞) [0,∞) aral�§�nda s�n�rl� ve sürekli reel de§erli fonksiyonlar�n

uzay�

ω(f ; δ) f fonksiyonunun süreklilik modülü

LipM (α) Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar

ρ (x) A§�rl�kl� fonksiyon

Bρ |f (x)| ≤Mfρ (x) ³art�n� sa§layan fonksiyonlar uzay�

Cρ Bρ uzay�ndaki sürekli fonksiyonlar uzay�

C∗ρ

{
f ∈ Cρ : lim

|x|→∞

f(x)
ρ(x)
∈ R

}
alt uzay�

‖f‖ρ Bρ uzay�nda tan�mlanan norm

‖L‖Cρ→Bρ Cρ normlu uzay�ndan Bρ normlu uzay�na dönü³üm yapan L

operatörünün normu

ϕn,r (x) r− inci merkezi moment

Rn (f, x) Balázs operatörleri

Ln (f, x) Bleimann, Butzer ve Hahn operatörleri

An (f, x) Genelle³itirilmi³ Balázs operatörleri

Hω S�n�rl� ve sürekli fonksiyonlar�n alt uzay�

Hα S�n�rl� ve sürekli fonksiyonlar�n bir Lipschitz alt uzay�
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1. G�R��

Fonksiyonlar teorisinin en çok uygulamas� olan dal� yakla³�m teorisidir. Yakla³�m

teorisinin amac�, belli özelliklere sahip fonksiyon uzay�n�n elemanlar�n�n bu uzay�n bir

alt uzay�ndan olan iyi özelliklere sahip fonksiyonlar cinsinden bir gösterimini elde

etmektir. Burada iyi özelliklere sahip fonksiyonlar genelde iyi bilinen, polinomlar veya

rasyonel fonksiyonlar olarak al�nmaktad�r.

Fonksiyon uzaylar�nda "sürekli fonksiyonlara yakla³�m" problemi ilk defa Weierstrass

taraf�ndan ele al�nm�³t�r. Bundan dolay� yakla³�m teorisinde en önemli teoremlerden biri

Weierstrass yakla³�m teoremidir. 1885 y�l�nda Weierstrass [a, b] aral�§�nda sürekli her

f fonksiyonuna bir polinomla yakla³�labilece§ini ifade etmi³tir [1]. Ancak Weierstrass

bu polinomlar�n ne tür polinomlar oldu§u ve polinomlar�n bulunma ko³ullar� hakk�nda

herhangi bir bilgi vermemi³tir. Daha sonra birçok matematikçi bu teoremde ifade edilen

polinomlar� aç�k bir ³ekilde elde etmi³lerdir. Bu polinomlar�n aç�k bir formu 1912 y�l�nda

Bernstein taraf�ndan verilmi³tir [2]. 1951 y�l�nda Bohman toplam biçimindeki lineer

pozitif bir operatörler dizisinin [0, 1] kapal� aral�§�nda sürekli bir fonksiyona düzgün

yak�nsamas� için yaln�zca üç ko³ulu gerçeklemesi gerekti§ini ifade ve ispat etmi³tir

[3]. Daha sonra 1953 y�l�nda Korovkin, Bohman taraf�ndan elde edilen bu ifadenin en

genel lineer pozitif operatörler dizisine genellemi³tir [4]. Bohman ve Korovkin teoremleri

lineer pozitif operatörler teorisinin geli³mesine büyük katk� sa§lam�³t�r. Lineer pozitif

operatörler dizisinin yakla³�m ko³ullar� Korovkin taraf�ndan verilmi³tir [5,6].

Analiz ve fonksiyonlar teorisinde yer alan ara³t�rma alanlar�ndan biri de lineer pozitif

operatörlerle yakla³�m konusudur ve matemati§in birçok dal�yla ili³kilidir. Bohman

(1952) ve Korovkin (1953), Bernstein polinomlar�ndan yola ç�karak, lineer pozitif

operatörler dizisinin sürekli fonksiyonlara düzgün yak�nsamas� ile ilgili çok önemli bir

teorem vermi³lerdir. Sonlu aral�kta düzgün yak�nsaman�n gerçeklenmesi için sadece

üç ko³ulun incelenmesinin yeterli oldu§u bu teoremde ifade edilmi³tir. Bu teorem

�³�§�nda birçok yeni lineer pozitif operatörün (Meyer-König ve Zeller operatörleri,

Szasz operatörleri, Bleimann, Butzer ve Hahn operatörleri gibi) yakla³�m özellikleri

incelenmi³tir.

Ayr�ca, [0,∞) aral�§�nda a§�rl�kl� yakla³�m özellikleri de incelenebilmektedir. S�n�rs�z

aral�klarda yakla³�m problemi, a§�rl�kl� uzaylarda ara³t�r�lm�³t�r. A§�rl�kl� uzaylarda

yakla³�m ko³ullar� ve Korovkin tip teorem Gadjiev taraf�ndan verilmi³tir [7,8].

Yakla³�m teorisinde ve matemati§in di§er alanlar�nda önemli rol oynayan

polinomlardan biri de Bernstein polinomlar�d�r.
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1912 y�l�nda Bernstein polinomlar�

Bn (f, x) =
n∑
k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
xk (1− x)n−k (n = 1, 2, ...) (1.1)

biçiminde tan�mlanm�³t�r [2]. Bernstein polinomlar dizisi [0, 1] aral�§�nda sürekli olan

bir f fonksiyonuna ayn� aral�kta düzgün yak�nsar.

1975 y�l�nda Balázs operatörleri, f fonksiyonu [0,∞) aral�§�nda tan�ml� reel de§erli

sürekli bir fonksiyon olmak üzere

Rn (f, x) =
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

f

(
k

bn

)(
n

k

)
(anx)

k (n = 1, 2, ...) (1.2)

³eklinde tan�mlanm�³t�r. Burada (an) ve (bn) dizileri, x de§i³keninden ba§�ms�z olarak

uygun ³ekilde seçilmi³ reel say� dizileridir [7].

E³. 1.1 ve E³. 1.2 ifadelerinde verilen Bernstein operatörlerini ve Balázs operatörlerini

kar³�la³t�racak olursak n nnb

qk (x) = xk (1− x)n−k

ve

rk (x) =
1

(1 + anx)
n (anx)

k (k = 0, 1, 2, ..., n)

al�n�rsa t = anx
1+anx

olmak üzere

rk (x) = qk (t)

elde edilir.

E³. 1.2 verilen (Rn) operatörler dizisi için

an → 0, bn →∞ ve
nan
bn
→ 1

ko³ullar�yla Korovkin teoreminin hipotezleri gerçeklenir.
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1980 y�l�nda G. Bleimann P. L. Butzer ve L. Hahn taraf�ndan [0,∞) aral�§�nda tan�ml�

reel de§erli sürekli herhangi bir f fonksiyonu için

Ln (f, x) =
1

(1 + x)n

n∑
k=0

f

(
k

n− k + 1

)(
n

k

)
xk (1.3)

biçiminde bir operatörler dizisi tan�mlanm�³ ve yakla³�m özellikleri incelenmi³tir [8].

Gadjiyev ve Çakar taraf�ndan E³. 1.3 ifadesinde verilen (Ln) operatörler dizisi için

eυ

(
x

1 + x

)
=

(
x

1 + x

)υ
υ = 0, 1, 2

biçiminde test fonksiyonlar� kullan�larak pozitif yar� eksende sürekli ve s�n�rl�

fonksiyonlar�n bir Lipschitz alt uzay�nda Korovkin tip teorem ispat� verilmi³tir [9].

Do§ru taraf�ndan E³. 1.2 ve E³. 1.3 ifadelerinde verilen operatörlerin bir genelle³mesi

n indisine ba§l� (bn) dizisi yerine n ve k indislerine ba§l� (bn,k) dizisi al�narak

An (f, x) =
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

f

(
k

bn,k

)(
n

k

)
(anx)

k (1.4)

biçiminde tan�mlanm�³t�r [10].

(An) operatörler dizisinde Korovkin teoremi

cn = ank + bn,k

olmak üzere n→∞ iken

n

cn
→ 1

ko³ulunun sa§lanmas� durumunda gerçeklenir.

E³. 1.4 ifadesindeki (An) operatörler dizisinde (bn,k) dizisi yerine n indisine ba§l� olan bir

(bn) dizisi al�n�rsa E³. 1.2 ifadesindeki Balázs operatörlerine, an = 1 ve bn,k = n− k+1

seçimiyle de E³. 1.3 ifadesinde tan�mlanan Bleimann, Butzer ve Hahn operatörlerine

indirgenir.
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Bu tezde, (An) operatörler dizisinin pozitif yar� eksende sürekli ve s�n�rl� fonksiyonlar�n

bir Lipschitz alt uzay�nda yakla³�m özellikleri incelenecektir. Buna ek olarak, yakla³�m

h�z� ve Voronovskaja tip sonuç elde edilecektir. Ayr�ca, E³. 1.1, E³. 1.2, E³. 1.3 ve E³

1.4 ifadelerinde verilen operatörler dizilerinin belirli bir fonksiyona yakla³�m� gra�ksel

gösterimler biçiminde resmedilecektir.

Bu tez, birinci bölümü giri³ bölümü olmak üzere be³ bölümden olu³maktad�r.

�kinci bölüm alt� ana ba³l�ktan olu³maktad�r. �lk olarak s�ras�yla birinci, ikinci ve

üçüncü ba³l�klarda lineer pozitif operatörlerin tan�m�na, özelliklerine ve yakla³�m

h�z�na ili³kin bilgiler verilmi³tir. Daha sonra dördüncü ba³l�kta yakla³�m teorisinde

merkezi rol oynayan teoremlerden biri olan Weierstrass teoremi ve Korovkin teoremi

ifade edilmi³tir. Be³inci ba³l�kta ise Gadjiyev taraf�ndan incelenen reel eksenin

tamam�nda veya s�n�rs�z alt aral�klarda yakla³�m ko³ullar� ve Korovkin teoreminin

ispat�yla ilgili tan�m ve teoremlere de§inilmi³tir. Son ba³l�kta da fonksiyonlar�n

de§i³im mertebesi ve sonsuz küçülenlerin kar³�la³t�r�lmas� ile ilgili tan�ma yer

verilmi³tir.

Üçüncü bölüm alt� ana ba³l�ktan olu³maktad�r. Birinci ba³l�kta K. Balázs taraf�ndan

tan�mlanan (Rn) operatörler dizisi ifade edilmi³ ve hangi ko³ullar alt�nda Korovkin

teoreminin hipotezlerinin sa§land�§�na ili³kin aç�klamalar yap�lm�³t�r. Bu operatörler

için test fonksiyonlar�na ait sonuçlar elde edilmi³tir. �kinci ba³l�kta Bleimann, Butzer

ve Hahn taraf�ndan tan�mlanan (Ln) operatörler dizisi ifade edilmi³ ve yakla³�m

özellikleri incelenmi³tir. Gadjiyev ve Çakar taraf�ndan bu operatörler için s�n�rl� ve

sürekli fonksiyonlar�n bir Lipschitz alt uzay�nda Korovkin tip teorem ispat�

verilmi³tir. Daha sonra üçüncü ba³l�kta Do§ru taraf�ndan çal�³�lan (An) operatörler

dizisinin tan�m� verilmi³tir. Dördüncü ve be³inci ba³l�klarda ise Hα uzay�nda bu

operatörler dizisi için yakla³�m özellikleri, yakla³�m h�z� ve Korovkin tip teorem elde

edilmi³tir. Son ba³l�kta ise (An) operatörler dizisi için Voronovskaja tip teorem baz�

özel ko³ullar alt�nda incelenmi³tir.

Dördüncü bölümde (Bn), (Rn), (Ln) ve (An) operatör dizilerinin belirli bir fonksiyona

yakla³�mlar� gra�ksel gösterimler biçiminde resmedilmi³tir.

Be³inci bölümde de elde edilen sonuçlar ve öneriler yer almaktad�r.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bölümde, lineer pozitif operatörlerin tan�m�, özellikleri ve yakla³�m h�z� ile ilgili

tan�m ve lemmalara yer verilmi³tir. Bilinmektedir ki yakla³�m teorisinin amac�

herhangi bir fonksiyonun daha kullan�³l� olan farkl� bir fonksiyon türünde gösterimini

elde etmektir. Bundan dolay� bu k�s�mda Weierstrass taraf�ndan 1885 y�l�nda ifade

edilen, sürekli her f fonksiyonuna polinomlar dizisiyle yakla³�labilece§iyle ilgili teorem

verilmi³ ve C[a, b] uzay�nda Korovkin tip teorem ispatlanm�³t�r. Ayr�ca, a§�rl�kl�

uzayda yakla³�m ile ilgili tan�m, önerme ve teoremlere de§inilmi³tir. Bunlara ek

olarak, fonksiyonlar�n de§i³im mertebesi ve sonsuz küçülenlerin kar³�la³t�r�lmas�na

ili³kin tan�m ifade edilmi³tir.

2.1. Lineer Pozitif Operatörler

2.1.1. Tan�m

X ve Y normlu lineer fonksiyon uzaylar� olsun. E§er X uzay�nda al�nm�³ herhangi

f fonksiyonuna Y uzay�nda bir g fonksiyonu kar³�l�k getiren bir L kural� varsa bu L

kural�na X uzay�ndan Y uzay�na bir operatör denir. f ∈ X, g ∈ Y ve x eleman� g

fonskiyonunun tan�m kümesine ait olmak üzere

L(f ;x) = L(f)(x) = g(x)

ya da daha aç�k bir ³ekilde ifade edecek olursak; t de§i³keni f fonksiyonunun x de§i³keni

de, g fonksiyonunun tan�m kümesine ait olmak üzere

L(f(t);x) = g(x)

³eklinde gösterilir [11].

2.1.2. Tan�m

L : X → Y bir operatör olsun. E§er L operatörü her f1, f2 ∈ X ve her α, β ∈ R için

L(αf1 + βf2;x) = αL(f1;x) + βL(f2;x)

ko³ulunu sa§l�yorsa, L operatörüne lineer operatör denir [11].
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2.1.3. Tan�m

X+ = {f : f(t) ≥ 0,∀t ∈ R} ve Y + = {g : g(x) ≥ 0,∀x ∈ R} iki fonksiyon uzay� olsun.

L : X → Y operatörü için L(X+) ⊂ Y + ko³ulu sa§lan�yorsa L operatörüne pozitif

operatör denir [11].

2.1.4. Tan�m

Lineerlik ve poziti�ik ko³ullar�n� sa§layan L operatörüne, lineer pozitif operatör denir

[11].

�imdi lineer pozitif operatörlerin baz� önemli özelliklerini verelim.

2.2. Lineer Pozitif Operatörlerin Özellikleri

2.2.1. Lemma

Lineer pozitif operatörler monotondur [11].

�spat

Gerçekten; her t ∈ R için f(t) ≥ g(t) ise f(t) − g(t) ≥ 0 d�r. L operatörünün

poziti�i§inden

L(f − g;x) ≥ 0

ve L operatörünün lineerli§inden

L(f, x)− L(g, x) ≥ 0

olup

L(f, x) ≥ L(g, x)

elde edilir.
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2.2.2. Lemma

L lineer pozitif operatör ise, o takdirde

|L(f)| ≤ L (|f |)

e³itsizli§i gerçeklenir [11].

�spat

Herhangi bir f fonksiyonu için

− |f | ≤ f ≤ |f | (2.1)

olur. L operatörü lineer pozitif operatör oldu§undan dolay� monoton artand�r. O zaman

2.1 e³itsizli§inden

L (− |f |) ≤ L (f) ≤ L (|f |) (2.2)

e³itsizli§i yaz�labilir. L operatörünün lineerli§inden

L (− |f |) = −L (|f |)

olur. Son e³itli§in 2.2 e³itsizli§inde kullan�lmas�yla

−L(|f | ;x) ≤ L(f ;x) ≤ L(|f | ;x)

e³itsizli§i elde edilir. Dolay�s�yla lemman�n ispat� tamamlan�r.

2.3. Lineer Pozitif Operatörlerin Yakla³�m H�z�

Yakla³�m teoresinin bir di§er önemli problemi yakla³�m h�z�d�r. Yakla³�m h�z�, n→∞
iken εn → 0 olmak üzere

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ Cεn
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e³itsizli§ini gerçekleyen εn dizisinin bulunmas�yla belirlenir, burada C sabiti n

indisinden ba§�ms�z bir sabittir.

Yakla³�m teoresinin önemli problemi olan yakla³�m h�z� kavram�yla ilgili hesaplamalar�

yapmak için birçok araç kullan�l�r. Bu amaçla, ilk olarak süreklilik modülü kavram�

tan�mlan�p daha sonra süreklilik modülünün özellikleri verilecektir.

2.3.1. Tan�m

f ∈ C[a, b] olsun. δ > 0 için

ω(f ; δ) = sup
x,t∈[a,b]
|t−x|≤δ

|f(t)− f(x)|

biçiminde tan�mlanan ω(f ; δ) fonksiyonuna, f fonksiyonunun süreklilik modülü denir

[12].

Süreklilik modülü a³a§�daki özellikleri gerçekler.

i) ω(f ; δ) ≥ 0

ii) δ1 ≤ δ2 ise ω(f ; δ1) ≤ ω(f ; δ2)

iii)lim
δ→0

ω(f ; δ) = 0

iv) Her m ∈ N için ω(f ;mδ) ≤ mω(f ; δ)

v) Her λ ∈ R+ için ω(f ;λδ) ≤ (λ+ 1)ω(f ; δ)

vi) |f(t)− f(x)| ≤ ω (f ; |t− x|)
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vii) |f(t)− f(x)| ≤
(
|t− x|
δ

+ 1

)
ω(f ; δ)

�spat

i) Süreklilik modülünün tan�m�ndan aç�kt�r.

ii) δ1 ≤ δ2 için {|f (t)− f (x)| : t, x ∈ [a, b] ve |t− x| ≤ δ1} kümesi

{|f (t)− f (x)| : t, x ∈ [a, b] ve |t− x| ≤ δ2} kümesinin bir alt kümesi oldu§undan,

bölge büyüdükçe al�nan supremum büyüyece§i özelli§inden ispat aç�kt�r.

iii) f fonksiyonu [a, b] aral�§�nda sürekli oldu§undan ayn� zamanda düzgün süreklidir.

Yani key� ε > 0 için en az bir η > 0 vard�r öyle ki |t− x| < η ko³ulunu sa§layan

her x, t ∈ [a, b] için |f(t)− f(x)| < ε olur. E§er δ < η seçilirse süreklilik modülünün

tan�m�na göre;

ω(f ; δ) = sup
x,t∈[a,b]
|t−x|≤δ

|f(t)− f(x)| < ε

olup buradan

lim
δ→0

ω(f ; δ) = 0

bulunur.

iv) Süreklilik modülünün tan�m�ndan m ∈ N için

ω (f ;mδ) = sup
x,t∈[a,b]
|t−x|≤mδ

|f(t)− f(x)|

e³itli§i yaz�labilir. E§er

|t− x| ≤ mδ

ise

x−mδ ≤ t ≤ x+mδ
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olmak üzere t = x+mh seçimiyle |h| ≤ δ için

ω (f ;mδ) = sup
x,t∈[a,b]
|h|≤δ

|f(x+mh)− f(x)|

e³itli§i elde edilir. Di§er yandan

sup
x,t∈[a,b]
|h|≤δ

|f(x+mh)− f(x)|

= sup
x,t∈[a,b]
|h|≤δ

∣∣∣∣∣
m−1∑
k=0

[f(x+ (k + 1)h)− f(x+ kh)]

∣∣∣∣∣

olup üstteki e³itli§in sa§ taraf�na üçgen e³itsizli§i uygulan�rsa

sup
x,t∈[a,b]
|h|≤δ

|f(x+mh)− f(x)|

≤
m−1∑
k=0

sup
x,t∈[a,b]
|h|≤δ

|f(x+ (k + 1)h)− f(x+ kh)|

≤ ω (f ; δ) + ω (f ; δ) + ...+ ω (f ; δ)

= mω (f ; δ)

elde edilir.

v) λ ∈ R+ say�s�n�n tam k�sm� [|λ|] ile gösterilsin. Tam de§er fonksiyonun tan�m�
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gere§ince

[|λ|] ≤ λ < [|λ|] + 1

e³itsizli§i sa§lan�r. Bu e³itsizlik ve ω (f ; δ) fonksiyonunun monoton artan özelli§ini

gözönünde bulundurulursa

ω (f ;λδ) ≤ ω (f ; ([|λ|] + 1)δ)

e³itsizli§i elde edilir. [|λ|] pozitif bir tamsay� oldu§undan elde edilen son e³itsizli§in sa§

taraf�na 2.3.1. Tan�mdaki (iv) özelli§i uygulan�rsa

ω (f ; ([|λ|] + 1)δ) ≤ ([|λ|] + 1)ω (f ; δ)

e³itsizli§i elde edilir. Di§er taraftan her λ ∈ R+ için

[|λ|] + 1 ≤ λ+ 1

oldu§undan dolay�

ω (f ; ([|λ|] + 1)δ) ≤ (λ+ 1)ω (f ; δ)

olur. Buradan

ω (f ;λδ) ≤ ω (f ; ([|λ|] + 1)δ)

e³itsizli§iyle

ω (f ;λδ) ≤ (λ+ 1)ω (f ; δ)

ifadesi elde edilir. Böylece ispat tamamlan�r.

vi) ω (f ; δ) ifadesinde δ yerine |t− x| yaz�l�rsa

|f(t)− f(x)| ≤ ω (f ; |t− x|)
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oldu§u aç�kt�r.

vii) 2.3.1. Tan�mdaki (vi) özelli§inden

|f(t)− f(x)| ≤ ω

(
f ;
|t− x|
δ

δ

)

yaz�labilir. Bu e³itsizlikte 2.3.1. Tan�mdaki (v) özelli§i kullan�l�rsa

|f(t)− f(x)| ≤
(
|t− x|
δ

+ 1

)
ω(f ; δ)

yaz�l�r. Böylelikle ispat tamamlan�r.

2.3.2. Tan�m

0 < α ≤ 1 ve her x, t ∈ [a, b] için

|f(t)− f(x)| ≤M |t− x|α

ko³ulunu sa§layan fonksiyonlar Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar ve M sabiti de

Lipschitz sabiti olarak adland�r�l�r. Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar f ∈ LipM (α) ile

gösterilir [13].

2.4. C[a,b] Uzay�nda Korovkin Teoremi

1885 y�l�nda Weierstrass [a, b] aral�§�nda sürekli her f fonksiyonuna bir polinomla

yakla³�labilece§ini ifade ve ispat etmi³tir.

2.4.1.Weierstrass Yakla³�m Teoremi

Her ε > 0 ve f ∈ C [a, b] için öyle bir P polinomu vard�r öyle ki her x ∈ [a, b] için

|P (x)− f (x)| < ε e³itsizli§i sa§lan�r. Ba³ka bir ifadeyle kapal� ve s�n�rl� [a, b]

aral�§�nda sürekli her f fonksiyonu için [a, b] aral�§�nda f fonksiyonuna düzgün

yak�nsayan bir (Pn) polinom dizisi vard�r [1].
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2.4.1. Tan�m

Her x ∈ [a, b] için

lim
n→∞

‖fn − f‖ = lim
n→∞

max
a≤x≤b

|fn (x)− f (x)| = 0

ise (fn) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C [a, b] uzay�nda düzgün yak�nsakt�r denir

ve

fn ⇒ f

ile gösterilir.

1953 y�l�nda P. P. Korovkin taraf�ndan verilen a³a§�daki teorem ifade ve ispat

edilecektir.

2.4.2. Korovkin Teorem (1953)

2.4.2. Teorem

Her n ∈ N için Ln : C [a, b] → C [a, b] olmak üzere (Ln) lineer pozitif operatör dizisi

olsun. Her ν = 0, 1, 2 için eν(t) = tν olmak üzere

lim
n→∞

‖Ln (eν)− eν‖C[a,b] = 0

ko³ullar� gerçekleniyorsa bu durumda [a, b] kapal� aral�§�nda sürekli olan her f

fonksiyonu için

lim
n→∞

‖Ln(f)− f‖C[a,b] = 0

sa§lan�r [11, 12, 13].

�spat

f ∈ C [a, b] oldu§unda f fonksiyonu [a, b] aral�§� üzerinde düzgün sürekli oldu§undan,

her ε > 0 için en az bir δ > 0 say�s� vard�r öyle ki her x, t ∈ [a, b] için |t− x| < δ



14

oldu§unda

|f(t)− f(x)| < ε

olur. |t− x| ≥ δ oldu§unda ise f fonksiyonunun s�n�rl�l�§�ndan ve üçgen e³itsizli§inden

dolay� M > 0 olmak üzere

|f(t)− f(x)| ≤ |f(t)|+ |f(x)| ≤ 2M (2.3)

yaz�labilir. Di§er taraftan |t− x| ≥ δ ise

|t− x|
δ
≥ 1

olaca§�ndan

(t− x)2

δ2
≥ 1 (2.4)

sa§lan�r. 2.3 ve 2.4 e³itsizliklerinden

|f(t)− f(x)| ≤ 2M
(t− x)2

δ2

ifadesi yaz�labilir. O halde

|t− x| < δ için |f(t)− f(x)| < ε

ve

|t− x| ≥ δ için |f(t)− f(x)| ≤ 2M
(t− x)2

δ2

olup, dolay�s�yla her t ∈ R ve her x ∈ [a, b] için

|f(t)− f(x)| < ε+ 2M
(t− x)2

δ2
(2.5)
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e³itsizli§i elde edilir. Ln operatörlerinin lineerli§inden

|Ln(f(t);x)− f(x)|

= |Ln (f(t);x)− f(x) + Ln(f(x) · 1;x)− Ln(f(x) · 1;x)|

= |Ln (f(t);x)− Ln(f(x) · 1;x)− f(x) + Ln(f(x) · 1;x)|

= |Ln ((f(t)− f(x)) ;x) + f(x) (Ln((1;x)− 1)|

yaz�l�r. Yukar�daki e³itlikte üçgen e³itsizli§i kullan�l�rsa

|Ln(f(t);x)− f(x)| ≤ |Ln ((f(t)− f(x)) ;x)|+ |f(x)| |Ln (1;x)− 1)|

e³itsizli§i yaz�labilir. Ln lineer pozitif operatör oldu§undan

|Ln(f(t);x)− f(x)| ≤ Ln (|f(t)− f(x)| ;x) + |f(x)| |Ln (1;x)− 1|

dir. f fonksiyonunun s�n�rl�l�§�ndan

|Ln(f(t);x)− f(x)| ≤ Ln (|f(t)− f(x)| ;x) +M |Ln (1;x)− 1|

yaz�labilir. Ln monoton artan olup 2.5 e³itsizli§inin kullan�lmas�yla

|Ln(f(t);x)− f(x)| ≤ Ln

(
ε+ 2M

(t− x)2

δ2
;x

)
+M |Ln (1;x)− 1| (2.6)

bulunur. Di§er taraftan Ln operatörlerinin lineerli§inden

Ln

(
ε · 1 + 2M

(t− x)2

δ2
;x

)
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= Ln (ε · 1;x) + Ln

(
2M

(t− x)2

δ2
;x

)

= εLn (1;x) +
2M

δ2
Ln
(
(t− x)2 ;x

)

= εLn (1;x) +
2M

δ2
Ln
(
t2 − 2xt+ x2;x

)

= εLn (1;x) +
2M

δ2
[
Ln
(
t2;x

)
− 2xLn(t;x) + x2Ln(1;x)

]

= εLn (1;x) +
2M

δ2
[
Ln
(
t2;x

)
− x2 − x2 + 2x2 − 2xLn(t;x) + x2Ln(1;x)

]

= εLn (1;x) +
2M

δ2
[
Ln
(
t2;x

)
− x2 + 2x2 − 2xLn(t;x) + x2Ln(1;x)− x2

]

= εLn (1;x) +
2M

δ2
[(
Ln
(
t2;x

)
− x2

)
+ 2x (x− Ln(t;x)) + x2(Ln(1;x)− 1)

]
elde edilir. Yukar�daki e³itlik 2.6 e³itsizli§inde kullan�l�rsa

|Ln(f(t);x)− f(x)| ≤ εLn (1;x) +
2M

δ2
[(
Ln
(
t2;x

)
− x2

)
+ 2x (x− Ln(t;x))

+x2(Ln(1;x)− 1)
]
+M |Ln (1;x)− 1|

sa§lan�r. Her ν = 0, 1, 2 için eν(t) = tν olmak üzere

Ln (1;x) ⇒ 1,
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Ln (t;x) ⇒ x

ve

Ln
(
t2;x

)
⇒ x2

olduklar� dikkate al�n�rsa n > n0 olacak ³ekilde her n ∈ N için

|Ln(f(t);x)− f(x)| < ε

elde edilir. O halde

lim
n→∞

max
a≤x≤b

|Ln(f(t);x)− f(x)| = 0

dir. Böylelikle ispat tamamlan�r.

2.5. A§�rl�kl� Uzaylarda Yakla³�m

Bilinmektedir ki Korovkin teoremi s�n�rl� aral�klarda geçerlidir. Aral�k s�n�rs�z

al�nd�§�nda yakla³�m problemini çözebilmek için a§�rl�kl� uzaylar tan�mlanm�³t�r. Bu

yüzden s�n�rs�z aral�klarda Korovkin teoremi a§�rl�kl� uzaylarda incelenmi³tir. Bu

bölümde a§�rl�kl� uzaylar�n tan�m ve teoremlerine de§inilmi³tir.

Korovkin teoremi reel eksenin s�n�rl� ve kapal� alt aral�klar�nda verilmi³tir. Reel

eksenin tamam�nda veya s�n�rs�z alt aral�klar�nda yakla³�m ko³ullar�n� Gadjiev

ara³t�rm�³t�r [5,6].

2.5.1. Tan�m

ρ fonksiyonu, reel de§erli bir fonksiyon olsun. E§er ρ fonksiyonu R kümesinde sürekli

olmak üzere lim
|x|→∞

ρ (x) = ∞ ve her x ∈ R için ρ (x) ≥ 1 özelliklerini sa§l�yorsa ρ

fonksiyonuna a§�rl�kl� fonksiyon ad� verilir.

Tüm reel eksende tan�ml� ve |f (x)| ≤ Mfρ(x) ko³ulunu sa§layan fonksiyonlar�n uzay�

Bρ (R) ile gösterilir, burada Mf sadece f fonksiyonuna ba§l� bir sabittir. Bρ (R)
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uzay�ndaki sürekli fonksiyonlar�n uzay� da Cρ (R) ile gösterilir. Yani,

Bρ (R) = {f : ∀x ∈ R için |f(x)| ≤Mfρ(x)}

ve

Cρ (R) = {f : f ∈ Bρ (R) ve f ∈ C (R)}

olup bu uzaylar ‖f‖ρ = sup
x∈R

|f(x)|
ρ(x)

normu ile birer normlu uzayd�r, burada Bρ (R) ve

Cρ (R) uzaylar�na a§�rl�kl� uzay denir.

Yukar�daki verilen tan�mlarda R yerine [0,∞) aral�§� al�n�rsa tan�mlar yine geçerli olur.

2.5.2. Tan�m

ϕ (x) reel eksende sürekli, monoton artan bir fonksiyon olmak üzere lim
|x|→∞

ϕ (x) = ∞

ko³ulunu sa§layan bir fonksiyon ve ρ(x) = 1+[ϕ (x)]2 olsun.Mf sadece f fonksiyonuna

ba§l� sabit say� olmak üzere

|f(x)| ≤Mfρ(x)

e³itsizli§ini sa§layan reel de§i³kenli ve reel de§erli fonksiyonlar�n kümesi Bρ[0,∞) ve

Bρ[0,∞) uzay�ndaki sürekli fonksiyonlar�n kümesi ise Cρ[0,∞) ile gösterilir. Bρ[0,∞)

ve Cρ[0,∞) uzaylar�na a§�rl�kl� uzay ad� verilir. Bu uzaylar

‖f‖ρ = sup

{
|f(x)|
ρ(x)

: x ∈ [0,∞)

}

normu ile birer normlu uzayd�r. Cρ[0,∞) uzay�n�n

lim
|x|→∞

|f(x)|
ρ(x)

∈ R

ko³ulunu sa§layan fonksiyonlar�n kümesi C∗ρ [0,∞) ile gösterilir. C∗ρ [0,∞) ve Cρ[0,∞)

uzaylar� Bρ[0,∞) uzay�n�n alt uzay�d�r.
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2.5.3.Önerme

Cρ[0,∞) uzay�nda tan�ml� lineer pozitif bir operatörün Cρ[0,∞) uzay�ndan Bρ[0,∞)

uzay�na dönü³üm yapmas� için gerek ve yeter ko³ul

|L (ρ;x)| ≤Mρ (x)

olacak ³ekilde M > 0 say�s�n�n bulunmas�d�r.

�spat

(=⇒)L operatörü Cρ[0,∞) uzay�ndan Bρ[0,∞) uzay�na bir dönü³üm olsun. Yani her

f ∈ Cρ[0,∞) için L(f) ∈ Bρ[0,∞) olsun. ρ fonksiyonu sürekli ve |ρ(t)| ≤ Mρ(t)

ko³ulunu sa§layacak ³ekildeM > 0 say�s� mevcut oldu§undan ρ ∈ Cρ[0,∞) olup L(ρ) ∈
Bρ[0,∞) dir. O halde |L (ρ;x)| ≤Mρ (x) olacak ³ekilde bir M > 0 vard�r. Buradan

|L (ρ;x)|
ρ (x)

≤M

e³itsizli§i elde edilir. Böylece son e³itsizlikten [0,∞) aral�§�nda üstten s�n�rl� olan her

kümenin bir en küçük üst s�n�r� oldu§undan

sup
x∈[0,∞)

|L (ρ, x)|
ρ (x)

mevcuttur. Buradan

‖L(ρ;x)‖ρ ≤M

sonucu elde edilir.

(⇐=) L operatörü Cρ[0,∞) uzay�ndan Bρ[0,∞) uzay�na bir dönü³üm yapt�§�n�

gösterece§iz.

L(f) ∈ Bρ[0,∞) oldu§unu gösterece§iz.

|L (ρ;x)| ≤ Mρ(x) olacak biçimde bir M > 0 say�s�n�n var olsun. Di§er yandan f ∈
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Cρ[0,∞) oldu§unda her t ∈ [0,∞) için

|f (t)| ≤Mfρ (t)

olacak biçimde bir Mf > 0 say�s� vard�r.

|L (f ;x)| ≤ L (|f | ;x)

= L

(
|f (t)| ρ (t)

ρ (t)
;x

)

≤ ‖f‖ρ L(ρ;x)

≤ ‖f‖ρMρ (x)

elde edilir. Dolay�s�yla K := ‖f‖ρM olmak üzere |L (f ;x)| ≤ Kρ (x) olup bu ifade

L(f) ∈ Bρ[0,∞) oldu§unu gösterir.

2.5.4.Önerme

L : Cρ[0,∞)→ Bρ[0,∞) lineer pozitif bir operatör olsun. Bu durumda a³a§�daki e³itlik

‖L‖Cρ→Bρ = ‖L (ρ)‖ρ

gerçeklenir.

�spat

Operatör normunun tan�m�ndan ve lineer pozitif operatörlerin monotonluk özelli§inden

‖L‖Cρ→Bρ
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= sup
‖f‖ρ=1

‖L(f ;x)‖ρ

= sup
‖f‖ρ=1

{
sup

x∈[0,∞)

|L(f ;x)|
ρ (x)

}

≤ sup
‖f‖ρ=1

{
sup

x∈[0,∞)

L(|f | ;x)
ρ(x)

}

≤ sup
‖f‖ρ=1

 sup
x∈[0,∞)

L
(
|f |
ρ
ρ;x
)

ρ(x)



≤ sup
‖f‖ρ=1

 sup
x∈[0,∞)

L

(
ρ(t) sup

t∈[0,∞)

|f(t)|
ρ(t)

;x

)
ρ(x)



= sup
‖f‖ρ=1

{
‖f‖ρ sup

x∈[0,∞)

L(ρ(t);x)

ρ(x)

}

= ‖L(ρ)‖ρ (2.7)

e³itsizli§i elde edilir. Di§er taraftan ‖ρ‖ρ = 1 oldu§undan

‖L(ρ)‖ρ ≤ sup
‖f‖ρ=1

‖L(f)‖ρ = ‖L‖Cρ→Bρ (2.8)

e³itsizli§i bulunur. E³. 2.7 ve 2.8 e³itsizli§inden ispat tamamlan�r.
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2.5.5. Teorem

Her n ∈ N için Ln : Cρ[0,∞)→ Bρ[0,∞) lineer pozitif bir operatör olmak üzere

lim
n→∞

‖Ln(ϕυ)− ϕυ‖ = 0; v = 0, 1, 2

ko³ullar�n� sa§lamas�na ra§men

lim
n→∞

‖Ln(f ∗)− f ∗‖ρ ≥ 1

olacak ³ekilde bir f ∗ ∈ Cρ[0,∞) bulunabilir [6,11].

2.5.6. Teorem

(Ln) lineer pozitif operatörler dizisi

lim
n→∞

‖Ln(ϕυ;x)− ϕυ‖ρ = 0 υ = 0, 1, 2

³eklinde üç ³art� sa§l�yorsa her f ∈ C∗ρ [0,∞) için n→∞ iken

‖Ln(f)− f‖ρ → 0

d�r.

Buradan da ³u aç�kt�r ki yak�nsama ρ−normundad�r [5,11].

2.6. Fonksiyonlar�n De§i³me Mertebesi-Sonsuz Küçülenlerin
Kar³�la³t�r�lmas�

2.6.1. Tan�m

ϕ, g : [a, b] → R fonksiyon, x0 ∈ (a, b) ve x0 say�s�n�n kom³ulu§undaki her x noktas�

için g (x) 6= 0 olsun.

lim
x→x0

ϕ (x)

g (x)
= 0
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gerçekleniyorsa

ϕ (x) = o (g (x)) , (x→ x0)

biçiminde gösterilmektedir. Tan�mdan görüldü§ü üzere, x → x0 iken ϕ (x) = o (1)

yaz�l�³� ile

lim
x→x0

ϕ (x) = 0

oldu§u anla³�lacak olup x0 noktas�nda ϕ fonksiyonu sonsuz küçülen olarak

adland�r�lacakt�r [14].
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3. BALÁSZ OPERATÖRLER�N�N BLE�MANN, BUTZER

VE HAHN T�P GENELLE�T�RMES�

Bu bölümde, ilk olarak K. Balázs taraf�ndan ifade edilen Rn operatörlerinin tan�m� ve

test fonksiyonlar�na ait sonuçlar verilmi³tir. �kinci olarak, Bleimann, Butzer ve Hahn

taraf�ndan verilen Ln operatörlerinin yakla³�m özelliklerine ait baz� sonuçlar

gösterilmi³tir. Üçüncü olarak Do§ru taraf�ndan çal�³�lan, Rn ve Ln operatörlerinin bir

genelle³tirmesi olan An operatörlerinin yakla³�m özellikleri incelenmi³tir. Son k�s�mda

ise baz� özel ko³ullar alt�nda An operatörleri için Voronovskaja tip teorem elde

edilmi³tir.

3.1. Rn Operatörleri

3.1.1. Tan�m

(an) ve (bn)

an → 0 ve bn →∞

olacak biçimde pozitif terimli herhangi iki reel say� dizisi olsun. n→∞ iken

lim
n→∞

nan
bn

= 1

ko³ulu alt�nda x ≥ 0, n ∈ N ve f fonksiyonu [0,∞) aral�§�nda reel de§i³kenli sürekli

bir fonksiyon olmak üzere

Rn (f ;x) =
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

f

(
k

bn

)(
n

k

)
(anx)

k (n = 1, 2, ...)

³eklinde tan�mlanan operatörlere Balász operatörleri denir [7].

3.1.2. Lemma

Rn operatörleri lineer pozitif operatörlerdir.
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�spat

Her α1,β1 ∈ R ve her f1,f2 ∈ C[0,∞) olmak üzere x ≥ 0 için toplam�n lineerli§inden

Rn(α1f1(t) + β1f2(t);x)

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

[
α1f1

(
k

bn

)
+ β1f2

(
k

bn

)]

= α1
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k f1

(
k

bn

)

+β1
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k f2

(
k

bn

)

= α1Rn (f1(t);x) + β1Rn (f2(t);x)

dir. f fonksiyonu [0,∞) aral�§�nda tan�ml� olmak üzere
(
n
k

)
(anx)

k ≥ 0 ve f ≥ 0

oldu§undan Rn (f ;x) ≥ 0 d�r. Böylece (Rn) operatörler dizisi lineer pozitif operatörler

dizisidir.

3.1.3. Lemma

Her n ∈ N ve x ≥ 0 olmak üzere E³. 1.2 ifadesindeki Rn operatörleri için

i)Rn(1;x) = 1,

ii)Rn(t;x) =
n

bn

(
anx

1 + anx

)
,
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ve

iii)Rn(t
2;x) =

n(n− 1)

b2n

(
anx

1 + anx

)2

+
n

b2n

anx

1 + anx

e³itlikleri gerçeklenir.

�spat

i) E³. 1.2 ifadesinden

Rn(1;x) =
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

dir. Binom aç�l�m�ndan

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k = (1 + anx)
n

oldu§undan

Rn(1;x) = 1

elde edilir.

ii) E³. 1.2 ifadesinden

Rn(t;x) =
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k k

bn

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

n!

(n− k)!k!
(anx)

k k

bn
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=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=1

n!

(n− k)!(k − 1)!
(anx)

k 1

bn

olur. E³itli§in sa§ taraf�nda k yerine k + 1 yaz�l�rsa

Rn(t;x) =
1

(1 + anx)
n

n−1∑
k=0

n(n− 1)!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k+1 1

bn

=
anx

(1 + anx)
n

n

bn

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(anx)

k

biçiminde yaz�labilir. Binom aç�l�m�ndan

Rn(t;x) =
n

bn

anx

(1 + anx)
n

(1 + anx)
n

(1 + anx)

olup

Rn(t;x) =
nan
bn

x

1 + anx

elde edilir.

iii) E³. 1.2 ifadesinden

Rn(t
2;x) =

1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k k
2

b2n

olmak üzere k2 yerine k (k − 1) + k yaz�l�rsa

Rn(t
2;x) =

1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k k(k − 1) + k

b2n

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

n!

(n− k)!k!
(anx)

k k(k − 1)

b2n
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+
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

n!

(n− k)!k!
(anx)

k k

b2n

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

n!

(n− k)!k(k − 1)(k − 2)!
(anx)

k k(k − 1)

b2n

+
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

n!

(n− k)!k(k − 1)!

k

b2n

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=2

n!

(n− k)!(k − 2)!
(anx)

k 1

b2n

+
1

(1 + anx)
n

n∑
k=1

n!

(n− k)!(k − 1)!
(anx)

k 1

b2n

bulunur. Son e³itlikte birinci terimde k yerine k + 2, ikinci terimde k yerine k + 1

yaz�l�rsa

Rn(t
2;x)

=
1

(1 + anx)
n

n−2∑
k=0

n (n− 1) (n− 2)!

(n− k − 2)!k!
(anx)

k+2 1

b2n

+
1

(1 + anx)
n

n−1∑
k=0

n (n− 1)!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k+1 1

b2n

=
(anx)

2

(1 + anx)
n

n (n− 1)

b2n

n−2∑
k=0

(n− 2)!

(n− k − 2)!k!
(anx)

k
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+
anx

(1 + anx)
n

n

b2n

n−1∑
k=0

(n− 1)!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k

=
(anx)

2

(1 + anx)
n

n (n− 1)

b2n

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(anx)

k

+
anx

(1 + anx)
n

n

b2n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(anx)

k

biçiminde yaz�labilir. Binom aç�l�m�ndan

Rn(t
2;x) =

(anx)
2

(1 + anx)
n

n (n− 1)

b2n

(1 + anx)
n

(1 + anx)
2 +

anx

(1 + anx)
n

n

b2n

(1 + anx)
n

(1 + anx)

olup

Rn(t
2;x) =

(
nan
bn

)2(
x

1 + anx

)2

− n

b2n

(
anx

1 + anx

)2

+
n

b2n

anx

1 + anx

elde edilir.

3.1.3. Lemmadaki sonuçlardan, Rn operatörleri hem klasik Bohman-Korovkin

teoreminin [3,13] hem de a§�rl�kl� Korovkin teoreminin [15,16] hipotezlerini

gerçeklemedi§i görülmektedir. Rn operatörleri için Korovkin tip teorem 3.1.1

Tan�m�ndaki ko³ullar�n sa§lanmas� durumunda gerçeklenir [7].

3.2. Ln Operatörleri

3.2.1. Tan�m

f fonksiyonu [0,∞) aral�§�nda tan�ml� reel de§erli sürekli bir fonksiyon olmak üzere

Ln (f ;x) =
1

(1 + x)n

n∑
k=0

f

(
k

n− k + 1

)(
n

k

)
xk
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biçiminde tan�mlanan Ln lineer pozitif operatörlerine Bleimann, Butzer ve Hahn

operatörleri denir [8]. Bu k�s�mda, Ln operatörlerinin Gadjiev ve Çakar taraf�ndan

incelenen yakla³�m özellikleri verilmi³tir [9].

f fonksiyonunun süreklilik modülü ω (f ; δ) ve δ > 0 olmak üzere

|f (x)− f (t)| ≤ ω

(
f ;

∣∣∣∣ x

1 + x
− t

1 + t

∣∣∣∣) (3.1)

e³itsizli§ini sa§layan fonksiyonlar�n bir uzay� Hω olsun.

[0,∞) aral�§�nda tan�ml� olan s�n�rl� ve sürekli fonksiyonlar�n uzay� CB [0,∞) ile

gösterilsin.

CB [0,∞) uzay�ndaki norm

‖f‖CB = sup
x≥0
|f (x)|

³eklindedir. Herhangi bir f ∈ Hω için

|f (x)| ≤ |f (0)|+ ω (1) x ≥ 0

e³itsizli§i sa§land�§�ndan f fonksiyonu [0,∞) aral�§�nda s�n�rl�d�r. Dolay�s�yla Hω ⊂
CB [0,∞) d�r.

0 < α ≤ 1 olmak üzere

ω (t) =Mtα

durumunda Hω uzay� Hα sembolü ile gösterilecektir [8]. Dolay�s�yla 3.1 e³itsizli§inden

|f (t)− f (x)| ≤M

∣∣∣∣ ant

1 + ant
− anx

1 + anx

∣∣∣∣α

olup ve böylece Hα ⊂ LipMα d�r.
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Pozitif reel eksende s�n�rl� ve sürekli fonksiyonlar�n bir Lipschitz alt uzay�

Hα =

{
f : |f (t)− f (x)| ≤M

∣∣∣∣ ant

1 + ant
− anx

1 + anx

∣∣∣∣α x ≥ 0 ve M > 0

}

biçiminde gösterilmi³tir.

Gadjiev ve Çakar taraf�ndan E³. 1.3 ifadesindeki Ln operatörlerinde υ = 0, 1, 2 için

eυ
(

x
1+x

)
=
(

x
1+x

)υ
test fonksiyonlar� kullan�larak Korovkin teoreminin ispat� Hα

uzay�nda elde edilmi³tir [9].

Bu operatörler için Korovkin tip teoerem Gadjiev ve Çakar taraf�ndan a³a§�daki gibi

ifade edilmi³tir.

3.2.2. Teorem

Her n ∈ N için Ln : Hα → CB [0,∞) olacak ³ekilde (Ln) lineer pozitif operatör dizisi

olsun. E§er ν = 0, 1, 2 için

lim
n→∞

∥∥∥∥Ln(( ant

1 + ant

)ν
;x

)
−
(

anx

1 + anx

)ν∥∥∥∥
CB

= 0 (3.2)

ko³ullar� sa§lan�yorsa bu durumda f ∈ Hα için

lim
n→∞

‖Lnf − f‖CB = 0

d�r.

�spat

f ∈ Hα olsun. Bu durumda her ε > 0 say�s� için en az bir δ > 0 say�s� vard�r öyle ki

∣∣∣∣ ant

1 + ant
− anx

1 + anx

∣∣∣∣ < δ

oldu§unda

|f (t)− f (x)| < ε
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gerçeklenir. Di§er taraftan

∣∣∣∣ ant

1 + ant
− anx

1 + anx

∣∣∣∣ ≥ δ

ise

∣∣∣ ant
1+ant

− anx
1+anx

∣∣∣
δ

≥ 1

olaca§�ndan

(
ant

1+ant
− anx

1+anx

)2
δ2

≥ 1 (3.3)

sa§lan�r. Ayr�ca f s�n�rl� oldu§undan

|f (t)− f (x)| ≤ |f (t)|+ |f (x)| ≤ 2M (3.4)

e³itsizli§i sa§lan�r. 3.3 ve 3.4 e³itsizliklerinden

|f (t)− f (x)| ≤ 2M

δ2

[
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

]2

olur. Bu durumda her x, t ∈ [0,∞) için

|f (t)− f (x)| < ε+
2M

δ2

[
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

]2
(3.5)

e³itsizli§i yaz�labilir. E³. 3.2 ifadesinden

‖Ln (1;x)− 1‖CB < εn,

∥∥∥∥Ln( ant

1 + ant
;x

)
− anx

1 + anx

∥∥∥∥
CB

< εn,
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ve

∥∥∥∥∥Ln
((

ant

1 + ant

)2

;x

)
−
(

anx

1 + anx

)2
∥∥∥∥∥
CB

< εn

e³itsizliklerini sa§layan n → ∞ iken εn → 0 olacak ³ekilde bir (εn) dizisi vard�r.

Buradan C say�s�, n indisinden ba§ms�z bir sabit olmak üzere

∥∥∥∥∥Ln
([

an (t− x)
(1 + ant) (1 + anx)

]2
;x

)∥∥∥∥∥
CB

< Cεn (3.6)

e³itsizli§i yaz�l�r. O halde

‖Ln (f ;x)− f (x)‖CB

≤ ‖Ln (f (t)− f (x) ;x)‖CB

+ ‖f‖CB ‖Ln (1;x)− 1‖CB (3.7)

olmak üzere

‖Ln (f ;x)− f (x)‖CB ≤ I
′

n + II
′

n

dir. Aç�k olarak

lim
n→∞

II
′

n = 0

sa§lanmaktad�r ‖f‖CB ≤ M oldu§undan 3.7 e³itsizli§inde I
′
n terimini dikkate alarak

birinci terimin limitinin s�f�r oldu§unu gösterelim. 3.5 ve 3.6 e³itsizliklerinden

I
′

n < ε ‖Ln (1;x)‖CB +
2M

δ2

∥∥∥∥∥Ln
([

an (t− x)
(1 + ant) (1 + anx)

]2
;x

)∥∥∥∥∥
CB
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≤ ε (1 + εn) +
2M

δ2
Cεn

elde edilir. Böylece

lim
n→∞

I
′

n = 0

olur ve ispat tamamlan�r.

3.3. An Operatörleri

f ∈ CB [0,∞) ve x ≥ 0 olmak üzere Balász operatörlerinin Bleimann, Butzer ve Hahn

tip genelle³mesi olan An operatörleri Do§ru taraf�ndan

An (f ;x) =
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

f

(
k

bn,k

)(
n

k

)
(anx)

k

biçiminde tan�mlanm�³t�r, burada (an) ve (bn,k) dizileri x de§i³keninden ba§�ms�z olacak

³ekilde uygun olarak seçilmi³ pozitif reel say� dizileridir [10].

An operatörleri için Korovkin teoremi

cn = ank + bn,k (3.8)

olmak üzere n→∞ iken

n

cn
→ 1 ve an → 1

ko³ullar�n�n sa§lanmas� durumunda gerçeklenir.

3.3.1. Lemma

An operatörü lineer pozitif bir operatördür.
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�spat

Her α,β ∈ R ve her g1,g2 ∈ CB[0,∞) ve x ≥ 0 için

An (αg1 (t) + βg2 (t) ;x)

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

[
αg1

(
k

bn,k

)
+ βg2

(
k

bn,k

)]

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

[
αg1

(
k

bn,k

)]

+
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

[
βg2

(
k

bn,k

)]

= αAn (g1 (t) ;x) + βAn (g2 (t) , x)

dir. Ayr�ca x ≥ 0 için
(
n
k

)
(anx)

k > 0 ve f ≥ 0 oldu§undan An(f ;x) ≥ 0 sa§lan�r.

Dolay�s�yla An operatörleri lineer pozitif operatörlerdir.

3.4. An Opertörlerinin Yakla³�m Özellikleri

Bu bölümde, E³. 1.4 ifadesindeki An operatörlerinin yakla³�m özelliklerini elde

etmek için Korovkin tip teorem kullan�lacakt�r. �lk olarak bu operatörlerin test

fonksiyonlar�n�n sonuçlar� elde edilecektir.

3.4.1. Lemma

n ∈ N , x ≥ 0 olmak üzere An operatörler için

i) An (1;x) = 1,
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ii) An

(
ant

1 + ant
;x

)
=
ann

cn

anx

1 + anx
,

ve

iii) An

((
ant

1 + ant

)2

;x

)
=
a2nn (n− 1)

c2n

(
anx

1 + anx

)2

+
a2nn

c2n

anx

1 + anx

e³itlikleri gerçeklenir.

�spat

i) E³. 1.4 ifadesinden

An (1;x) =
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k (3.9)

olup binom aç�l�m�

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k = (1 + anx)
n

dikkate al�n�rsa

An (1;x) = 1

sa§lan�r.

ii) E³. 1.4 ifadesinden

An

(
ant

1 + ant
;x

)

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k
an

k
bn,k

1 + an
k
bn,k
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=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k ank

bn,k

bn,k
bn,k + ank

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k ank

bn,k + ank

dir. E³. 3.8 ifadesinden

An

(
ant

1 + ant
;x

)
=

1

(1 + anx)
n

an
cn

n∑
k=0

n!

(n− k)!k!
(anx)

k k (3.10)

=
1

(1 + anx)
n

an
cn

n∑
k=1

n!

(n− k)!(k − 1)!
(anx)

k

olup e³itli§in sa§ taraf�nda k yerine k + 1 yaz�l�rsa

An

(
ant

1 + ant
;x

)
=

1

(1 + anx)
n

an
cn

n−1∑
k=0

n!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k+1

=
1

(1 + anx)
n

an
cn

n−1∑
k=0

n(n− 1)!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k+1

=
anx

(1 + anx)
n

ann

cn

n−1∑
k=0

(n− 1)!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k

=
anx

(1 + anx)
n

ann

cn

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(anx)

k

bulunur. Binom aç�l�m�ndan

An

(
ant

1 + ant
;x

)
=

anx

(1 + anx)
n

ann

cn

(1 + anx)
n

1 + anx
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olup

An

(
ant

1 + ant
;x

)
=
ann

cn

anx

1 + anx

elde edilir.

iii) E³. 1.4 ve E³. 3.8 ifadelerinden

An

((
ant

1 + ant

)2

;x

)
=

1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

(
an

k
bn,k

1 + an
k
bn,k

)2

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

(
ank

bn,k
· bn,k
bn,k + ank

)2

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

(
ank

bn,k + ank

)2

=
1

(1 + anx)
n

a2n
c2n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k k2 (3.11)

bulunur. Bu son ifadede k2 yerine k(k − 1) + k yaz�l�rsa

An

((
ant

1 + ant

)2

;x

)
=

1

(1 + anx)
na

2
n

n∑
k=0

n!

(n− k)!k!
(anx)

k k(k − 1)

c2n

+
1

(1 + anx)
na

2
n

n∑
k=0

n!

(n− k)!k!
(anx)

k k

c2n

=
1

(1 + anx)
n

a2n
c2n

n∑
k=2

n!

(n− k)! (k − 2)!
(anx)

k
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+
1

(1 + anx)
n

a2n
c2n

n∑
k=1

n!

(n− k)! (k − 1)!
(anx)

k

elde edilir. E³itli§in sa§ taraf�nda k yerine birinci terimde k+2 ve ikinci terimde k+1

yaz�l�rsa

An

((
ant

1 + ant

)2

;x

)
=

1

(1 + anx)
n

a2n
c2n

n−2∑
k=0

n (n− 1) (n− 2)!

(n− k − 2)!k!
(anx)

k+2

+
1

(1 + anx)
n

a2n
c2n

n−1∑
k=0

n (n− 1)!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k+1

=
(anx)

2

(1 + anx)
n

a2nn (n− 1)

c2n

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(anx)

k

+
anx

(1 + anx)
n

a2nn

c2n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(anx)

k

gerçeklenir. Binom aç�l�m�ndan

An

((
ant

1 + ant

)2

;x

)
=

(anx)
2

(1 + anx)
n

a2nn (n− 1)

c2n

(1 + anx)
n

(1 + anx)
2

+
anx

(1 + anx)
n

a2nn

c2n

(1 + anx)
n

1 + anx

olup

An

((
ant

1 + ant

)2

;x

)
=
a2nn (n− 1)

c2n

(
anx

1 + anx

)2

+
a2nn

c2n

anx

1 + anx

elde edilir.
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3.4.2. Teorem

Her f ∈ Hα için (An (f)) dizisi f fonksiyonuna [0,∞) aral�§�nda düzgün yak�nsakt�r.

�spat

3.4.1.Lemmadan

lim
n→∞

sup
x∈[0,∞)

|An (1;x)− 1| = 0

oldu§undan

An (1;x) ⇒ 1

elde edilir.

lim
n→∞

sup
x∈[0,∞)

∣∣∣∣An( ant

1 + ant
;x

)
− anx

1 + anx

∣∣∣∣ = 0

oldu§undan

An

(
ant

1 + ant
;x

)
⇒

x

1 + x

gerçeklenir.

lim
n→∞

sup
x∈[0,∞)

∣∣∣∣∣An
((

ant

1 + ant

)2

;x

)
−
(

anx

1 + anx

)2
∣∣∣∣∣ = 0

oldu§undan

An

((
ant

1 + ant

)2

;x

)
⇒

(
x

1 + x

)2

sa§lan�r. Dolay�s�yla 3.2.2. Teoremden

lim
n→∞

sup
x∈[0,∞)

|An (f ; , x)− f (x)| = 0
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olup

An (f ;x) ⇒ f (x)

sa§lan�r.

3.4.3. Lemma

E³. 1.4 ifadesindeki An operatörleri için

i) An

((
ant

1 + ant

)3

;x

)
=
a3nn (n− 1) (n− 2)

c3n

(
anx

1 + anx

)3

+
a3n3n (n− 1)

c3n

(
anx

1 + anx

)2

+
a3nn

c3n

anx

1 + anx

ve

ii) An

((
ant

1 + ant

)4

;x

)
=
a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

c4n

(
anx

1 + anx

)4

+
6a4nn (n− 1) (n− 2)

c4n

(
anx

1 + anx

)3

+
7a4nn (n− 1)

c4n

(
anx

1 + anx

)2

+
a4nn

c4n

(
anx

1 + anx

)

e³itlikleri gerçeklenir.

�spat

i) E³. 1.4 ve E³. 3.8 ifadelerinden

An

((
ant

1 + ant

)3

;x

)
=

1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

(
an

k
bn,k

1 + an
k
bn,k

)3
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=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

(
ank

bn,k

bn,k
bn,k + ank

)3

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

(
ank

bn,k + ank

)3

=
1

(1 + anx)
na

3
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k k
3

c3n

olarak yaz�labilir. Bu ifadede k3 yerine k(k − 1)(k − 2) + 3k(k − 1) + k yaz�l�rsa

An

((
ant

1 + ant

)3

;x

)
=

1

(1 + anx)
na

3
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k k(k − 1)(k − 2)

c3n

+
1

(1 + anx)
na

3
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k 3k(k − 1)

c3n

+
1

(1 + anx)
na

3
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k k

c3n

elde edilir. Dolay�s�yla

An

((
ant

1 + ant

)3

;x

)
=

1

(1 + anx)
na

3
n

n∑
k=3

n!

(n− k)!(k − 3)!
(anx)

k 1

c3n

+
1

(1 + anx)
na

3
n

n∑
k=2

n!

(n− k)!(k − 2)!
(anx)

k 3

c3n

+
1

(1 + anx)
na

3
n

n∑
k=1

n!

(n− k)! (k − 1)!
(anx)

k 1

c3n



44

olarak yaz�labilir. E³itli§in sa§ taraf�nda k yerine birinci,ikinci ve üçüncü terimlerde

s�ras�yla k + 3, k + 2 ve k + 1 yaz�l�rsa

An

((
ant

1 + ant

)3

;x

)
=

1

(1 + anx)
na

3
n

n−3∑
k=0

n (n− 1) (n− 2) (n− 3)!

(n− k − 3)!k!
(anx)

k+3 1

c3n

+
1

(1 + anx)
na

3
n

n−2∑
k=0

n (n− 1) (n− 2)!

(n− k − 2)!k!
(anx)

k+2 3

c3n

+
1

(1 + anx)
na

3
n

n−1∑
k=0

n (n− 1)!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k+1 1

c3n

=
(anx)

3

(1 + anx)
n

n (n− 1) (n− 2)

c3n
a3n

n−3∑
k=0

(n− 3)!

(n− k − 3)!k!
(anx)

k

+
(anx)

2

(1 + anx)
n

3n (n− 1)

c3n
a3n

n−2∑
k=0

(n− 2)!

(n− k − 2)!k!
(anx)

k

+
anx

(1 + anx)
n

n

c3n
a3n

n−1∑
k=0

(n− 1)!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k

=
(anx)

3

(1 + anx)
n

n (n− 1) (n− 2)

c3n
a3n

n−3∑
k=0

(
n− 3

k

)
(anx)

k

+
(anx)

2

(1 + anx)
n

3n (n− 1)

c3n
a3n

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(anx)

k
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+
anx

(1 + anx)
n

n

c3n
a3n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(anx)

k

bulunur. Binom aç�l�m�ndan

An

((
ant

1 + ant

)3

;x

)
=

(anx)
3

(1 + anx)
n

a3nn (n− 1) (n− 2)

c3n

(1 + anx)
n

(1 + anx)
3

+
(anx)

2

(1 + anx)
n

3a3nn (n− 1)

c3n

(1 + anx)
n

(1 + anx)
2

+
anx

(1 + anx)
n

na3n
c3n

(1 + anx)
n

1 + anx

olup

An

((
ant

1 + ant

)3

;x

)
=
a3nn (n− 1) (n− 2)

c3n

(
anx

1 + anx

)3

+
a3n3n (n− 1)

c3n

(
anx

1 + anx

)2

+
a3nn

c3n

anx

1 + anx

elde edilir.

ii) E³. 1.4 ve E³. 3.8 ifadelerinden

An

((
ant

1 + ant

)4

;x

)
=

1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

(
an

k
bn,k

1 + an
k
bn,k

)4

=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

(
ank

bn,k

bn,k
bn,k + ank

)4
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=
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k

(
ank

bn,k + ank

)4

=
1

(1 + anx)
na

4
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k k
4

c4n

biçiminde yaz�labilir. E³itli§in sa§ taraf�ndaki k4 yerine k(k−1)(k−2)(k−3)+6k(k−
1)(k − 2) + 7k(k − 1) + k yaz�l�rsa

An

((
ant

1 + ant

)4

;x

)
=

1

(1 + anx)
na

4
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k k(k − 1)(k − 2) (k − 3)

c4n

+
1

(1 + anx)
na

4
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k 6k(k − 1)(k − 2)

c4n

+
1

(1 + anx)
na

4
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k 7k(k − 1)

c4n

+
1

(1 + anx)
na

4
n

n∑
k=0

(
n

k

)
(anx)

k k

c4n

elde edilir. Dolay�s�yla

An

((
ant

1 + ant

)4

;x

)

=
1

(1 + anx)
n

a4n
c4n

n∑
k=4

n!

(n− k)! (k − 4)!
(anx)

k
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+
1

(1 + anx)
n

6a4n
c4n

n∑
k=3

n!

(n− k)! (k − 3)!
(anx)

k

+
1

(1 + anx)
n

7a4n
c4n

n∑
k=2

n!

(n− k)! (k − 2)!
(anx)

k

+
1

(1 + anx)
n

a4n
c4n

n∑
k=1

n!

(n− k)! (k − 1)!
(anx)

k

gerçeklenir. Bu e³iti§in sa§ taraf�ndaki k yerine birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü

terimlerde s�ras�yla k + 4, k + 3, k + 2 ve k + 1 yaz�l�rsa

An

((
ant

1 + ant

)4

;x

)

=
1

(1 + anx)
n

a4n
c4n

n−4∑
k=0

n (n− 1) (n− 2) (n− 3) (n− 4)!

(n− k − 4)!k!
(anx)

k+4

+
1

(1 + anx)
n

6a4n
c4n

n−3∑
k=0

n (n− 1) (n− 2) (n− 3)!

(n− k − 3)!k!
(anx)

k+3

+
1

(1 + anx)
n

7a4n
c4n

n−2∑
k=0

n (n− 1) (n− 2)!

(n− k − 2)!k!
(anx)

k+2

+
1

(1 + anx)
n

a4n
c4n

n−1∑
k=0

n (n− 1)!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k+1
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sa§lan�r. Bu ifadelerden

An

((
ant

1 + ant

)4

;x

)

=
(anx)

4

(1 + anx)
n

a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

c4n

n−4∑
k=0

(n− 4)!

(n− k − 4)!k!
(anx)

k

+
6 (anx)

3

(1 + anx)
n

a4nn (n− 1) (n− 2)

c4n

n−3∑
k=0

(n− 3)!

(n− k − 3)!k!
(anx)

k

+
7 (anx)

2

(1 + anx)
n

a4nn (n− 1)

c4n

n−2∑
k=0

(n− 2)!

(n− k − 2)!k!
(anx)

k

+
anx

(1 + anx)
n

a4nn

c4n

n−1∑
k=0

(n− 1)!

(n− k − 1)!k!
(anx)

k

=
(anx)

4

(1 + anx)
n

a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

c4n

n−4∑
k=0

(
n− 4

k

)
(anx)

k

+
6 (anx)

3

(1 + anx)
n

a4nn (n− 1) (n− 2)

c4n

n−3∑
k=0

(
n− 3

k

)
(anx)

k

+
7 (anx)

2

(1 + anx)
n

a4nn (n− 1)

c4n

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(anx)

k
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+
anx

(1 + anx)
n

a4nn

c4n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(anx)

k

olarak yaz�labilir. Binom aç�l�m� kullan�l�rsa

An

((
ant

1 + ant

)4

;x

)
=

(anx)
4

(1 + anx)
n

a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

c4n

(1 + anx)
n

(1 + anx)
4

+
6 (anx)

3

(1 + anx)
n

a4nn (n− 1) (n− 2)

c4n

(1 + anx)
n

(1 + anx)
3

+
7 (anx)

2

(1 + anx)
n

a4nn (n− 1)

c4n

(1 + anx)
n

(1 + anx)
2

+
anx

(1 + anx)
n

a4nn

c4n

(1 + anx)
n

1 + anx

olup

An

((
ant

1 + ant

)4

;x

)
=
a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

c4n

(
anx

1 + anx

)4

+
a4n6n (n− 1) (n− 2)

c4n

(
anx

1 + anx

)3

+
a4n7n (n− 1)

c4n

(
anx

1 + anx

)2

+
a4nn

c4n

anx

1 + anx

elde edilir.
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3.5. An Operatörlerinin Yakla³�m H�z�

Bu k�s�mda, An operatörlerinin yakla³�m h�z�Hα uzay�nda süreklilik modülü yard�m�yla

incelenmi³tir.

f ∈ Hα olmak üzere süreklilik modülünün (vii) özelli§inden

|f (x)− f (t)| ≤ ω

(
f ;

∣∣∣∣ x

1 + x
− t

1 + t

∣∣∣∣)

≤

1 +

∣∣∣ ant
1+ant

− anx
1+anx

∣∣∣
δn

ω(f ; δn) (3.12)

olarak yaz�labilir.

3.5.1. Teorem

f ∈ Hα olmak üzere An : Hα → CB [0,∞) operatörleri için

δn =

∣∣∣∣nancn − 1

∣∣∣∣
olmak üzere

|An(f, x)− f(x)| ≤ 2ω (f ; δn)

e³itsizli§i yaz�labilir.

�spat

E³. 1.4 ifadesinden

1

(1 + anx)
n

(
n

k

)
(anx)

k = Pn,k(x)
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olmak üzere

|An(f ;x)− f(x)|

≤
n∑
k=0

∣∣∣∣f ( k

bn.k

)
− f(x)

∣∣∣∣Pn,k(x) (3.13)

e³itsizli§i elde edilir. 3.12 e³itsizli§inde t = k
bn,k

olarak seçilirse

∣∣∣∣f ( k

bn,k

)
− f(x)

∣∣∣∣

≤

1 +

∣∣∣∣ an
k

bn,k

1+an
k

bn,k

− anx
1+anx

∣∣∣∣
δn

ω (f ; δn)

=

1 +

∣∣∣ ank
ank+bn,k

− anx
1+anx

∣∣∣
δn

ω (f ; δn) (3.14)

olarak yaz�labilir. E³. 3.14 ifadesi 3.13 e³itsizli§inde dikkate al�n�rsa

|An(f ;x)− f(x)| ≤
n∑
k=0

1 +

∣∣∣ ank
ank+bn,k

− anx
1+anx

∣∣∣
δn

ω (f ; δn)

Pn,k(x)

= ω (f ; δn)

[
n∑
k=0

Pn,k(x) +
1

δn

n∑
k=0

∣∣∣∣ ank

ank + bn,k
− anx

1 + anx

∣∣∣∣Pn,k(x)
]

sa§lan�r. Toplam�n ikinci k�sm�na Cauchy-Schwarz e³itsizli§i uygulan�rsa

|An(f ;x)− f(x)| ≤
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≤ ω (f ; δn)

1 + 1

δn

(
n∑
k=0

Pn,k(x)

) 1
2 (

n∑
k=0

(
ank

ank + bn,k
− anx

1 + anx

)2

Pn,k(x)

) 1
2


elde edilir. Yukar�daki e³itsizlikte 3.4.1. Lemmadaki (i) ifadesi gözönüne al�n�rsa

|An(f ;x)− f(x)| ≤

≤ ω (f ; δn)

1 +
1

δn

(
n∑
k=0

(
ank

ank + bn,k
− anx

1 + anx

)2

Pn,k(x)

) 1
2

 (3.15)

gerçeklenir. Ayr�ca E³. 3.9, E³. 3.10 ve E³. 3.11 ifadeleri kullan�larak

n∑
k=0

(
ank

cn
− anx

1 + anx

)2

Pn,k(x)

= An

((
ant

1 + ant

)2

;x

)
− 2An

(
ant

1 + ant
;x

)
anx

1 + anx
+ An (1;x)

(
anx

1 + anx

)2

biçiminde yaz�labilir. 3.4.1. Lemmadan

n∑
k=0

(
ank

cn
− anx

1 + anx

)2

Pn,k(x)

=
a2nn (n− 1)

c2n

(
anx

1 + anx

)2

+
a2nn

(cn)
2

anx

1 + anx

−2ann

cn

(
anx

1 + anx

)2

+

(
anx

1 + anx

)2

=

(
anx

1 + anx

)2(
a2nn (n− 1)

c2n
− 2ann

cn
+ 1

)
+
a2nn

c2n

anx

1 + anx
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bulunur. Yukar�daki e³itlik gözönüne al�n�rsa

|An(f ;x)− f(x)|

≤ ω (f ; δn)

1 +
1

δn

((
anx

1 + anx

)2(
a2nn (n− 1)

c2n
− 2ann

cn
+ 1

)
+
a2nn

c2n

anx

1 + anx

) 1
2


elde edilir.

δn(x) =

((
anx

1 + anx

)2(
a2nn (n− 1)

c2n
− 2ann

cn
+ 1

)
+
a2nn

c2n

(
anx

1 + anx

)) 1
2

denilirse

sup
x∈[0,∞)

δn(x)

=

∣∣∣∣a2nn (n− 1)

c2n
− 2ann

cn
+ 1 +

a2nn

c2n

∣∣∣∣ 12

≤

∣∣∣∣∣
(
ann

cn

)2

− 2
ann

cn
+ 1

∣∣∣∣∣
1
2

≤
∣∣∣∣nancn − 1

∣∣∣∣
olup

δn =

∣∣∣∣nancn − 1

∣∣∣∣
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seçilmesiyle

|An(f ;x)− f(x)| ≤ ω (f ; δn)

[
1 +

1

δn
δn

]
= 2ω (f ; δn)

e³itsizli§i elde edilir. Bu da ispat� tamamlar.

3.6. An Operatörleri �çin Voronovskaja Tip Teorem

Bernstein operatörleri için Voronovskaja tip teorem [17] çal�³mas�nda verilmi³tir.

Bu k�s�mda, An operatörleri için a³a§�daki ko³ullar alt�nda Voronovskaja tip teorem

ifade ve ispat edilecektir.

α, γ ∈ R olmak üzere genel terimleri

an = 1 +
o(1) + α

n
,

bn,k = n− ank + γ

ve

cn = ank + bn,k

olmak üzere

n

cn
→ 1

ko³ullar�n� sa§layan pozitif terimli (an), (cn) ve (bn,k) dizileri seçilerek (An) operatörler

dizisi için Voronovskaja tip teorem elde edilecektir.

Bunun için ilk olarak An operatörlerinin merkezi momentleri hesaplanacakt�r.
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3.6.1. Tan�m

(An) operatörler dizisi için

ϕn,r = An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)r
;x

)
, {r = 0, 1, 2, 3, 4}

biçiminde tan�mlanan ifadelere r − inci merkezi momentler denir.

3.6.2. Lemma

An operatörleri için merkezi momentler

i)ϕn,0(x) = 1, (3.16)

ii)ϕn,1(x) =

(
ann

cn
− 1

)
anx

1 + anx
, (3.17)

iii)ϕn,2(x) =

(
a2nn (n− 1)

c2n
− 2ann

cn
+ 1

)(
anx

1 + anx

)2

+
a2nn

c2n

anx

1 + anx
, (3.18)

iv)ϕn,3(x) =

(
a3nn (n− 1) (n− 2)

c3n
− 3a2nn (n− 1)

c2n
+

3ann

cn
− 1

)(
anx

1 + anx

)3

+

(
3a3nn (n− 1)

c3n
− 3a2nn

c2n

)(
anx

1 + anx

)2

+
a3nn

c3n

anx

1 + anx
(3.19)

ve

v)ϕn,4(x) =

(
a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

c4n
− 4a3nn (n− 1) (n− 2)

c3n

+
6a2nn (n− 1)

c2n
− 4ann

cn
+ 1

)(
anx

1 + anx

)4
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+

(
6a4nn (n− 1) (n− 2)

c4n
− 12a3nn (n− 1)

c3n
+

6a2nn

c2n

)(
anx

1 + anx

)3

+

(
7a4nn (n− 1)

c4n
− 4a3nn

c3n

)(
anx

1 + anx

)2

+
a4nn

c4n

anx

1 + anx
(3.20)

³eklindedir.

�spat

r = 0 için 3.4.1. Lemmadan

ϕn,0 (x) = 1

oldu§u aç�kt�r.

An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)1

;x

)

=
ann

cn

anx

1 + anx
− anx

1 + anx

=

(
ann

cn
− 1

)
anx

1 + anx

olup

ϕn,1 =
anx

1 + anx

(
ann

cn
− 1

)

bulunur.

r = 2 için 3.4.1. Lemmadan

An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)
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=
a2nn (n− 1)

c2n

(
anx

1 + anx

)2

+
a2nn

c2n

anx

1 + anx

−2ann

cn

(
anx

1 + anx

)2

+

(
anx

1 + anx

)2

olup

ϕn,2 =

(
a2nn (n− 1)

c2n
− 2ann

cn
+ 1

)(
anx

1 + anx

)2

+
a2nn

c2n

anx

1 + anx

bulunur.

r = 3 için 3.4.1. ve 3.4.3. Lemmalar� gözönüne al�n�rsa

An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)3

;x

)

=
a3nn (n− 1) (n− 2)

c3n

(
anx

1 + anx

)3

+
3a3nn (n− 1)

c3n

(
anx

1 + anx

)2

+
a3nn

c3n

anx

1 + anx
− 3a2nn (n− 1)

c2n

(
anx

1 + anx

)3

− 3a2nn

c2n

(
anx

1 + anx

)2

+
3ann

cn

(
anx

1 + anx

)3

−
(

anx

1 + anx

)3

olup

ϕn,3(x) =

(
a3nn (n− 1) (n− 2)

c3n
− 3a2nn (n− 1)

c2n
+

3ann

cn
− 1

)(
anx

1 + anx

)3

+

(
3a3nn (n− 1)

c3n
− 3a2nn

c2n

)(
anx

1 + anx

)2

+
a3nn

c3n

anx

1 + anx



58

bulunur.

r = 4 için 3.4.1. ve 3.4.3. Lemmalar� dikkate al�n�rsa

An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)4

;x

)

=
a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

c4n

(
anx

1 + anx

)4

+
6a4nn (n− 1) (n− 2)

c4n

(
anx

1 + anx

)3

+
7a4nn (n− 1)

c4n

(
anx

1 + anx

)2

+
a4nn

c4n

anx

1 + anx
− 4a3nn (n− 1) (n− 2)

c3n

(
anx

1 + anx

)4

−12a3nn (n− 1)

c3n

(
anx

1 + anx

)3

− 4a3nn

c3n

(
anx

1 + anx

)2

+
6a2nn (n− 1)

c2n

(
anx

1 + anx

)4

+
6a2nn

c2n

(
anx

1 + anx

)3

− 4ann

cn

(
anx

1 + anx

)4

+

(
anx

1 + anx

)4

olup

ϕn,4(x)

=

(
a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

c4n
− 4a3nn (n− 1) (n− 2)

c3n

+
6a2nn (n− 1)

c2n
− 4ann

cn
+ 1

)(
anx

1 + anx

)4

+

(
6a4nn (n− 1) (n− 2)

c4n
− 12a3nn (n− 1)

c3n
+

6a2nn

c2n

)(
anx

1 + anx

)3
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+

(
7a4nn (n− 1)

c4n
− 4a3nn

c3n

)(
anx

1 + anx

)2

+
a4nn

c4n

anx

1 + anx

olarak bulunur.

3.6.3. Lemma

(An) operatörler dizisinde ikinci ve dördüncü momentlere ait a³a§�daki limitler

i) lim
n→∞

nAn

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)
=

x

1 + x
−
(

x

1 + x

)2

ve

ii) lim
n→∞

n2An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)4

;x

)

= 3

(
x

1 + x

)2

− 6

(
x

1 + x

)3

+ 3

(
x

1 + x

)4

gerçeklenir.

�spat

i) 3.6.2. Lemman�n (iii) ifadesinden

An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)

=

(
a2nn (n− 1)

(n+ γ)2
− 2ann

n+ γ
+ 1

)(
anx

1 + anx

)2

+
a2nn

(n+ γ)2
anx

1 + anx

olup e³itli§in her iki taraf�n� n ile çarp�l�r ve n→∞ iken limit al�n�rsa

lim
n→∞

n

(
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

))
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= lim
n→∞

n

(
a2nn (n− 1)

(n+ γ)2
− 2ann

(n+ γ)
+ 1

)(
anx

1 + anx

)2

+ lim
n→∞

n
a2nn

(n+ γ)2
anx

1 + anx

olup

lim
n→∞

nAn

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)

= lim
n→∞

n

(
a2nn (n− 1)− 2ann (n+ γ) + (n+ γ)2

(n+ γ)2

)(
anx

1 + anx

)2

+
x

1 + x

= lim
n→∞

n

n+ γ

(
a2nn (n− 1)− 2ann (n+ γ) + (n+ γ)2

(n+ γ)

)(
anx

1 + anx

)2

+
x

1 + x

biçiminde yaz�labilir. Dolay�s�yla

lim
n→∞

n

(
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

))

= lim
n→∞

n

n+ γ

(
n2a2n − 2n2an + n2 − 2nγan + 2nγ − na2n + γ2

n+ γ

)(
anx

1 + anx

)2

+
x

1 + x

= lim
n→∞

n

n+ γ

(
n2 (an − 1)2 − n (a2n + 2γan − 2γ) + γ2

n+ γ

)(
anx

1 + anx

)2

+
x

1 + x
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= lim
n→∞

n

n+ γ

(
n

n+ γ

[
n (an − 1)2 −

(
a2n + 2γan − 2γ

)
+
γ2

n

])(
anx

1 + anx

)2

+
x

1 + x

gerçeklenir. Buluna bu son e³itlikten

lim
n→∞

n

(
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

))
=

x

1 + x
−
(

x

1 + x

)2

elde edilir.

ii) 3.6.2. Lemman�n (v) ifadesinden

An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)4

;x

)

=

(
a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

(n+ γ)4
− 4a3nn (n− 1) (n− 2)

(n+ γ)3
+

6a2nn (n− 1)

(n+ γ)2

− 4ann

(n+ γ)
+ 1

)(
anx

1 + anx

)4

+

(
6a4nn (n− 1) (n− 2)

(n+ γ)4
− 12a3nn (n− 1)

(n+ γ)3
+

6a2nn

(n+ γ)2

)(
anx

1 + anx

)3

+

(
7a4nn (n− 1)

(n+ γ)4
− 4a3nn

(n+ γ)3

)(
anx

1 + anx

)2

+
a4nn

(n+ γ)4
anx

1 + anx
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olup e³itli§in her iki taraf� n2 ile çarp�l�r ve n→∞ iken limit al�n�rsa

lim
n→∞

n2

(
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)4

;x

))

= lim
n→∞

n2

(
a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

(n+ γ)4
− 4a3nn (n− 1) (n− 2)

(n+ γ)3
+

6a2nn (n− 1)

(n+ γ)2

− 4ann

(n+ γ)
+ 1

)(
anx

1 + anx

)4

+ lim
n→∞

n2

(
6a4nn (n− 1) (n− 2)

(n+ γ)4
− 12a3nn (n− 1)

(n+ γ)3
+

6a2nn

(n+ γ)2

)(
anx

1 + anx

)3

+ lim
n→∞

n2

(
7a4nn (n− 1)

(n+ γ)4
− 4a3nn

(n+ γ)3

)(
anx

1 + anx

)2

+ lim
n→∞

n2 a4nn

(n+ γ)4
anx

1 + anx

elde edilir. Dolay�s�yla

lim
n→∞

n2

(
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)4

;x

))

= lim
n→∞

n2

(
a4nn (n− 1) (n− 2) (n− 3)

(n+ γ)4
− 4a3nn (n− 1) (n− 2) (n+ γ)

(n+ γ)4

+
6a2nn (n− 1) (n+ γ)2

(n+ γ)4
− 4ann (n+ γ)3

(n+ γ)4
+

(n+ γ)4

(n+ γ)4

)(
anx

1 + anx

)4
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+ lim
n→∞

n2

(
6a4nn (n− 1) (n− 2)

(n+ γ)4
− 12a3nn (n− 1) (n+ γ)

(n+ γ)4

+
6a2nn (n+ γ)2

(n+ γ)4

)(
anx

1 + anx

)3

+ lim
n→∞

n2

(
7n2a4n − 7na4n − 4a3nn (n+ γ)

(n+ γ)4

)(
anx

1 + anx

)2

+ lim
n→∞

n2 a4nn

(n+ γ)4
anx

1 + anx

biçiminde yaz�labilir. Böylece

lim
n→∞

n2

(
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)4

;x

))

= lim
n→∞

n2

(n+ γ)2

(
n4a4n − 6n3a4n + 11n2a4n − 6na4n + 12n3a3n − 8n2a3n − 4n4a3n

(n+ γ)2

+
12n2γa3n − 4n3γa3n − 8nγa3n + 6n4a2n + 12n3γa2n − 6n3a2n

(n+ γ)2

+
6n2γ2a2n − 12n2γa2n − 6nγ2a2n − 4ann

4 − 12ann
3γ

(n+ γ)2

+
−12ann2γ2 − 4annγ

3 + n4 + 4n3γ + 6n2γ2 + 4nγ3 + γ4

(n+ γ)2

)(
anx

1 + anx

)4
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+ lim
n→∞

n2

(n+ γ)2

(
6n3a4n − 18n2a4n + 12na4n + 12n2a3n − 12n3a3n − 12n2γa3n + 12nγa3n

(n+ γ)2

+
6n3a2n + 12n2γa2n + 6nγ2a2n

(n+ γ)2

)(
anx

1 + anx

)3

+ lim
n→∞

n2

(n+ γ)2

(
7n2a4n − 7na4n − 4n2a3n − 4γna3n

(n+ γ)2

)(
anx

1 + anx

)2

olup

lim
n→∞

n2

(
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)4

;x

))
=

lim
n→∞

n2

(n+ γ)2

(
n2

(n+ γ)2
n2 (an − 1)4 − 2n2

(n+ γ)2
n (an − 1)2

(
3a2n + 2γan − 2γ

)

+
n2

(n+ γ)2
(
6γ2a2n − 12γ2an + 6γ2 + 12γa3n − 12γa2n + 11a4n − 8a3n

)

+
n

(n+ γ)2
(
−4γ3an + 4γ3 − 6γ2a2n − 8γa3n − 6a4n

)
+

γ4

(n+ γ)2

)(
anx

1 + anx

)4

+ lim
n→∞

n2

(n+ γ)2

(
6n2a2n

(n+ γ)2
n (an − 1)2 +

6n2a2n
(n+ γ)2

(
2γ + 2an − 3a2n − 2γan

)

+
n

(n+ γ)2
(
6γ2a2n + 12γa3n + 12a4n

))( anx

1 + anx

)3
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+ lim
n→∞

n2

(n+ γ)2

(
n2

(n+ γ)2
a3n (7an − 4)− n

(n+ γ)2
a3n (4γ + 7an)

)(
anx

1 + anx

)2

gerçeklenir. Son e³itlikten

lim
n→∞

n2

(
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)4

;x

))

= 3

(
x

1 + x

)2

− 6

(
x

1 + x

)3

+ 3

(
x

1 + x

)4

elde edilir.

3.6.4. Teorem

f ∈ Hα için f
′
, f

′′ ∈ Hα olmak üzere

lim
n→∞

n

[
An

(
f

(
ant

1 + ant

)
;x

)
− f

(
anx

1 + anx

)]

=
x

1 + x
+ (α− γ) f ′

(
x

1 + x

)
x

1 + x
− 1

2
f

′′
(

x

1 + x

)(
x

1 + x

)2

gerçeklenir.

�spat

f, f
′
, f

′′ ∈ Hα ve x ∈ [0,∞) olsun. Bu durumda Taylor formülünden

f

(
ant

1 + ant

)
= f

(
anx

1 + anx

)
+ f

′
(

anx

1 + anx

)(
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)

+
1

2
f

′′
(

anx

1 + anx

)(
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

+ r (t;x)

(
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

(3.21)
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biçiminde yaz�labilir, burada r (t, x) kalan terimin Peano formudur ve

lim
t→x

r (t;x) = 0

d�r. An operatörü E³. 3.21 ifadesindeki e³itli§in her iki taraf�na uygulan�rsa

An

(
f

(
ant

1 + ant

)
;x

)

= f

(
anx

1 + anx

)
+ f

′
(

anx

1 + anx

)
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)
;x

)

+
1

2
f

′′
(

anx

1 + anx

)
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)

+An

(
r (t;x)

(
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)

elde edilir. Buradan

An

(
f

(
ant

1 + ant

)
;x

)
− f

(
anx

1 + anx

)

= f
′
(

anx

1 + anx

)
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)
;x

)

+
1

2
f

′′
(

anx

1 + anx

)
An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)

+An

(
r (t;x)

(
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)
(3.22)
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biçiminde yaz�labilir. E³. 3.17 ve E³. 3.18 ifadelerinden

An

(
f

(
ant

1 + ant

)
;x

)
− f

(
anx

1 + anx

)

= f
′
(

anx

1 + anx

)
anx

1 + anx

(
ann

n+ γ
− 1

)

+
1

2
f

′′
(

anx

1 + anx

){(
a2nn (n− 1)

(n+ γ)2
− 2ann

n+ γ
+ 1

)(
anx

1 + anx

)2

+
a2nn

(n+ γ)2
anx

1 + anx

}
+ An

(
r (t;x)

(
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)

= f
′
(

anx

1 + anx

)
anx

1 + anx

(
ann

n+ γ
− 1

)

+
1

2
f

′′
(

anx

1 + anx

){(
a2nn (n− 1)− 2ann (n+ γ) + (n+ γ)2

(n+ γ)2

)(
anx

1 + anx

)2

+
a2nn

(n+ γ)2
anx

1 + anx

}

+An

(
r (t;x)

(
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)

olup e³itli§in her iki taraf� n ile çarp�l�r ve n→∞ için limit al�n�rsa

lim
n→∞

n

[
An

(
f

(
ant

1 + ant

)
;x

)
− f

(
anx

1 + anx

)]
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= lim
n→∞

nf
′
(

anx

1 + anx

)
anx

1 + anx

(
ann

n+ γ
− 1

)

+ lim
n→∞

n
1

2
f

′′
(

anx

1 + anx

){
a2nn (n− 1)− 2ann (n+ γ) + (n+ γ)2

(n+ γ)2

(
anx

1 + anx

)2

+
a2nn

(n+ γ)2
anx

1 + anx

}

+ lim
n→∞

nAn

(
r (t;x)

(
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)

bulunur. Di§er taraftan, e³itli§in sa§ taraf�ndaki en son terime Cauchy-Schwarz

e³itsizli§i uygulan�rsa

lim
n→∞

nAn

(
r (t;x)

(
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)

≤
√

lim
n→∞

An (r2 (t;x) ;x)

√√√√ lim
n→∞

n2An

((
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)4

;x

)

elde edilir. r2 (x;x) = 0 oldu§undan

lim
n→∞

An
(
r2 (t;x) ;x

)
= r2 (x;x) = 0

oldu§u dikkate al�n�rsa

lim
n→∞

nAn

(
r (t;x)

(
ant

1 + ant
− anx

1 + anx

)2

;x

)
= 0
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gerçeklenir. Ayr�ca

lim
n→∞

n

[
An

(
f

(
ant

1 + ant

)
;x

)
− f

(
anx

1 + anx

)]

= lim
n→∞

nf
′
(

anx

1 + anx

)
anx

1 + anx

(
ann

n+ γ
− 1

)

+ lim
n→∞

n
1

2
f

′′
(

anx

1 + anx

)(
a2nn (n− 1)− 2ann (n+ γ) + (n+ γ)2

(n+ γ)2

)(
anx

1 + anx

)2

+
x

1 + x

= lim
n→∞

f
′
(

anx

1 + anx

)
n

n+ γ
(n (an − 1)− γ) anx

1 + anx

+ lim
n→∞

1

2
f

′′
(

anx

1 + anx

)
n

n+ γ

(
n2a2n − 2n2an + n2 − 2nγan + 2nγ − na2n + γ2

(n+ γ)

)

×
(

anx

1 + anx

)2

+
x

1 + x

= lim
n→∞

f
′
(

anx

1 + anx

)
n

n+ γ
(n (an − 1)− γ) anx

1 + anx

+ lim
n→∞

1

2
f

′′
(

anx

1 + anx

)
n

n+ γ

(
n

n+ γ
n (an − 1)2 − n

n+ γ

(
a2n + 2γan − 2γ

)
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+
γ2

n+ γ

)(
anx

1 + anx

)2

+
x

1 + x

oldu§undan

lim
n→∞

n

[
An

(
f

(
ant

1 + ant

)
;x

)
− f

(
anx

1 + anx

)]

=
x

1 + x
+ (α− γ) f ′

(
x

1 + x

)
x

1 + x
− 1

2
f

′′
(

x

1 + x

)(
x

1 + x

)2

elde edilir. Böylece ispat tamamlan�r.
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4. GRAF�KSEL GÖSTER�MLER

Bu bölümde daha önceki bölümlerde yakla³�m özellikleri verilen ve giri³ k�sm�nda

tan�mlanan operatörlerin belirli bir fonksiyona yak�nsakl�klar� Maple program�

arac�l�§�yla gra�ksel gösterimler biçiminde resmedilmi³tir.

Örnek

n = 2 ve n = 8 için Bernstein operatörleri (siyah), f(x) = 1+2x
1+x

fonksiyonu (k�rm�z�)

�ekil 4.1. ve �ekil 4.2. gra�klerde gösterilmi³tir. n büyüdükçe yakla³�m�n daha iyi

oldu§u görülmektedir.

�ekil 4.1. n = 2 için B2 (f ;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�

�ekil 4.2. n = 8 için B8 (f ;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�
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Örnek

(an) = 1√
n
ve (bn) =

√
n olmak üzere n = 15 ve n = 45 için Balázs operatörlerin

(siyah), f(x) = 1+2x
1+x

fonksiyonu (mavi) �ekil 4.3. ve �ekil 4.4. gra�klerde

gösterilmi³tir. n büyüdükçe yakla³�m�n daha iyi oldu§u görülmektedir.

�ekil 4.3. n = 15 için R15 (f ;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�

�ekil 4.4. n = 45 için R45 (f ;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�



73

Örnek

n = 15 ve n = 45 için Bleimann, Butzer ve Hahn operatörleri (mavi), f(x) = 1+2x
1+x

fonksiyonu (k�rm�z�) �ekil 4.5. ve �ekil 4.6. gra�klerde gösterilmi³tir. n büyüdükçe

yakla³�m�n daha iyi oldu§u görülmektedir.

�ekil 4.5. n = 15 için L15 (f ;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�

�ekil 4.6. n = 45 için L45 (f ;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�
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Örnek

(an) = 1, (bn,k) = n− k + 1 ve (cn) = n+ 1 olmak üzere n = 15 ve n = 45 için Balázs

operatörlerinin Bleimann, Butzer ve Hahn tip genelle³tirmesi olan operatörler (mavi),

f(x) = 1+2x
1+x

fonksiyonu (sar�) �ekil 4.7. ve �ekil 4.8. gra�klerinde gösterilmi³tir. n

büyüdükçe yakla³�m�n daha iyi oldu§u görülmektedir.

�ekil 4.7. n = 15 için A15 (f ;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�

�ekil 4.8. n = 45 için A45 (f ;x) operatörlerinin f fonksiyonuna yakla³�m�i
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5. SONUÇLAR VE ÖNER�LER

Balázs operatörlerinin Bleimann, Butzer ve Hahn tip genelle³tirmesi

An (f, x) =
1

(1 + anx)
n

n∑
k=0

f

(
k

bn,k

)(
n

k

)
(anx)

k

biçiminde tan�mlanm�³t�r. Bu operatörlerin yakla³�m özellikleri [0,∞) aral�§�ndaki

s�n�rl� ve sürekli fonksiyonlar�n Lipschitz alt uzay�nda incelenmi³tir. Bu operatörlerin

yakla³�m h�z�

ω(f ; δn) = sup
t,x≥0
|t−x|≤δn

|f(t)− f(x)|

biçiminde tan�ml� süreklilik modülü yard�m�yla f ∈ Hα ve

δn =

∣∣∣∣anncn − 1

∣∣∣∣
olmak üzere

|An(f ;x)− f(x)| ≤ 2ω (f ; δn)

oldu§u gösterilmi³tir. Son olarak α ∈ R olmak üzere genel terimi

an = 1 +
o(1) + α

n

olan (an) dizisi

n

cn
→ 1

olacak ³ekilde genel terimi

cn = ank + bn,k
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olan (cn) dizisi ve.γ ∈ R olmak üzere genel terimi

bn,k = n− ank + γ

olan (bn,k) dizisi seçilerek Voronovskaja tip teorem elde edilmi³tir.

Bu tezde elde edilen sonuçlar ve teoremler ayn� operatörlerin Schurer tipli

genelle³tirmesi için de verilebilir.
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