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ÖZET 

Bu tezde, Varna, Sucu ve İçöz tarafından çalışılan Brenke tip polinomlar aracılığıyla 

tanımlanan Szász operatörlerinin bir genellemesi incelenmiştir. Giriş bölümünde 

operatörlerin ortaya çıkışı anlatılmıştır.  İkinci bölümde yaklaşım teorisine ait temel tanım 

ve kavramlar verilmiştir. Üçüncü bölümde ise bu operaörlerin yaklaşım özellikleri 

incelenmiştir. Sonuç bölümünde ise operatörlerin parametrik genelleştirmelerinin 

çalışılabileceği ifade edilmiştir. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler  Açıklamalar  

𝑳(𝒇, 𝒙) 𝐿 operatörünün 𝑓 fonksiyonuna uygulanması 

𝑓𝑛⇉𝑓 (𝑓𝑛) fonksiyon dizisinin 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsaması 

C[a,b] [a,b] aralığındaki sürekli fonksiyonların uzayı 

𝐶[0,∞) [0,∞) aralığında sürekli fonksiyonların uzayı 

𝐶𝐵[0,∞) [0,∞) aralığında sınırlı ve sürekli reel değerli fonksiyonların uzayı 

ω(𝑓; δ) 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü 

ρ (𝑥) Ağırlık fonksiyon 

𝐵𝑝[0,∞) |𝑓 (𝑥)| ≤ 𝑀𝑓ρ (𝑥) şartını sağlayan fonksiyonlar uzayı 

𝑪𝒑[𝟎,∞) 𝐵𝑝[0,∞) uzayındaki sürekli fonksiyonlar uzayı 

𝑪𝒑
∗                                              {𝑓 ∈ 𝐶𝑝: lim

|𝑥|→∞

𝑓(𝑥)

𝜌(𝑥)
∈ R}  alt uzayı 

‖𝒇‖𝒑  𝐵𝑝[0,∞) uzayında tanımlanan norm 

𝑺𝒏(𝒇, 𝒙)                      Szász Operatörü  

𝑳𝒏(𝒇, 𝒙)             Szász Operatörünün Brenke tip genelleştirmesi 

𝑪²[𝒂, 𝒃]  𝑓, 𝑓′, 𝑓′′ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olan fonksiyon uzayı 

ǁ · ǁ𝑪 [𝒂,𝒃]        𝐶[a, b]   uzayındaki ǁ · ǁ𝐶 [𝑎,𝑏] = 𝑚𝑎𝑘𝑠
𝑎≤𝑥≤𝑏

| · | ile tanımlı olan norm 

ǁ · ǁ𝑪²[𝒂,𝒃]                           ǁ𝑓ǁ𝐶²[𝑎,𝑏] = ǁ𝑓ǁ𝐶[𝑎,𝑏] + ǁ𝑓′ǁ𝐶[𝑎,𝑏] + ǁ𝑓′′ǁ𝐶[𝑎,𝑏]  ile tanımlı olan norm 

𝑪²[𝟎,∞)  𝑓, 𝑓′, 𝑓′′ ∈ 𝐶[0,∞) olan fonksiyon uzayı 

𝑪𝑩
𝟐 [𝟎,∞)                    𝑓, 𝑓′, 𝑓′′ ∈ 𝐶𝐵  [0,∞) olan fonksiyon uzayı
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1. GİRİŞ 

 Fonksiyon uzaylarında “sürekli fonksiyonlara yaklaşım” problemi ilk defa 1885 yılında 

Weierstrass tarafından ele alınmıştır. Weierstrass, [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli her 𝑓 

fonksiyonuna bir polinomla yaklaşılabileceğini ifade etmiştir [1]. Ancak Weierstrass bu 

polinomların bulunma koşulları ve ne tür polinomlar olduğunu hakkında herhangi bir bilgi 

vermemiştir. Ardından birçok matematikçi bu teoremde ifade edilen polinomları açık bir 

şekilde ifade etmişlerdir. Bernstein bu polinomların açık bir formu 1912 yılında 

𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) = ∑𝑓 (
𝑘

𝑛
) (
𝑛
𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

∞

𝑘=0

    (n = 1,2, … ) 

biçiminde verilmiştir [2].  

Bernstein polinomlarının sınırsız aralığa bir genelleştirmesi 1950 yılında Szász tarafından 

verilmiştir [3]. 

Bu çalışmalar analiz ve fonksiyonlar teorisinde yer alan ve matematiğin birçok dalıyla 

ilişkili olan araştırma konularından biri de lineer pozitif operatörlerle yaklaşım konusunu 

ortaya çıkmasını sağlamıştır. Birinci olarak, 1951 yılında Bohmann toplam biçimindeki 

lineer pozitif bir operatör dizisinin [0,1] kapalı aralığında sürekli bir fonksiyona düzgün 

yakınsaması için yalnızca üç koşulu gerçeklemesi gerektiğini ifade ve ispat etmiştir [4]. 

İkinci olarak, 1953 yılında yaklaşım teorinin temel teoremi Korovkin tarafından 

verilmiştir. Bu teorem kullanılarak [𝑎, 𝑏] sonlu aralığındaki lineer pozitif operatörlerin 

yaklaşım özellikleri incelenmiştir [5].  

Daha sonra Szász operatörleri gibi birçok operatörler sınırsız aralıklarda tanımlanmıştır. 

Sınırsız aralıklarda yaklaşım problemi, ağırlıklı uzaylarda araştırılmıştır. Ağırlıklı 

uzaylarda yaklaşım koşulları ve Korovkin tip teorem Gadjiev tarafından verilmiştir [6,7]. 

Lineer pozitif operatörler dizisi tanımlamada en genel yöntemlerden biri de doğurucu 

fonksiyonların kullanılmasıdır [8].  
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Bu tezde Varma, Sucu ve İçöz tarafından çalışılan Szász operatörlerinin Brenke tip 

genelleştirmesi olan bir lineer pozitif operatörler dizisinin yaklaşım özellikleri 

incelenecektir [8].  

Bu operatörler; 

Burada 𝐴 ve 𝐵 

𝐴(𝑡) =∑𝑎𝑟𝑡
𝑟 ,   𝑎0 ≠ 0                                          

∞

𝑟=0

 

 

𝐵(𝑡) =∑𝑏𝑟𝑡
𝑟 , 𝑏𝑟 ≠ 0       (𝑟 ≥ 0) 

∞

𝑟=0

 

 

biçiminde tanımlı analitik fonksiyonlar olmak üzere 

𝐴(𝑡)𝐵(𝑥𝑡) = ∑𝑝𝑘(𝑥)𝑡
𝑘, |𝑡|˂𝑅

∞

𝑘=0

 

 eşitliği ile üretilen  

𝑝𝑘(𝑥) =∑𝑎𝑘−𝑟𝑏𝑟𝑥
𝑟 , k =  0, 1, 2 , …

𝑘

𝑟=0

 

polinomları yardımıyla  

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥): =
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)                             

 

biçiminde tanımlanmıştır. 

 

[3, 9, 10] de bu operatörlerin özel hallerinide kapsayan Szász operatörlerinin 

genelleştirmeleri çalışılmıştır. 

 

Bu tez birinci bölümü giriş olmak üzere dört bölümden oluşmaktadır.  

İkinci bölümde lineer operatörler dizilerinin temel kavramları yaklaşımına dair temel 

teoremler verilmiştir. 
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Üçüncü bölümde Varma, Sucu ve İçöz tarafından tanımlanan 𝐿𝑛 operatörler dizisinin 

yaklaşım özellikleri incelenmiştir.   
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2. TEMEL KAVRAM VE TANIMLAR 

Bu bölümde, Lineer pozitif operatörlerin tanımı, özellikleri ve yaklaşım hızı ile ilgili tanım 

ve lemmalara yer verilmiştir. Bilinmelidir ki yaklaşım teorisinin amacı herhangi bir 

fonksiyonunun daha kullanışlı olan farklı bir fonksiyon türünde gösterimini elde etmektir. 

Bundan dolayı bu kısımda Weierstrass tarafından 1885 yılında ifade edilen, sürekli her 𝑓 

fonksiyonuna polinomlar dizisi ile yaklaşılabileceğiyle ilgili teorem verilmiş ve 𝐶[𝑎, 𝑏] 

uzayında Korovkin teoremi ispatlanmıştır. Ayrıca, ağırlıklı uzayda yaklaşım ile ilgili 

tanım, önerme ve teoremlere değinilmiştir. Bunlara ek olarak, fonksiyonların değişim 

mertebesi ve sonsuz küçülenlerin karşılaştırılmasına ilişkin tanım ifade edilmiştir.  

2.1. Lineer Pozitif Operatörler 

2.1.1. Tanım 

𝑋 ve 𝑌 normlu fonksiyon uzayları olsun. 𝑋 den alınan her 𝑓 fonksiyonuna 𝑌 de bir 𝑔 

fonksiyonu karşılık getiren bir 𝐿 kuralına 𝑋 den 𝑌 ye bir operatör denir. 𝑓 ∈ 𝑋 ve 𝑥, 𝑔 nin 

tanım kümesine ait olmak üzere 𝑔(𝑥) =  𝐿(𝑓;  𝑥) biçiminde gösterilir [11]. 

2.1.2. Tanım 

𝐿: 𝑋 →  𝑌  bir operatör olsun. Her 𝑓1,  𝑓2 ∈ 𝑋 ve 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ olmak üzere  

 

𝐿(𝛼𝑓1 + 𝛽𝑓2;  𝑥) = 𝛼𝐿(𝑓1;  𝑥) + 𝛽𝐿(𝑓2;  𝑥) 

 

eşitliği sağlanıyor ise 𝐿 ye lineer operatör denir [11]. 

2.1.3. Tanım 

𝐿: 𝑋 →  𝑌  lineer operatör olmak üzere, kabul edelim ki 

 

𝑋 +
 = { 𝑓 ∈ 𝑋  : 𝑓 (𝑡) ≥ 0} 

 

ve  
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Y
+
  = { 𝑔 ∈ 𝑌: g(𝑥) ≥ 0} 

 

olsun. Eğer, 𝑋 uzayında tanımlanan 𝐿 lineer operatörü 𝑋+ 
kümesindeki her bir 𝑓 

fonksiyonunu 𝑌+ 
kümesinde bir fonksiyona dönüşüyor ise 𝐿 operatörüne, lineer pozitif 

operatör denir [11].  𝐿 lineer pozitif operatör ise 𝐿 (X
+
) ⊂ Y

+  
sağlanır. Yani 𝑓(𝑡)  ≥  0 

olduğunda 𝐿 (𝑓; 𝑥) ≥ 0 olur. 

2.2. Lineer Pozitif Operatörlerin Özellikleri 

2.2.1. Lemma 

Lineer pozitif operatörler monotondur [11]. 

 

İspat 

 

Gerçekten; 𝑓 ≥   g  ise 𝑓 −  g ≥ 0 dır. 𝐿 operatörünün pozitifliğinden  

 

𝐿(𝑓 −  g;  𝑥)  ≥  0 

 

ve 𝐿 operatörünün lineerliğinden 

 

𝐿(𝑓;  𝑥)  −  𝐿 (g;  𝑥)  ≥  0 

 

olup 

 

𝐿(𝑓; 𝑥)  ≥  𝐿 (g; 𝑥) 

 

elde edilir. 

2.2.2. Lemma 

𝐿 lineer bir pozitif operatör ise, o takdirde 

|𝐿(𝑓)| ≤ 𝐿(|𝑓|)  
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eşitsizliği gerçeklenir [11]. 

 

İspat 

 

Herhangi bir 𝑓 fonksiyonu için 

 

−|𝑓|  ≤ 𝑓 ≤ |𝑓|                                                                       (2.1) 

 

olur. 𝐿 operatörü lineer pozitif operatör olduğundan dolayı monoton artandır. O zaman  

Eş. 2.1 ifadesinden 

 

𝐿(−|𝑓| )  ≤  𝐿 (𝑓)  ≤  𝐿 (|𝑓|)                                                                                 (2.2) 

 

eşitsizliği yazılabilir. 𝐿 operatörünün lineerliğinden  

 

𝐿(−|𝑓 | )  = −𝐿 (|𝑓 |) 

 

olur. Son eşitliğin Eş. 2.2 ifadesinde kullanılmasıyla 

 

−𝐿(|𝑓|; 𝑥) ≤ 𝐿 (𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿 (|𝑓|; 𝑥) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

Dolayısıyla lemma nın ispatı tamamlanır. 

2.3. Lineer Pozitif Operatörlerin Yaklaşım Hızı 

Yaklaşım teorisinin bir diğer önemli problemi yaklaşım hızıdır. Yaklaşım hızı, n → ∞ iken 

휀𝑛 → 0 olmak üzere 

 

|𝐿𝑛(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤  𝐶휀𝑛 

 

eşitsizliğini gerçekleyen 휀𝑛 dizisinin bulunmasıyla belirlenir, burada 𝐶 sabiti 𝑛 indisinden 

bağımsız bir sabittir. 
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Yaklaşım teoresinin önemli problemi olan yaklaşım hızı kavramıyla ilgili hesaplamaları 

yapmak için birçok araç kullanılır. Bu amaçla, ilk olarak süreklilik modülü kavramı 

tanımlanıp daha sonra süreklilik modülünün özellikleri verilecektir. 

2.3.1. Tanım 

𝑓 ∈ 𝐶[a, b] olsun. 𝛿 >  0  reel sayısı için 

 

𝜔(𝑓;  𝛿)  = 𝑠𝑢𝑝
𝑥,𝑦∈[𝑎,𝑏]

|𝑡−𝑥|≤𝛿

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 

 

biçiminde tanımlanan 𝜔(𝑓, 𝛿) fonksiyonuna, 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü denir 

[5,12]. 

Süreklilik modülü aşağıdaki özellikleri gerçekler. 

 

i) 𝜔(𝑓;  𝛿) ≥ 0, 

 

ii) 𝛿1 ≤  𝛿2 ise  𝜔(𝑓;  𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2) , 

 

iii) 𝑙𝑖𝑚
 𝛿→0

𝜔(𝑓, 𝛿) = 0 , 

 

iv) Her 𝑚 ∈ ℕ için 𝜔(𝑓;   𝑚𝛿) = 𝑚𝜔(𝑓;  𝛿) , 

 

v) Her 𝜆 ∈ ℝ+ için 𝜔(𝑓;   𝜆𝛿) ≤ (𝜆 + 1)𝜔(𝑓;  𝛿) , 

 

vi) |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔(𝑓; |𝑡 − 𝑥|) 

 

ve 

 

vii) |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (
|𝑡−𝑥|

𝛿
+ 1)𝜔(𝑓;   𝛿) 

 

İspat  

 

i)  Süreklilik modülü tanımından açıktır. 
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ii) 𝛿1 ≤ 𝛿2 için {|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|: 𝑡, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿1}  kümesi                  

{|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|: 𝑡, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿2}   kümesinin bir alt kümesi olduğundan, bölge 

büyüdükçe alınan supremum büyüyeceği özelliğinden dolayı ispat açıktır. 

 

iii) 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli olduğundan aynı zamanda düzgün süreklidir. 

Yani keyfi 휀 > 0  için en az bir 𝜂 > 0 vardır öyle ki |𝑡 − 𝑥| <  𝜂 koşulunu sağlayan her 

𝑡, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 휀 olur. Eğer 𝛿 <  𝜂 seçilirse süreklilik modülünün 

tanımına göre; 

 

𝜔(𝑓, 𝛿) ∶= 𝑠𝑢𝑝
𝑥,𝑦∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 휀 

olup buradan 

 

𝑙𝑖𝑚
 𝛿→0

𝜔(𝑓, 𝛿) = 0 bulunur. 

 

iv) Süreklilik modülü tanımından 𝑚 ∈ ℕ için 

 

𝜔(𝑓;𝑚 𝛿)  = 𝑠𝑢𝑝
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑡−𝑥|≤𝑚𝛿

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| 

 

eşitliği yazılabilir. Eğer 

 

|𝑡 − 𝑥| ≤ 𝑚𝛿 

 

ise 

 

𝑥 − 𝑚𝛿 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 +𝑚𝛿 

 

olmak üzere 𝑡 = 𝑥 + 𝑚ℎ seçimiyle |ℎ| ≤ 𝛿 için 

 

𝜔(𝑓;𝑚 𝛿)  = 𝑠𝑢𝑝
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]

|ℎ|≤𝛿

|𝑓(𝑥 + 𝑚ℎ) − 𝑓(𝑥)| 
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eşitsizliği elde edilir. Diğer yandan 

𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|ℎ|≤𝛿

|𝑓(𝑥 + 𝑚ℎ) − 𝑓(𝑥)| = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|ℎ|≤𝛿

|∑𝑓(𝑥 + (𝑘 + 1)ℎ) − 𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ)

∞

𝑘=0

| 

 

olup, üstteki eşitlikte üçgen eşitsizliği uygulanırsa; 

 

𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|ℎ|≤𝛿

|𝑓(𝑥 + 𝑚ℎ) − 𝑓(𝑥)| ≤ ∑ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|ℎ|≤𝛿

|𝑓(𝑥 + (𝑘 + 1)ℎ) − 𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ)

𝑚−1

𝑘=0

| 

 

≤ 𝜔(𝑓;  𝛿) + 𝜔(𝑓;  𝛿) + ⋯+ 𝜔(𝑓;  𝛿) 

≤ 𝑚𝜔(𝑓;  𝛿) 

 

elde edilir. 

 

v) 𝜆 ∈ ℝ+ sayısının tam kısmı [|𝜆|] ile gösterilsin. Tam değer fonksiyonunun tanımı 

gereğince  

 

[|𝜆|]  ≤  𝜆 < [|𝜆|] + 1 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik ve 𝜔(𝑓;  𝛿) fonksiyonunun monoton artan özelliğini 

gözönünde bulundurursa  

 

𝜔(𝑓;  𝛿𝜆) ≤  𝜔(𝑓; ([|𝜆|] + 1)𝛿) 

 

eşitsizliği elde edilir. [|𝜆|] pozitif bir tamsayı olduğundan elde edilen eşitsizliğin sağ 

tarafına (iv) özelliğini uygulanırsa  

 

 𝜔(𝑓; ([|𝜆|] + 1)𝛿)   ≤ ([|𝜆|] + 1) 𝜔(𝑓;   𝛿) 

 

eşitsizliği elde edilir. Diğer taraftan her 𝜆 ∈ ℝ+ için 

 

[|𝜆|] + 1 ≤ 𝜆 + 1 



11 

 

olduğundan dolayı 

 

𝜔(𝑓; ([|𝜆|] + 1) 𝛿) ≤ (𝜆 + 1)𝜔(𝑓;  𝛿) 

 

olur. Buradan 

 

𝜔(𝑓;  𝜆𝛿) ≤  𝜔(𝑓; ([|𝜆|] + 1) 𝛿) 

 

eşitsizliğiyle 

 

𝜔(𝑓;  𝜆𝛿) ≤ (1 + 𝜆)𝜔(𝑓;  𝛿) 

 

ifadesi elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

vi) 𝜔(𝑓;  𝛿) ifadesinde 𝛿 yerine |𝑡 − 𝑥| yazılırsa  

 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔(𝑓; |𝑡 − 𝑥|) 

 

olduğu açıktır. 

 

vii)  (vi) özelliğinden  

 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|  ≤ 𝜔 (𝑓;  
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
𝛿) 

 

yazılabilir. Bu eşitsizlikte (v) özelliği kullanılırsa 

 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
+ 1)𝜔(𝑓;  𝛿) 

 

yazılır. Böylelikle ispat tamamlanır. 
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2.4. 𝑪[𝒂, 𝒃] Uzayında Korovkin Teoremi 

1885 yılında Weierstrass [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli her 𝑓 fonksiyonuna bir polinomla 

yaklaşılabileceğini ifade ve ispat etmiştir [1]. 

2.4.1. Weierstrass Yaklaşım Teoremi 

Her 휀 > 0 ve 𝑓 ∈  𝐶[𝑎, 𝑏] için öyle bir 𝑝 polinomu vardır öyleki her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için   

|𝑝(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 휀 eşitsizliği sağlanır. Başka bir ifadeyle kapalı ve sınırlı [𝑎, 𝑏] aralığında 

sürekli her 𝑓 fonksiyonu için [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsak bir (𝑝𝑛) 

polinom dizisi vardır [1]. 

2.4.2. Tanım 

Her 𝑥 ∈  [𝑎, 𝑏] için 

 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖ = 𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

  𝑚𝑎𝑥
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0 

 

ise (𝑓𝑛) fonksiyonlar dizisi 𝑓 fonksiyonuna 𝐶[𝑎, 𝑏] uzayında yakınsaktır denir ve  

 

𝑓𝑛 ⇉ 𝑓 

 

ile gösterilir. 

 

1953 yılında P. P. Korovkin tarafından verilen aşağıdaki teorem ifade ve ispat edilecektir [5]. 

2.4.3. Korovkin Teoremi (1953) 

Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] →  𝐶[𝑎, 𝑏] olmak üzere (𝐿𝑛) lineer pozitif operatör dizisi olsun. 

Her 𝜈=0, 1, 2 için 𝑒𝜈(𝑡) =  𝑡𝜈 olmak üzere  

 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑒𝜈) − 𝑒𝜈‖𝐶[𝑎,𝑏]  = 0 

 

koşulları gerçekleniyorsa bu durumda [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli olan her 𝑓 fonksiyonu için  
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𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏]    = 0 

 

eşitliği sağlanır [5,12]. 

 

İspat 

 

𝑓 ∈  𝐶[𝑎, 𝑏] olduğunda 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde düzgün sürekli olduğundan, 

her 휀 > 0 için en az bir 𝛿 >  0   sayısı vardır öyleki her 𝑥, 𝑡 ∈  𝐶[𝑎, 𝑏] için |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 

olduğunda 

 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 휀 

 

olur. |𝑡 − 𝑥| ≥ 𝛿 olduğunda ise 𝑓 fonksiyonunun sınırlılığından ve üçgen eşitsizliğinden 

dolayı 𝑀 > 0 olmak üzere  

 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ |𝑓(𝑡)| + |𝑓(𝑥)|                                                                                             (2.3) 

 

yazılabilir. Diğer taraftan |𝑡 − 𝑥| ≥ 𝛿 ise 

 

|𝑡 − 𝑥|

𝛿
≥ 1 

 

olacağından 

 

(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
≥ 1                                                                        (2.4) 

 

sağlanır. Eş. 2.3 ve Eş. 2.4 ifadesinden  

 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀
(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
 

 

yazılabilir. O halde 
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|𝑡 − 𝑥| < 𝛿 için |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 휀 

 

ve 

 

|𝑡 − 𝑥| ≥ 𝛿 için |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀
(𝑡−𝑥)2

𝛿2
 

 

olup, dolayısıyla her 𝑡 ∈  𝑅 ve her 𝑥 ∈  [𝑎, 𝑏] için  

 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 휀 + 2𝑀
(𝑡−𝑥)2

𝛿2
                                                             (2.5) 

 

eşitsizliği elde edilir. 𝐿𝑛 operatörünün lineerliğinden  

 

|𝐿𝑛(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

=|𝐿𝑛(𝑓(𝑡);  𝑥) − 𝑓(𝑥) + 𝐿𝑛(𝑓(𝑥). 1;  𝑥) − 𝐿𝑛(𝑓(𝑥). 1;  𝑥)| 

=|𝐿𝑛(𝑓(𝑡); 𝑥) − 𝐿𝑛(𝑓(𝑥). 1; 𝑥) − 𝑓(𝑥) + 𝐿𝑛(𝑓(𝑥). 1; 𝑥)| 

= |𝐿𝑛 ((𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥));  𝑥) + 𝑓(𝑥)𝐿𝑛((1;  𝑥) − 1)| 

 

dir.  

 

Burada üçgen eşitsizliğinin kullanılmasıyla  

 

|𝐿𝑛(𝑓(𝑡);  𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ |((𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥));  𝑥)| + |𝑓(𝑥)| |𝐿𝑛((1; 𝑥) − 1)| 

 

eşitsizliği yazılabilir. 𝐿𝑛 lineer pozitif operatör olduğundan  

 

|𝐿𝑛(𝑓(𝑡);  𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐿𝑛(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|;  𝑥)) + |𝑓(𝑥)||𝐿𝑛((1; 𝑥) − 1)| 

 

dir. 𝑓 fonksiyonunun sınırlılığından  

 

|𝐿𝑛(𝑓(𝑡);  𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐿𝑛(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|;  𝑥) + 𝑀|𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1| 

 

yazılabilir. 𝐿𝑛 monoton artan olup Eş. 2.5 ifadesinin kullanılmasıyla  
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|𝐿𝑛(𝑓(𝑡);  𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐿𝑛 (휀 + 2𝑀
(𝑡 − 𝑥)2

𝛿2
;  𝑥) + 𝑀|𝐿𝑛|(1; 𝑥)| (2.6) 

 

bulunur. Diğer taraftan 𝐿𝑛 operatörünün lineerliğinden 

 

=𝐿𝑛 (휀. 1 + 2𝑀
(𝑡−𝑥)2

𝛿2
;  𝑥) 

=휀𝐿𝑛(1; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥) 

=휀𝐿𝑛(1; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
𝐿𝑛(𝑡

2 − 2𝑡𝑥 + 𝑥2;  𝑥) 

=휀𝐿𝑛(1; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
[𝐿𝑛(𝑡

2; 𝑥) − 2𝑥𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) + 𝑥
2𝐿𝑛(1; 𝑥)] 

=휀𝐿𝑛(1; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
[𝐿𝑛(𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2 − 𝑥2 + 2𝑥2 − 2𝑥𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) + 𝑥
2𝐿𝑛(1; 𝑥)] 

=휀𝐿𝑛(1; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
[𝐿𝑛(𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2 + 2𝑥2 − 2𝑥𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) + 𝑥
2𝐿𝑛(1; 𝑥) − 𝑥

2] 

=휀𝐿𝑛(1; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
[𝐿𝑛((𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2) + 2𝑥(𝑥 − 𝐿𝑛(𝑡; 𝑥)) + 𝑥
2(𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1)] 

 

elde edilir. Bu ifade Eş. 2.6 ifadesinde kullanılırsa 

 

|𝐿𝑛(𝑓(𝑡);  𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 휀 𝐿𝑛(1; 𝑥) +
2𝑀

𝛿2
[𝐿𝑛((𝑡

2; 𝑥) − 𝑥2) + 2𝑥(𝑥 − 𝐿𝑛(𝑡; 𝑥))

+ 𝑥2(𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1)] + 𝑀|𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1| 

 

sağlanır. Her 𝜈 = 0, 1, 2 için 𝑒𝜈(𝑡) =  𝑡
𝜈  olmak üzere 

 

𝐿𝑛(1; 𝑥) ⇉ 1 

𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) ⇉ 𝑥 

 

ve 

 

𝐿𝑛(𝑡
2; 𝑥) ⇉ 𝑥2 

 

oldukları dikkate alınırsa 𝑛 >  𝑛0 olacak şekilde 𝑛 ∈ ℕ için  

 

|𝐿𝑛(𝑓(𝑡);  𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 휀 

elde edilir. O halde 
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𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

 𝑚𝑎𝑥
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0 

 

dır. Böylelikle ispat tamamlanır. 

2.5. Ağırlıklı Uzaylarda Yaklaşım 

Bilinmelidir ki Korovkin teoremi sınırsız aralıklarda geçersizdir. Aralık sınırsız alındığında 

yaklaşım problemini çözmek için ağırlıklı uzaylar tanımlanmıştır. Bu yüzden sınırsız 

aralıklarda Korovkin teoremi ağırlıklı uzaylarda incelenmiştir. Bu bölümde ağırlıklı 

uzayların tanım ve teoremlerine değinilmiştir. 

Korovkin teoremi reel eksenin sınırlı ve kapalı alt aralıklarında verilmiştir. Reel eksenin 

tanımında veya sınırsız alt aralıklarında yaklaşım koşullarını Gadjiev araştırmıştır [6,7]. 

2.5.1. Tanım 

ρ foksiyoneli reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer ρ fonksiyonu ℝ kümesinde sürekli 

olmak üzere 𝑙𝑖𝑚
 |𝑥|→∞

𝜌(𝑥) = ∞ ve her 𝑥 ∈  ℝ için 𝜌(𝑥) ≥ 1 özelliklerini sağlıyorsa 𝜌 

fonksiyonona ağırlıklı fonksiyon adı verilir. 

Tüm reel eksende tanımlı ve |𝑓| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥)  koşulunu sağlayan fonksiyonların uzayı 𝐵𝜌(ℝ) 

ile gösterilir. Burada 𝑀𝑓  sadece fonksiyonuna 𝑓 bağlı bir sabittir. 𝐵𝜌(ℝ) uzayında ki 

sürekli fonksiyonların sınıfı da 𝐶𝜌(ℝ) ile gösterilir. Yani  

𝐵𝜌(ℝ) = {𝑓 ∶ 𝑥 ∈ ℝ için |𝑓| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥)} 

 

ve 

 

𝐶𝜌(ℝ) = {𝑓 ∶ 𝑓 ∈ 𝐵𝜌(ℝ) ve  𝑓 ∈ 𝐶(ℝ) } 

 

olup bu uzaylar ‖𝑓‖𝜌 = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈ℝ 

|𝑓(𝑥)|

𝜌(𝑥)
 normu ile birer normlu uzaydır, burada 𝐵𝜌(ℝ) ve 𝐶𝜌(ℝ) 

uzaylarına ağırlıklı uzay denir [6,7,11]. 

Yukarıda verilen tanımlarda ℝ yerine [0,∞) aralığı alınırsa tanımlar yine geçerli olur. 
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2.5.2. Tanım  

𝜑(𝑥) reel eksende sürekli, monoton artan bir fonksiyon olmak üzere 𝑙𝑖𝑚
 |𝑥|→∞

𝜑(𝑥) = ∞ 

koşulunu sağlayan bir fonksiyon ve 𝜌(𝑥) = 1 + [𝜑(𝑥)]2 olsun. 𝑀𝑓 sadece 𝑓 fonksiyonuna 

bağlı sabit sayı olmak üzere 

 

|𝑓| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥)  

 

eşitsizliğini sağlayan reel değişkenli ve reel değerli fonksiyonların kümesi 𝐵𝑝[0,∞) ve 

𝐵𝑝[0,∞) uzayındaki sürekli fonksiyonların kümesi ise 𝐶𝑝[0,∞) ile gösterilir. 𝐵𝑝[0,∞) ve 

𝐶𝑝[0,∞) uzaylarına ağırlık uzay denir. Bu uzaylar  

‖𝑓‖𝜌 = sup {
|𝑓(𝑥)|

𝜌(𝑥)
∶ 𝑥 ∈ [0,∞)} 

 

normu ile birer normlu uzaydır. 

 

 

𝐶𝑝[0,∞) uzayının 

 

𝑙𝑖𝑚
 |𝑥|→∞

|𝑓(𝑥)|

𝜌(𝑥)
∈ ℝ 

 

koşulunu sağlayan fonksiyonların kümesi 𝐶𝜌
∗[0,∞) ile gösterilir. 

 

𝐶𝜌
∗[0,∞) ve 𝐶𝑝[0,∞) uzayları 𝐵𝑝[0,∞) uzayının alt uzayıdır [6,7,11]. 

2.5.3. Önerme 

𝐶𝑝[0,∞) uzayın da tanımlı lineer pozitif bir operatörün 𝐶𝑝[0,∞) uzayından 𝐵𝑝[0,∞) 

uzayına dönüşüm yapması için gerek ve yeter şart  

 

‖𝐿(𝜌)‖𝜌 ≤ 𝑀 

olacak şekilde 𝑀 > 0   sayısının bulunmasıdır [6,7,11]. 
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İspat 

 

(⇒) 𝐿 operatörü 𝐶𝑝[0,∞) uzayından 𝐵𝑝[0,∞) uzayına bir dönüşüm olsun. Yani her          

𝑓 ∈ 𝐶𝑝[0,∞) için 𝐿(𝑓) ∈ 𝐵𝑝[0,∞) olsun. 𝜌 fonksiyonu sürekli ve |𝜌(𝑡)| ≤ 𝑀𝜌 𝜌(𝑡) 

koşulunu sağlayacak şekilde 𝑀𝜌 > 0 sayısı mevcut olduğundan 𝜌 ∈ 𝐶𝑝[0,∞) olup 

𝐿(𝜌) ∈ 𝐵𝑝[0,∞) dir. O halde |𝐿(𝜌, 𝑥)| ≤ 𝑀𝐿(𝑥) 𝜌(𝑥) olacak biçimde bir 𝑀 > 0  sayısı 

vardır. 

 

Buradan  
|𝐿(𝜌;𝑥)|

𝜌(𝑥)
≤ 𝑀𝐿(𝜌)  

 

eşitsizliği elde edilir. Böylece son eşitsizlikten [0,∞) aralığından üstten sınırlı olan her 

kümenin bir en küçük üst sınırı olduğundan  

 

𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[0,∞)

|𝐿(𝜌; 𝑥)|

𝜌(𝑥)
 

mevcuttur. Buradan  

 

‖𝐿(𝜌; 𝑥)‖𝜌 ≤ 𝑀𝐿(𝜌)  

 

sonucu elde edilir. 

 

(⇐) 𝐿(𝑓) ∈ 𝐵𝑝[0,∞) olduğunu göstereceğiz. 

 

‖𝐿(𝜌)‖𝜌 ≤ 𝑀 olacak biçimde bir 𝑀 > 0 sayısının mevcut olduğunu biliyoruz. Diğer 

yandan 𝑓 ∈ 𝐶𝑝[0,∞) olduğundan her 𝑡 ∈ [0,∞) için 

 

|𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑓 𝜌(𝑡) 

 

olacak biçimde bir 𝑀𝑓 > 0   sayısı vardır. 

 

|𝐿(𝑓; 𝑥)| ≤ 𝐿(|𝑓|; 𝑥) 

= 𝐿 (|𝑓(𝑡)|
𝜌(𝑡)

𝜌(𝑡)
; 𝑥) 

≤ ‖𝑓‖𝜌𝐿(𝜌; 𝑥) 
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≤ 𝑀𝑓 𝐿(𝜌, 𝑥) 

 

elde edilir. Dolayısıyla K ≔ 𝑀.𝑀𝑓  olmak üzere 𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ K 𝜌(𝑥) olup bu ifade         

𝐿(𝑓) ∈ 𝐵𝑝[0,∞) olduğu gösterilir. 

2.5.4. Önerme  

𝐿: 𝐶𝑝[0,∞) → 𝐵𝑝[0,∞) lineer pozitif bir operatör olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitlik  

 

‖𝐿‖𝐶𝑝→𝐵𝑝 = ‖𝐿(𝜌)‖𝜌 

 

gerçeklenir [6,7,11]. 

 

İspat 

 

Operatör normu tanımından ve lineer pozitif operatörlerin monotonluk özelliğinden  

 

‖𝐿‖𝐶𝑝→𝐵𝑝 = 𝑠𝑢𝑝
‖𝑓‖𝜌=1 

‖𝐿(𝑓; 𝑥)‖𝜌 

= sup
‖𝑓‖𝜌=1 

{ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[0,∞)

|𝐿(𝑓; 𝑥)|

𝜌(𝑥)
} 

≤ sup
‖𝑓‖𝜌=1 

{ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[0,∞)

𝐿(|𝑓|; 𝑥)

𝜌(𝑥)
} 

≤ sup
‖𝑓‖𝜌=1 

{ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[0,∞)

𝐿(
|𝑓|
𝜌 𝜌; 𝑥)

𝜌(𝑥)
} 

≤ sup
‖𝑓‖𝜌=1 

{
 

 
𝑠𝑢𝑝

𝑥∈[0,∞)

𝐿(𝜌(𝑡) sup
𝑥∈[0,∞)

|𝑓(𝑡)|
𝜌(𝑡)

; 𝑥)

𝜌(𝑥)

}
 

 
 

= sup
‖𝑓‖𝜌=1 

{‖𝑓‖𝜌 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[0,∞)

𝐿(𝜌(𝑡); 𝑥)

𝜌(𝑥)
} 

= ‖𝐿(𝜌)‖𝜌 

‖𝐿‖𝐶𝑝→𝐵𝑝 ≤ ‖𝐿(𝜌)‖𝜌                                                                      (2.7) 
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eşitsizliği elde edilir. Diğer taraftan ‖𝜌‖𝜌 = 1 olduğundan  

 

‖𝐿(𝜌)‖𝜌 ≤ sup
||𝑓||

𝜌
=1 

‖𝐿(𝑓)‖𝜌 = ‖𝐿‖𝐶𝑝→𝐵𝑝                                                             (2.8) 

 

eşitsizliği bulunur. Eş. 2.7 ve Eş. 2.8 den ispat tamamlanır. 

2.5.5. Teorem 

Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐿: 𝐶𝑝[0,∞) → 𝐵𝑝[0,∞) lineer pozitif bir operatör olmak üzere 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝜑
𝜈) − 𝜑𝜈‖𝜌 = 0;  𝜈 = 0, 1, 2 

koşullarını sağlamasına rağmen  

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑓
∗) − 𝑓∗‖𝜌 ≥ 1 

olacak şekilde bir 𝑓∗ ∈ 𝐶𝑝[0,∞) bulunabilir [6,7,11]. 

2.5.6. Teorem 

(𝐿𝑛) lineer pozitif bir operatör dizisi 

 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝜑
𝜈) − 𝜑𝜈‖ = 0;  𝜈 = 0, 1, 2 

 

şeklinde üç şartı sağlıyorsa her 𝑓∗ ∈ 𝐶𝑝[0,∞) için 𝑛 → ∞ iken  

 

‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖ → 0 

 

dır. 

 

Buradan da şu açıktır ki yakınsama 𝜌 − normundadır [6,7,11]. 
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2.6. Fonksiyon Dizileri ve Düzgün Yakınsaklık 

2.6.1. Tanım  

𝐴 ⊂ ℝ  ve  𝐹(𝐴), 𝐴 üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyonların kümesi olsun. 

 

𝑠 ∶ ℕ → 𝐹(𝐴) 

 

şeklinde tanımlanan 𝑠 fonksiyonuna fonksiyon dizisi adı verilir [13]. 

2.6.2. Tanım  

(𝑓𝑛) 𝐴 ⊂ ℝ üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun.(𝑓𝑛) dizisinin 𝑓 fonksiyonuna 

𝐴 üzerinde noktasal yakınsak olması için gerek ve yeter koşul her 휀 > 0 ve her bir 𝑛 >  𝑛0 

için |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 휀 olacak biçimde en az bir  𝑛0  sayısının var olmasıdır [13]. 

2.6.3. Tanım  

(𝑓𝑛) bir 𝐴 üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. Her 휀 > 0 için, her 𝑚, 𝑛 ≥  𝑛0 

olduğunda 𝑥 ∈ 𝐴 için |𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| < 휀 olacak şekilde bir  𝑛0 ∈ ℕ sayısı mevcut ise bu 

durumda (𝑓𝑛) bir “Düzgün Cauchy dizisidir” denir [13]. 

2.7. Steklov Fonksiyonu 

[a, b] kapalı ve sınırlı aralığındaki 𝑓 inteğrallenebilir fonksiyonu için  

 

𝑓ℎ(𝑡) =
1

ℎ
∫ 𝑓 (𝑢)𝑑𝑢 =

1

ℎ
∫𝑓 (𝑡 + 𝑢)𝑑𝑢

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑡+
ℎ
2

𝑡−
ℎ
2

 

 

bu biçimdeki 𝑓ℎ fonksiyonuna Steklov fonksiyonu denir [14]. 

Steklov fonksiyonu 

 

𝑓′ℎ(𝑡) =
1

ℎ
{𝑓 (𝑡 +

ℎ

2
) − 𝑓 (𝑡 −

ℎ

2
)} 
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hemen her noktada bu türeve sahiptir. 

 

Eğer 𝑓 türevi reel eksende düzgün sürekli ise  

 

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈(−∞,∞)

|𝑓 (𝑡) − 𝑓ℎ(𝑡)| ≤𝜔 (
ℎ

2
, 𝑓) 

ve 

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈(−∞,∞)

|𝑓′ℎ(𝑡)| ≤
1

ℎ
𝜔(ℎ, 𝑓) 

dir. 
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3. SZÁSZ OPERATÖRLERİNİN BRENKE TİP GENELLEŞTİRMESİ 

Szász operatörleri 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞] olmak üzere 𝑥 ≥ 0 için 

 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) ≔ 𝑒−𝑛𝑥∑
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)                (3.1) 

 

biçiminde tanımlanan lineer pozitif operatörlerdir [3]. Daha sonra Jakimovski ve Leviatan 

tarafından Appell polinomları kullanılarak Szász operatörlerinin bir genelleştirmesi 

verilmiştir [9]. 

 

Appell Polinomları; |z|˂R  (R˃1) bölgesinde 

 

𝑔(𝑧) = ∑𝑎𝑘𝑧
𝑘(𝑎 ≠ 0)

∞

𝑘=0

 

 

analitik bir fonksiyon ve  𝑔(1) ≠ 0 olsun. 

 

𝑔(𝑢)𝑒𝑢𝑥 =∑𝑝𝑘(𝑥)𝑢
𝑘

∞

𝑘=0

                                          (3.2) 

 

doğurucu fonksiyona sahip 𝑝𝑘(𝑥) polinomlarıdır. 

 

Jakimovski ve Leviatan,  Appell polinomları yardımıyla 

 

𝑃𝑛(𝑓; 𝑥):=
𝑒−𝑛𝑥

𝑔(1)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)                               (3.3) 

 

şeklindeki 𝑃𝑛(𝑓, 𝑥) lineer pozitif operatörleri tanımlamış ve yaklaşım özelliklerini 

incelemiştir [9]. 

 

Bu operatörler 𝑔(𝑧) = 1 için Eş. 3.2 ifadesi kullanılarak 𝑃𝑘(𝑥) =
(𝑥)𝑘

𝑘!
 eşitliği elde edilir. 

Eş. 3.3 ifadesinden Eş. 3.1 ifadesinde verilen Szász operatörlerine indirgenir. 
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Daha sonra Ismail [10] tarafından Sheffer polinomları yardımıyla Eş. 3.3 ifadesindeki  

𝑃𝑛(𝑓, 𝑥) operatörlerine indirgenen genelleştirilmiş bir operatör tanımlanmıştır. Dolayısıyla 

Eş. 3.1 ifadesindeki Szász operatörlerinin diğer bir genelleştirmesini vermiştir. 

Sheffer polinomları; 𝑎𝑘 ve ℎ𝑘 reel olmak üzere |z|˂R (R˃1) bölgesinde 

 

𝐴(𝑧) = ∑  

∞

𝑘=0

𝑎𝑘(𝑧)
𝑘(𝑎0 ≠ 0)     

ve 

𝐻(𝑧) =  ∑ℎ𝑘𝑧
𝑘(ℎ1 ≠ 0)

∞

𝑘=0

 

 

analitik fonksiyonlar olsun.  

 

𝐴(𝑡)𝑒𝑥𝐻(𝑡) =∑𝑝𝑘(𝑥)𝑡
𝑘, |𝑡|˂𝑅                

∞

𝑘=0

 (3.4) 

 

biçiminde doğurucu fonksiyona sahip 𝑝𝑘(𝑥) polinomlarıdır. 

 

i) 𝑥 ∈  [0,∞] için, 𝑝𝑘(𝑥) ≥ 0  

ve 

ii) 𝐴(1) ≠ 0 ve H´(1) = 1                                                                        (3.5) 

 

koşulları yardımıyla, Ismail tarafından 

 

𝑇𝑛(𝑓; 𝑥) ≔
𝑒−𝑛𝑥𝐻(1)

𝐴(1)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)   için 𝑛 ∈ ℕ              (3.6) 

 

biçiminde verilen lineer pozitif operatörlerinin yaklaşım özellikleri incelenmiştir. 

 

Bu operatörlerde 𝐻(𝑡) = 𝑡 için yazılırsa Eş. 3.4 ifadesindeki doğurucu fonksiyonlar Eş. 3.2 

ifadesindekilere dönüşür ve bundan dolayı Eş. 3.6 ifadesindeki operatörler Eş. 3.3 

ifadesindeki operatörlere indirgenir. 

 



25 

 

Ayrıca 𝐻(𝑡) = 𝑡 ve 𝐴(𝑡) = 1 için Eş. 3.6 ifadesindeki operatörler Eş. 1.1 de verilen Szász 

operatörlerine idirgenir. 

 

Bu tezde, [8] de çalışılan Brenke tip polinomlar yardımıyla tanımlanan Szász 

operatörlerinin bir genelleştirmesi incelenecektir.  

Brenke tip polinomlar; 

 

𝐴(𝑡) =∑𝑎𝑟𝑡
𝑟 ,  ∶ 𝑎0 ≠ 0                                          

∞

𝑟=0

 (3.7) 

ve 

𝐵(𝑡) =∑𝑏𝑟𝑡
𝑟 , ∶ 𝑏𝑟 ≠ 0       (𝑟 ≥ 0)        

∞

𝑟=0

 (3.8) 

 

analitik fonksiyonlar olmak üzere 

 

   𝐴(𝑡)𝐵(𝑥𝑡) = ∑𝑝𝑘(𝑥)𝑡
𝑘, |𝑡|˂𝑅                              

∞

𝑘=0

 

 

(3.9) 

 

şeklinde doğurucu fonksiyona sahip 

 

𝑝𝑘(𝑥) =∑𝑎𝑘−𝑟𝑏𝑟𝑥
𝑟 , k =  0, 1, 2, …

𝑘

𝑟=0

 (3.10) 

 

polinomlarıdır [15].  

 

Şimdi de, aşağıdaki üç koşulu sağlayan Brenke tip polinomlar ile bir lineer pozitif 

operatörler dizisi verilecektir. 

 

i)  k = 0, 1, 2, … için 

 

𝐴(1) ≠ 0,   
𝑎𝑘−𝑟𝑏𝑟
𝐴(1)

≥ 0,    0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘,                   

 

ii) 𝐵: [0,∞) →  (0,∞) 
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ve 

 

iii)  Eş. 3.7, Eş. 3.8 ve Eş. 3.9 ifadelerindeki üstel seriler |𝑡|˂𝑅  (R˃1) yakınsaklık 

bölgesinde tanımlı olsun.   

Brenke tip polinomları içeren Lineer pozitif operatörler; 

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥): =
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)                             (3.11) 

 

biçiminde tanımlanmıştır [8].  

 

Bu operatörler 𝐴 ve 𝐵 analitik fonksiyonların özel seçimiyle de Eş. 3.1 ve Eş. 3.3 de 

verilen operatörlere indirgenir. 

Durum 1: 𝐵(𝑡) = 𝑒𝑡 olsun. Bu durumda: Eş. 3.11 operatörü Eş. 3.3 de verilen operatöre 

indirgenir. Bu durumda da Eş. 3.9 daki doğurucu fonksiyon Eş. 3.2 dekine indirgenir. 

 

Durum 2: 𝐵(𝑡) = 𝑒𝑡 ve 𝐴(𝑡) = 1 olsun. Bu durumda Eş. 3.11 operatörleri Eş. 3.1 deki 

Szász operatörlerine indirgenir.  

 

3.1. 𝑳𝒏 Operatörlerinin Yaklaşım Özellikleri 

Eş. 3.9 da verilen Brenke tip polinomların doğurucu fonksiyonu aşağıda verilen lemmadaki 

eşitlikleri sağlar.  

3.1.1. Lemma 

i) 

∑𝑝𝑘(𝑛𝑥) =   𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)                                                                               

∞

𝑘=0

 

 

ii) 

∑𝑘𝑝𝑘(𝑛𝑥) =  𝐴´(1)𝐵(𝑛𝑥) + 𝑛𝑥𝐴(1)𝐵´(𝑛𝑥)                                                     

∞

𝑘=0
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iii) 

∑𝑘2𝑝𝑘(𝑛𝑥) = 

∞

𝑘=0

𝐴´´(1)𝐵(𝑛𝑥) + 2𝑛𝑥𝐴´(1)𝐵´(𝑛𝑥) + (𝑛𝑥)²𝐴(1)𝐵´´(𝑛𝑥) + 𝐴´(1)𝐵(𝑛𝑥)

+ 𝑛𝑥𝐴(1)𝐵´(𝑛𝑥) 

 

İspat 

 

i) Eş. 3.9 de verilen Brenke tip polinomların 

 

𝐴(𝑡)𝐵(𝑥𝑡) = ∑𝑝𝑘(𝑥)𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

 

 

doğurucu fonksiyonunda 𝑡 = 1 ve 𝑥 yerine 𝑛𝑥 yazılırsa  

 

∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

= 𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥) 

 

elde edilir. 

 

ii) 

𝐴(𝑡)𝐵(𝑥𝑡) = ∑𝑝𝑘(𝑥)𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

 

 

eşitliğinin her iki tarafının 𝑡 ye göre türevi alınırsa, 

𝐴´(𝑡)𝐵(𝑥𝑡) + 𝑥𝐴(𝑡)𝐵´(𝑥𝑡) = ∑𝑘𝑝𝑘(𝑥)𝑡
𝑘−1

∞

𝑘=0

 

 

(3.12) 

 

olur. 

 

Buradaki eşitlikte 𝑡 = 1 ve 𝑥 yerine 𝑛𝑥 yazılırsa  
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∑𝑘𝑝𝑘(𝑛𝑥) =  𝐴´(1)𝐵(𝑛𝑥) + 𝑛𝑥𝐴(1)𝐵´(𝑛𝑥)                                                     

∞

𝑘=0

 

 

eşitliği elde edilir. 

 

iii) 

Eş. 3.12 nin her iki tarafının 𝑡 ye göre türevi alınırsa, 

 

𝐴´´(𝑡)𝐵(𝑥𝑡) + 𝑥𝐴´(𝑡)𝐵´(𝑥𝑡) + 𝑥𝐴´(𝑡)𝐵´(𝑥𝑡) + 𝑥²𝐴(𝑡)𝐵´´(𝑥𝑡) 

 

=∑𝑘(𝑘 − 1)𝑝𝑘(𝑥)𝑡
𝑘−1

∞

𝑘=0

 

 

olur. Bu eşitlik ve Eş. 3.12 eşitliği ile birlikte düşünülerek 

 

∑𝑘2𝑝𝑘(𝑥𝑡) = 

∞

𝑘=0

𝐴´´(𝑡)𝐵(𝑥𝑡) + 2𝑥𝐴´(𝑡)𝐵´(𝑥𝑡) + 𝑥²𝐴(𝑡)𝐵´´(𝑥𝑡) + 𝑥𝐴´(𝑡)𝐵(𝑥𝑡)

+ 𝑥𝐴(𝑡)𝐵´(𝑥𝑡) 

 

eşitliği yazılır. 

 

Bu eşitlikte 𝑡 = 1 ve 𝑥 yerine 𝑛𝑥 yazılırsa, 

 

∑𝑘2𝑝𝑘(𝑛𝑥) =

∞

𝑘=0

[𝐴´´(1)𝐵(𝑛𝑥) + 2𝑛𝑥𝐴´(1)𝐵´(𝑛𝑥) + (𝑛𝑥)²𝐴(1)𝐵´´(𝑛𝑥) + 𝐴´(1)𝐵(𝑛𝑥)

+ 𝑛𝑥𝐴(1)𝐵´(𝑛𝑥)] 

 

elde edilir. 

 

Şimdi de Eş. 3.11 de verilen 𝐿𝑛 operatörlerinin test fonksiyonlarını verelim 
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3.1.2. Lemma 

Her bir  𝑥 ∈  [0,∞) için aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 

 

i) 

 𝐿𝑛(1; 𝑥) = 1                                                     (3.13) 

 

ii) 

𝐿𝑛(𝑠; 𝑥) =   
𝐵´(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 + 

𝐴´(1)

𝑛𝐴(1)
                    (3.14) 

 

iii) 

Ln(s²; 𝑥) =  
𝐵´´(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥² +

[𝐴(1) + 2𝐴´(1)]𝐵´(𝑛𝑥)

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 + 

𝐴´´(𝑛𝑥) + 𝐴´(1)

𝑛²𝐴(1)
           (3.15) 

 

 

İspat 

 

i) 

𝐿𝑛(1; 𝑥) =
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑ 𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

 

 

eşitliğinde, 

 

∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

 

 

yerine 3.1.1. Lemma (i) de aldığı değer yazılırsa, 

 

𝐿𝑛(1; 𝑥) =
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥) 

 

𝐿𝑛(1; 𝑥) = 1 elde edilir. 

 

ii) 
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𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) =
1

𝐴(𝑡)𝐵(𝑛𝑥)
∑  

∞

𝑘=0

𝑘

𝑛
𝑝𝑘(𝑛𝑥) 

                 =
1

𝐴(𝑡)𝐵(𝑡𝑥)

1

𝑛
∑𝑘𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

 

olup, 

 

∑𝑘𝑝𝑘(𝑥)

∞

𝑘=0

 

 

yerine 3.1.1. Lemma (ii) de aldığı değer yazılırsa, 

 

𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) =
1

𝐴(𝑠)𝐵(𝑛𝑥)

1

𝑛
[𝐴´(𝑠)𝐵(𝑛𝑥) + 𝑛𝑥𝐴(𝑠)𝐵´(𝑛𝑥)] 

               =   
𝐵´(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 + 

𝐴´(1)

𝑛𝐴(1)
 

 

elde edilir. 

 

iii) 

𝐿𝑛(t
2; 𝑥) =

1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑ 

∞

𝑘=0

𝑘2

𝑛2
𝑝𝑘(𝑛𝑥) 

   

                 =
1

𝐴(𝑡)𝐵(𝑡𝑥)

1

𝑛2
∑𝑘2𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

 

 

olup, 

∑𝑘2𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

 

 

yerine 3.1.1. Lemma (iii) de aldığı değer yazılırsa, 
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𝐿𝑛(t²; 𝑥) =
1

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
[𝐴´´(1)𝐵(𝑛𝑥) + 2𝑛𝑥𝐴´(1)𝐵´(𝑛𝑥) + (𝑛𝑥)²𝐴(1)𝐵´´(𝑛𝑥)

+ 𝐴´(1)𝐵(𝑛𝑥) + 𝑛𝑥𝐴(1)𝐵´(𝑛𝑥)] 

 

= 
𝐵´´(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥² +

[𝐴(1) + 2𝐴´(1)]𝐵´(𝑛𝑥)

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 + 

𝐴´´(𝑛𝑥) + 𝐴´(1)

𝑛²𝐴(1)
 

 

elde edilir. 

3.1.3. Teorem  

𝐵 analitik fonksiyonu 

lim
𝑦→∞

𝐵´(𝑦)

𝐵(𝑦)
= 1  ve 𝑙𝑖𝑚

𝑦→∞

𝐵´´(𝑦)

𝐵(𝑦)
= 1                                   (3.16) 

 

şartlarını sağlasın. Bu takdirde 𝐸 ≔{𝑓 ∶ ∀ ∈  [0,∞), |𝑓(𝑥)|  ≤  𝑐𝑒𝑏𝑥, 𝑏 ∈ ℝ 𝑣𝑒 𝑐 ∈ ℝ+} 

olmak üzere,  eğer 𝑓 ∈  𝐶[0,∞) ∩ 𝐸 ise 

 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

olur ve 𝐿𝑛 operatörü 

 

için [0,∞) un her kompakt alt kümesinde düzgün olarak yakınsar. 

 

İspat 

 

Eş. 3.13 – Eş. 3.15 e göre Eş. 3.16 de düşünüldüğünde 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) = 1, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

{
𝐵´(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 + 

𝐴´(1)

𝑛𝐴(1)
} 

                        = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

{1. 𝑥 +
1

𝑛
} 

                         = 𝑥 
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ve 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐿𝑛(t²; 𝑥) 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

{
𝐵´´(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥² +

[𝐴(1) + 2𝐴´(1)]𝐵´(𝑛𝑥)

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 + 

𝐴´´(𝑛𝑥) + 𝐴´(1)

𝑛²𝐴(1)
} 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

{
𝐵´´(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
} 𝑥² + 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
{
[𝐴(1) + 2𝐴´(1)]𝐵´(𝑛𝑥)

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
} 𝑥 + 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
{
𝐴´´(𝑛𝑥) + 𝐴´(1)

𝑛²𝐴(1)
} 

= 1. 𝑥² + 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
{
[𝐴(1) + 2𝐴´(1)]𝐵´(𝑛𝑥)

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
} 𝑥 + 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝑛²
{
𝐴´´(𝑛𝑥) + 𝐴´(1)

𝐴(1)
} 

=𝑥²    

limitleri gerçeklenir. 

Korovkin teoreminin uygulamasıyla, teorem kanıtlanmış olur. Yukarıdaki yakınsaklık 

[0,∞) un her kompakt alt kümesinde düzgünlüğü garantiler.  

3.2. 𝑳𝒏 Operatörlerinin Yaklaşım Hızı 

Bu bölümde kullanılacak aşağıdaki tanımları ve lemmaları verelim. 

3.2.1. Tanım  

𝑓 ∈ 𝐶𝐵  [0,∞) un ikinci süreklilik modülü  

 

𝜔2(𝑓, 𝛿) ∶=  𝑠𝑢𝑝
0<𝑡≤𝛿

ǁ𝑓(. +2𝑡) − 2𝑓(. +𝑡) + 𝑓(. )ǁ𝐶8 

 

olarak tanımlanır. 

Burada 𝐶𝐵  [0,∞), [0,∞) da sınırlı ve düzgün sürekli olan reel değerli fonksiyonların 

sınıfıdır. 

 

Buradaki norm 

 

ǁ𝑓ǁ𝐶𝐵 = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈ [0,∞)

|𝑓(𝑥)| dir. 
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3.2.2. Tanım  

𝐶𝐵
2[0,∞) ∶=  {𝑔 ∈ 𝐶𝐵  [0,∞): 𝑔´ 𝑔´´ ∈ 𝐶𝐵  [0,∞)} uzayında bir 𝑔 fonksiyonunun normu 

ǁ𝑔ǁ𝐶𝐵2 = ǁ𝑔ǁ𝐶8 + ǁ𝑔´ǁ𝐶8 + ǁ𝑔´´ǁ𝐶8 ile verilsin.  𝑓 ∈ 𝐶𝐵  [0,∞) fonksiyonunun Peetre's K- 

fonksiyonel 

 

𝐾(𝑓, 𝛿) ∶= 𝑖𝑛𝑓
𝑔∈𝐶𝐵

2([0,∞))

{ ǁ𝑓 − 𝑔ǁ𝐶8 + 𝛿ǁ𝑔ǁ𝐶𝐵2 } 

 

biçiminde tanımlanır (Ditzian ve Totik [16]).  

Bu fonksiyon, 𝑀 sabiti 𝑓 ve 𝛿 dan bağımsız olmak üzere  her 𝛿 > 0 için 

 

𝐾(𝑓, 𝛿) ≤ 𝑀{𝜔2(𝑓, √𝛿) +min(1, 𝛿)ǁ𝑓ǁ𝐶8}  

 

eşitsizliğini sağlar. 

3.2.3. Lemma 

𝑔 ∈ 𝐶2 [0, ∞) bir fonksiyon ve (𝑝𝑛) lineer pozitif operatörler dizisi her 𝑛 doğal sayısı için 

𝑝𝑛(1; 𝑥) = 1  koşulunu sağlasın. 

O zaman 

|𝑝𝑛(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| ≤ ‖𝑔
′‖√𝑝𝑛((𝑠 − 𝑥)2; 𝑥)  +

1

2
‖𝑔′′‖𝑝𝑛((𝑠 − 𝑥)

2; 𝑥)          (3.17) 

 

eşitsizliği sağlanır (Gavrea and Rasa [18]). 

3.2.4. Lemma 

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏) ve ℎ ∈ (0,
𝑏−𝑎

2
) olsun. 𝑓ℎ,, 𝑓 fonksiyonunun ikinci mertebeden Steklov 

fonksiyonu olsun. O zaman aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır (Zhuk [19]). 

 

(𝑖)  ‖𝑓ℎ−𝑓‖ ≤
3

4
𝜔2(𝑓; ℎ) 

ve 
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(𝑖𝑖)  ‖𝑓ℎ
′′‖ ≤

3

2ℎ2
𝜔2(𝑓; ℎ).  (3.18) 

3.2.5. Lemma 

𝐿𝑛 operaörleri her 𝑥 ∈ [0,∞) için 

 

𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) =

𝐵′′(𝑛𝑥) − 2𝐵′(𝑛𝑥) + 𝐵(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥2 

+
[𝐴(1)𝐵′(𝑛𝑥) + 2𝐴′(1)]𝐵′′(𝑛𝑥) − 𝐵(𝑛𝑥)

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 +

𝐴′′(1) + 𝐴′(1)

𝑛2𝐴(1)
 

 

eşitliğini sağlar. 

 

İspat 

 

𝐿𝑛 operatörünün lineer özelliğinden, 

 

𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) =  𝐿𝑛(𝑡

2 − 2𝑡𝑥 + 𝑥2; 𝑥) 

= 𝐿𝑛(𝑡
2; 𝑥) − 2𝑥𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) + 𝑥

2𝐿𝑛(1; 𝑥) 

 

yazabiliriz.  

 

Burada 3.1.2. Lemma daki değerler yerine yazılırsa, 

 

𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) =  

𝐵′′(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥2 +

[𝐴(1) + 2𝐴′(1)]𝐵′(𝑛𝑥)

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 

=
𝐵′′(𝑛𝑥) − 2𝐵′(𝑛𝑥) + 𝐵(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥2 +

𝐴′′(1)+𝐴′(1)

𝑛2𝐴(1)
     

− 2𝑥(
𝐵′(1)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥+

𝐴′(1)

𝑛𝐴(1)
)   + 𝑥2 
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=
𝐵′′(𝑛𝑥) − 2𝐵′(𝑛𝑥) + 𝐵(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥2 +

𝐴(1)𝐵′(𝑛𝑥) + 2𝐴′(1)[𝐵′(𝑛𝑥) − 𝐵(𝑛𝑥)]

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)

+
𝐴′′(1) + 𝐴′(1)

𝑛2𝐴(1)
 

 

elde edilir. 

Aşağıdaki dört teorem kullanılarak yakınsaklık oranı hesaplanacaktır. 

3.2.6. Teorem  

𝑓 ∈  [0,∞)  ∩ 𝐸 olsun. 𝐿𝑛 operatörü 

 

𝜆: = 𝜆𝑛(𝑥) = 𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥) 

=
𝐵′′(𝑛𝑥) − 2𝐵′(𝑛𝑥) + 𝐵(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥2 +

𝐴(1)𝐵′(𝑛𝑥) + 2𝐴′(1)[𝐵′(𝑛𝑥) − 𝐵(𝑛𝑥)]

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 

+
𝐴′′(1) + 𝐴′(1)

𝑛2𝐴(1)
  (3.19) 

 

olmak üzere, 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤  2 𝜔(𝑓; √𝜆𝑛(𝑥)) 

 

eşitsizliğini sağlar. 

 

İspat 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
) −

1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

𝑓(𝑥)| 

= |
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥) (𝑓 (

𝑘

𝑛
) − 𝑓(𝑥))

∞

𝑘=0

| 

≤
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑  

∞

𝑘=0

 𝑝𝑘(𝑛𝑥) |𝑓 (
𝑘

𝑛
) − 𝑓(𝑥)| 
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olup 

 

|𝑓 (
𝑘

𝑛
) − 𝑓(𝑥)|  ≤  (1 +

|𝑡 − 𝑥|

𝛿
)𝜔(𝑓, 𝛿) 

 

eşitsizliği kullanırsa, 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑  

∞

𝑘=0

𝑝𝑘(𝑛𝑥) (1 +
|𝑡 − 𝑥|

𝛿
)𝜔(𝑓, 𝛿) 

 

= {
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑  

∞

𝑘=0

  𝑝𝑘(𝑛𝑥) +
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑𝑃𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

|
𝑘
𝑛 − 𝑥|

𝛿
}𝜔(𝑓, 𝛿) 

 

olur.  

 

1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥) = 1

∞

𝑘=0

 

 

olduğundan 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ {1 +
1

𝛿𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

|
𝑘

𝑛
− 𝑥|}𝜔(𝑓, 𝛿) 

 

(3.20) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

Şimdi  

∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

|
𝑘

𝑛
− 𝑥| 

 

eşitsizliğine  Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanarak 

 



37 

 

∑ 

∞

𝑘=0

𝑝𝑘(𝑛𝑥) |
𝑘

𝑛
− 𝑥| ≤ (

1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

)

1
2

(𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)∑𝑝𝑘(𝑛𝑥) |
𝑘

𝑛
− 𝑥|

2∞

𝑘=0

)

1
2

 

                                   ≤ √𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥) {∑ 𝑝𝑘(𝑛𝑥) |
𝑘

𝑛
− 𝑥|

2
∞
𝑘=0 }

1

2

 

 

olup, ayrıca 3.2.3. Lemma dan 

 

𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)
2; 𝑥)𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥) = ∑𝑝𝑘(𝑛𝑥) |

𝑘

𝑛
− 𝑥|

2∞

𝑘=0

 

 

eşitliği ile, 

 

∑𝑝𝑘(𝑛𝑥) |
𝑘

𝑛
− 𝑥|

∞

𝑘=0

≤  𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥) {
𝐵′′(𝑛𝑥) − 2𝐵′(𝑛𝑥) + 𝐵(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥2

+
𝐴(1)𝐵′(𝑛𝑥) + 2𝐴′(1)[𝐵′(𝑛𝑥) − 𝐵(𝑛𝑥)]

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 +

𝐴′′(1) + 𝐴′(1)

𝑛2𝐴(1)
}

1
2

 

 

eşitsizliği elde edilir.  

 

Bu eşitsizlik Eş. 3.20 de kullanırsa, 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤  (1 +
1

𝛿
√𝜆𝑛(𝑥))𝜔(𝑓, 𝛿) 

 

(3.21) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 𝜆𝑛(𝑥) Eş. 3.19 teki gibidir. Eş. 3.21 de 𝛿 = √𝜆𝑛(𝑥) seçilirse, 

teoremin sonucu elde edilir. 
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3.2.7. Teorem 

ℎ:= ℎ𝑛(𝑥) =  √𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)
4

 olmak üzere, 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝛼)  için 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤  
2

𝛿
‖𝑓‖ℎ2 + 

3

4
(𝛼 + 2 + ℎ2)𝜔2(𝑓, 𝛿) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat 

 

𝑓ℎ, 𝑓 fonksiyonunun ikinci basamaktan Steklov fonksiyonu olsun. 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| =  |𝐿𝑛(𝑓 − 𝑓ℎ + 𝑓ℎ + 𝑓ℎ(𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

 

≤ |𝐿𝑛(𝑓 − 𝑓ℎ; 𝑥)| + |𝐿𝑛(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)𝐿𝑛(1; 𝑥)|  +  |𝑓ℎ(𝑥)𝐿𝑛(1; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

 

≤ ‖𝑓ℎ − 𝑓‖𝐿𝑛(1; 𝑥) + |𝐿𝑛(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)𝐿𝑛(1; 𝑥)|  +  |𝑓ℎ(𝑥)𝐿𝑛(1; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

 

olarak yazılabilir. 

 

Eş. 3.13 den 𝐿𝑛(1; 𝑥) = 1 olduğundan dolayı 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤  2‖𝑓ℎ − 𝑓‖ + |𝐿𝑛(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)|   (3.22) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

𝑓ℎ ∈  𝐶
2[0,∞)  olduğu dikkate alınıp, 3.2.3. Lemma kullanılırsa, 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤  ‖𝑓´ℎ(𝑥)‖√𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) + 
1

2
‖𝑓´´ℎ‖𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥) 

 
(3.23) 

elde edilir. 

 

Burada Landau eşitsizliği (‖𝑓´ℎ‖  ≤  
2

𝛼
‖𝑓ℎ‖ + 

𝛼

2
‖𝑓´´ℎ‖) ve 3.2.4. Lemma dan  
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‖𝑓´ℎ‖ ≤
2

𝛼
‖𝑓‖ + 

3𝛼

4

1

ℎ2
𝜔2(𝑓, ℎ) 

 

yazabiliriz. 

Son eşitlikten Eş. 3.23 ifadesi 

 

ℎ =  √𝐿𝑛((𝑠 − 𝑥)2; 𝑥)
4

 

 

olmak üzere, 

 

|𝐿𝑛(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)|  ≤  
2

𝛼
‖𝑓‖ℎ2 +

3𝛼

4
𝜔2(𝑓, ℎ) + 

3

4
ℎ2𝜔2(𝑓, ℎ) 

 
(3.24) 

olur.  

Eş. 3.22 de Eş. 3.24 in yerine yazılmasıyla, 3.2.4. Lemma ile birlikte teoremin ispatı elde 

edilir. 

 

Uyarı: 

 

3.2.7. Teorem de ℎ ∈ (0,
𝛼

2
) için ispat verildi. 

 

𝐵(𝑡) = 𝑒𝑡 , 𝐴(𝑡) = 1 ve 𝑥 = 0 özel durumu için, 

 

ℎ:= ℎ𝑛(𝑥) =  √𝐿𝑛((𝑠 − 𝑥)2; 𝑥)
4

 

 

eşitsizliğinden ℎ = 0 a indirgenir. ℎ = 0 olduğu zaman, 3.2.7. Teorem de elde edilen 

eşitsizlik hala geçerlidir. 

3.2.8. Teorem  

𝑓 ∈  𝐶𝐵
2[0,∞) olsun. Bu durumda 
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𝛾:= 𝛾𝑛 = {
𝐵′′(𝑛𝑥) − 2𝐵′(𝑛𝑥) + 𝐵(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥2

+
(𝐵′(𝑛𝑥) − 𝐵(𝑛𝑥))(𝑛𝐴(1) + 2𝐴′(1)) + 𝐴(1)𝐵′(𝑛𝑥)

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥

+
𝐴′′(1) + (𝑛 + 1)𝐴′(1)

𝑛2𝐴(1)
} 

 

olmak üzere, 

|𝐿𝑛(𝑓ℎ; 𝑥) − 𝑓ℎ(𝑥)|  ≤  𝛾‖𝑓‖𝐶𝐵2 

dir. 

 

İspat 

 

𝑓 fonksiyonunun Taylor açılımı, 𝐿𝑛 operatörünün lineerliği ve Eş. 3.13 den 𝜂 ∈ (𝑥, 𝑡) 

olmak üzere 

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) =  𝐿𝑛 (𝑓(𝑥) + 𝑓´(𝑥)
(𝑡 − 𝑥)

1!
+ 𝑓´´(𝜂)

(𝑡 − 𝑥)2

2!
; 𝑥) − 𝑓(𝑥) 

= 𝐿𝑛(𝑓(𝑥); 𝑥) + 𝑓´(𝑥)𝐿𝑛(𝑡 − 𝑥; 𝑥) +
1

2
𝑓´´(𝜂)𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥) − 𝑓(𝑥) 

 

yazılabilir. 

 

𝐿𝑛(𝑓(𝑥); 𝑥) = 𝑓(𝑥)𝐿𝑛(1; 𝑥) = 𝑓(𝑥) olduğundan, 

 

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) = 𝑓´(𝑥)𝐿𝑛(𝑡 − 𝑥; 𝑥) +
1

2
𝑓´´(𝜂)𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)

2; 𝑥) (3.25) 

 

olur. 

 

𝑥 ≤ 𝑡 için 
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𝐿𝑛(𝑡 − 𝑥; 𝑥) =
𝐵′(𝑛𝑥) + 𝐵(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 + 

𝐴′(1)

𝑛𝐴(1)
 ≥  0 

 

dir.  

3.1.2. Lemma ve 3.2.5. Lemma ve Eş. 3.25 kullanılırsa, 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

≤  [
(𝐵′(𝑛𝑥) − 𝐵(𝑛𝑥))

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥 +

𝐴′(1)

𝑛𝐴(1)
] ‖𝑓´‖𝐶𝐵  

+
1

2
[
𝐵′′(𝑛𝑥) − 𝐵′(𝑛𝑥) + 𝐵(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥2

+
𝐴(1)𝐵′(𝑛𝑥) + (2𝐴′(1))(𝐵′(𝑛𝑥) − 𝐵(𝑛𝑥))

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥

+
𝐴′′(1) + (𝑛 + 1)𝐴′(1)

𝑛2𝐴(1)
] ‖𝑔‖ 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

≤ [
𝐵′′(𝑛𝑥) − 𝐵′(𝑛𝑥) + 𝐵(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥2

+
𝐴(1)𝐵′(𝑛𝑥) + (𝑛𝐴(1) + 2𝐴′(1))(𝐵′(𝑛𝑥) − 𝐵(𝑛𝑥))

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥

+
𝐴′′(1) + (𝑛 + 1)𝐴′(1)

𝑛2𝐴(1)
] ‖𝑓´‖𝐶𝐵2  

 

olup, ispat tamamlanmış olur. 

3.2.9. Teorem  

𝑓 ∈  𝐶𝐵[0,∞) olsun. O zaman 3.2.8. Teorem de verilen 𝜆𝑛(𝑥)  ifadesi ile 𝛿 = 𝛿𝑛(𝑥) =

1

2
𝜆𝑛(𝑥) olmak üzere 
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 |𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|  ≤ 2𝑀{𝜔2(𝑓, √𝛿 ) + min(1 + 𝛿)‖𝑓‖𝐶𝐵}  

dir. 

 

İspat  

 

𝑔 ∈  𝐶𝐵
2[0,∞) olsun. 3.2.8. Teorem den dolayı| 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| =  |𝐿𝑛(𝑓 − 𝑔(𝑡) + 𝑔(𝑡) + 𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥); 𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

≤ |𝐿𝑛(𝑓 − 𝑔; 𝑥)| + |𝐿𝑛(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)| + |𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

≤ ǁ𝑓 − 𝑔ǁ𝐶8 + [
𝐵′′(𝑛𝑥) − 𝐵′(𝑛𝑥) + 𝐵(𝑛𝑥)

𝐵(𝑛𝑥)
𝑥2

+
𝐴(1)𝐵′(𝑛𝑥) + (𝑛𝐴(1) + 2𝐴′(1))(𝐵′(𝑛𝑥) − 𝐵(𝑛𝑥))

𝑛𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
𝑥

+
𝐴′′(1) + (𝑛 + 1)𝐴′(1)

𝑛2𝐴(1)
] ‖𝑔‖𝐶𝐵2  

= 2 [ǁ𝑓 − 𝑔ǁ𝐶8 + 𝛿‖𝑔‖𝐶𝐵2] 

 

olup, 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2 [ǁ𝑓 − 𝑔ǁ𝐶8 + 𝛿‖𝑔‖𝐶𝐵2]            
(3.26) 

 

olur. 

 

Eş. 3.26 nın sol tarafı 𝑔 ∈  𝐶𝐵
2[0,∞) fonksiyonuna bağlı değildir. Bu yüzden 

 

|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝐾(𝑓, 𝛿)               (3.27) 

 

elde edilir.  

 

Peetre's K- fonksiyoneli ile ikinci süreklilik modülü arasındaki eşitsizlik kullanılırsa,      

Eş. 3.2.7 ifadesindeki eşitsizlikten 
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|𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀{𝜔2(𝑓, √𝛿 ) + min(1 + 𝛿)‖𝑓‖𝐶𝐵} 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

Uyarı:  

 

3.2.6. Teorem ile 3.2.9. Teorem arasındaki teoremlerde 𝑛 → ∞  iken Eş. 3.16 koşulu 

altında 𝜆, ℎ, 𝛾 ve 𝛿 sıfıra gider. 

 

Örnek 

 

Gould-Hopper polinomları [19] 

 

𝑒ℎ𝑡
𝑑+1

exp(𝑥𝑡) = ∑𝑔𝑘
𝑑+1(𝑥, ℎ)

𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

 

(3.28) 

formunda doğurucu fonksiyonlara sahiptir ve  

 

𝑔𝑘
𝑑+1(𝑥, ℎ) =  ∑

𝑘!

𝑠! (𝑘 − (𝑑 + 1)𝑠)!

[
𝑘
𝑑+1

]

𝑠=0

ℎ𝑠𝑥𝑘−(𝑑+1)𝑠        (3.29) 

 

açık gösterimine sahiptir. 

 

Gould-Hopper polinomları 𝑔𝑘
𝑑+1(𝑥, ℎ), [20] deki Hermite tip  𝑑-ortagonal polinomlar 

kümesidir.  𝑑-ortagonallik notasyonu Van Iseghem [21] ve Maroni [22] tarafından 

gösterilmiştir. 

 

Eş. 3.28 ifadesindeki Gould-Hopper polinomları A(t)  =  𝑒ℎ𝑡
𝑑+1

 ve B(t)  =  𝑒𝑡 ile Brenke 

tip polinomlardır. 

 

ℎ ≥ 0 kabulü altında Eş. 3.11 de verilen 𝐿𝑛 operatörleri için Eş. 3.10 polinomlarına 

konulan kısıtlamalar ve Eş. 3.16 koşulu sağlanır. 𝐿𝑛 operatörünün Gould-Hopper 

polinomlarını içeren açık formu  
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𝐿(𝑓;  𝑥) = 𝑒−𝑛𝑥−ℎ  ∑
𝑔𝑘
𝑑+1(𝑛𝑥, ℎ)

(𝑘)!

∞

𝑘=0

 𝑓 (
𝑘

𝑛
) 

 

(3.30) 

 

dir.  

ℎ = 0 için 𝑔𝑘
𝑑+1(𝑛𝑥, 0) = (𝑛𝑥)𝑘 elde edilir ki, Eş. 3.30 ifadesindeki operatörler çok iyi 

bilinen Szász operatörlerine indirgenir.  
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

𝐴(𝑡) =∑𝑎𝑟𝑡
𝑟 ,  ∶ 𝑎0 ≠ 0                                          

∞

𝑟=0

  

ve 

𝐵(𝑡) =∑𝑏𝑟𝑡
𝑟 , ∶ 𝑏𝑟 ≠ 0       (𝑟 ≥ 0)        

∞

𝑟=0

  

 

analitik fonksiyonlar olmak üzere 

   𝐴(𝑡)𝐵(𝑥𝑡) = ∑𝑝𝑘(𝑥)𝑡
𝑘, |𝑡|˂𝑅 (R˃1)                           

∞

𝑘=0

 

 

 

 

şeklinde doğurucu fonksiyona sahip 

𝑝𝑘(𝑥) =∑𝑎𝑘−𝑟𝑏𝑟𝑥
𝑟 , k =  0, 1, 2, …

𝑘

𝑟=0

  

 

Brenke tip polinomlar ile 

 

i)  k = 0, 1, 2,… için 

 

𝐴(1) ≠ 0,   
𝑎𝑘−𝑟𝑏𝑟
𝐴(1)

≥ 0,    0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘,                   

 

ii) 𝐵: [0,∞) →  (0,∞) 

 

ve 

 

iii)  Seriler |𝑡|˂𝑅  (R˃1) yakınsaklık bölgesinde tanımlı olsun, 

 

koşulları altında 

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥): =
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥)
∑𝑃𝑘(𝑛𝑥)

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)                              
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biçiminde tanımlanan lineer pozitif operaörlerin yaklaşım özellileri incelenmiştir. 

 

Bu operatörlerin parametrik genelleştirmeleri çalışılabilir. 
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