
Bölüm 7
Hipotez Testi: İki Örnekli Testler



Öğrenme hedefleri

Bu bölümde aşağıdaki konular öğrenilecektir:

• Hipotez testinin,
○ İki bağımsız popülasyonun ortalamaları
○ İki ilişkili popülasyonun ortalamaları
○ İki bağımsız popülasyonun oranları
○ İki bağımsız popülasyonun varyansları

arasında kıyaslama yapılması için nasıl kullanılacağı



Giriş



İki örnekli testler

İki Örnekli Testler

Popülasyon 
Ortalamaları,

Bağımsız 
Örnekler

Popülasyon 
Ortalamaları,

Eşlenik 
Örnekler

Popülasyon 
Varyansları

Grup 1 ile   
Grup 2

Aynı grubun 
iyileştirmeden 
önceki ile sonraki 
durumu

Varyans 1 ile
Varyans 2

Örnekler:

Popülasyon 
Oranları

Oran 1 ile Oran 2 



Varyanslar bilindiğinde ortalamalar farkı için hipotez testleri

Varsayımlara yukarıdaki sonuçları dikkate alarak aşağıdakini elde edebiliriz. 

𝑍𝑍 =
𝑋𝑋1 − 𝑋𝑋2 − (𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)
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rassal değişkeni ortalaması 0 ve varyansı 1 olan standart normal değişkendir. 


Varsayımlara yukarıdaki sonuçları dikkate alarak aşağıdakini elde edebiliriz.



rassal değişkeni ortalaması 0 ve varyansı 1 olan standart normal değişkendir.



Varyanslar bilindiğinde ortalamalar farkı için hipotez testleri

Sıfır hipotezi:  𝐻𝐻0: 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 = Δ0 

Test istatistiği:  𝑍𝑍0 = 𝑋𝑋1−𝑋𝑋2−(Δ0)
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Alternatif Hipotez     Sabit-Seviye Testin Ret Kriteri 

𝐻𝐻1: 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 ≠ Δ0     𝑧𝑧0 > 𝑧𝑧𝛼𝛼 2⁄  veya 𝑧𝑧0 < −𝑧𝑧𝛼𝛼 2⁄  

     

       

𝐻𝐻1: 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 > Δ0      𝑧𝑧0 > 𝑧𝑧𝛼𝛼  

     

𝐻𝐻1: 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 < Δ0        𝑧𝑧0 < −𝑧𝑧𝛼𝛼  

     


Sıfır hipotezi:		

Test istatistiği:		

Alternatif Hipotez					Sabit-Seviye Testin Ret Kriteri

					 veya 

				

						

						

				

		 		 		

				



Örnek: Boyanın kuruma zamanı

k





Örnek 

• Varyansları 56 ve 65 olan iki anakütleden sırasıyla 25 ve 30 birimlik 
örnekler alınmış ve birinci örneğin ortalaması 92, ikinci örneğin 
ortalaması da 88 olarak hesaplanmıştır. 

• Anakütle ortalamalarının farklı olup olmadığını %5 hata seviyesinde 
test ediniz.



Örnek 



Varyanslar bilindiğinde ortalamalar farkı için güven aralığı

Eğer 𝑥𝑥1 ve 𝑥𝑥2 sırasıyla varyansları bilinen 𝜎𝜎1
2 ve 𝜎𝜎2

2 olan iki bağımsız normal dağılımdan alınmış 𝑛𝑛1 

ve 𝑛𝑛2 büyüklüğündeki rassal örneklemlere ait ortalamalar ise 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 için %𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏(𝟏𝟏 − 𝜶𝜶) güven 

aralığı aşağıdaki gibidir. 

𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 − 𝑧𝑧𝛼𝛼 2⁄ �
𝜎𝜎1

2

𝑛𝑛1
+
𝜎𝜎2

2

𝑛𝑛2
≤ 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 ≤ 𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧𝛼𝛼 2⁄ �

𝜎𝜎1
2

𝑛𝑛1
+
𝜎𝜎2

2

𝑛𝑛2
 

Burada 𝑧𝑧𝛼𝛼 2⁄  standart normal dağılımın sağ kuyruğunda kalan alanı 𝛼𝛼 2⁄  yapan tablo değeridir. 


Eğer  ve  sırasıyla varyansları bilinen  ve  olan iki bağımsız normal dağılımdan alınmış  ve  büyüklüğündeki rassal örneklemlere ait ortalamalar ise  için  güven aralığı aşağıdaki gibidir.



Burada  standart normal dağılımın sağ kuyruğunda kalan alanı  yapan tablo değeridir.



Örnek: Alüminyum kopma mukavemeti



Örnek

• Bir yabancı dil kursunun A sınıfında bilgisayar destekli ve B sınıfında 
klasik yöntemlerle eğitim verilmektedir. Kursun başlangıcından 6 hafta 
sonra her iki sınıfa da aynı test uygulanarak sonuçlar karşılaştırılmıştır. 
A sınıfından rassal olarak seçilen 40 öğrencinin test sonucunda elde 
ettiği ortalama başarı notu 86 ve standart sapması 12, B sınıfından 
rassal olarak seçilen 35 öğrencinin ortalama başarı notu 72 ve 
standart sapması 14’tür. Her iki sınıftaki öğrencilerin ortalama başarı 
notları arasındaki farkın güven aralığını  %99  olasılıkla belirleyiniz.
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Örneklem hacmi formülleri

𝛼𝛼 önem seviyesine sahip iki-uçlu alternatif hipotez için en az 1 − 𝛽𝛽 güce sahip gerçek ortalamalar 

arasındaki fark Δ’yı tespit edebilmek için gerekli örneklem hacmi 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛 aşağıdaki gibidir. 

𝑛𝑛 ≅
�𝑧𝑧𝛼𝛼 2⁄ + 𝑧𝑧𝛽𝛽�

2(𝜎𝜎1
2 + 𝜎𝜎2

2)
(Δ − Δ0)2  

𝛼𝛼 önem seviyesine sahip tek-uçlu alternatif hipotez için en az 1 − 𝛽𝛽 güce sahip gerçek ortalamalar 

arasındaki fark Δ (≠ Δ0)’yı tespit edebilmek için gerekli örneklem hacmi 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛 aşağıdaki 

gibidir. 

𝑛𝑛 ≅
�𝑧𝑧𝛼𝛼 + 𝑧𝑧𝛽𝛽�

2(𝜎𝜎1
2 + 𝜎𝜎2

2)
(Δ − Δ0)2  


 önem seviyesine sahip iki-uçlu alternatif hipotez için en az  güce sahip gerçek ortalamalar arasındaki fark ’yı tespit edebilmek için gerekli örneklem hacmi  aşağıdaki gibidir.




 önem seviyesine sahip tek-uçlu alternatif hipotez için en az  güce sahip gerçek ortalamalar arasındaki fark ’yı tespit edebilmek için gerekli örneklem hacmi  aşağıdaki gibidir.





Örnek 



Popülasyon 
Ortalamaları, 

Bağımsız örnekler

Amaç: İki Popülasyonun 
ortalamaları arasındaki fark,
μ1 – μ2 için hipotezlerin testi 
veya bir güven aralığı 
oluşturulması

Fark için nokta tahmini

X1 – X2

*

σ1 ve σ2 bilinmiyor, 
eşit kabul edildiğinde

σ1 ve σ2 bilinmiyor, eşit 
kabul edilmediğinde

Varyanslar bilinmediğinde ortalamalar farkı için hipotez testleri



Varyanslar bilinmediğinde ortalamalar farkı için hipotez testleri

Popülasyon 
Ortalamaları, 

Bağımsız örnekler

*σ1 ve σ2 bilinmiyor, 
eşit kabul edildiğinde

σ1 ve σ2 bilinmiyor, eşit 
kabul edilmediğinde *

Her iki anakütleden çekilen 
örnek sayıları 30’dan fazla ise, 
varyansların birbirlerine eşit 
kabul edilip edilmemelerine 
bakılmaksızın s1 ve s2 değerleri 
ile test istatistiği aşağıdaki gibi 
hesaplanır.
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Örnek 

• Aynı faaliyet kolunda üretim yapan fabrikaların birincisinden tesadüfi 
olarak seçilen 80 mamulün ortalama dayanma süresi 135 gün ve 
standart sapması 15 gün; ikincisinden alınan 95 mamulün ise 
ortalama dayanma süresi 130 gün ve standart sapması 18 gündür. %1 
önem seviyesinde, birinci fabrikada üretilen mamullerin ortalama 
dayanma süresinin daha fazla olduğunu söyleyebilir miyiz? 



Örnek 
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%1 önem seviyesinde sıfır hipotezi kabul edilerek birinci fabrikada üretilen
mamullerin ortalama dayanma süresinin diğerlerinden daha fazla olmadığına
karar verilir.
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İki ortalama arasındaki fark: Bağımsız örnekler

• Farklı veri kaynakları
○ Örnek sayıları 30’dan az
○ Bağımsız

Diğer popülasyondan seçilen örnek üzerinde 
etkisi olmayan bir popülasyondan seçilen örnek

Popülasyon 
Ortalamaları, 

Bağımsız örnekler
*

Bilinmeyen σ’yı tahmin etmek 
için Sp kullanılır. Toplu 
varyanslı t testi kullanılır.

σ1 ve σ2 bilinmiyor, 
eşit kabul edildiğinde

σ1 ve σ2 bilinmiyor, eşit 
kabul edilmediğinde

Bilinmeyen σ1 ve σ2’yi 
tahmin etmek için S1 ve S2
kullanılır. Ayrık varyanslı t 
testi kullanılır.



İki popülasyon ortalaması için hipotez testi

Alt-kuyruk testi:

H0: μ1 = μ2
H1: μ1 < μ2

yani,
H0: μ1 – μ2 = 0
H1: μ1 – μ2 < 0

Üst-kuyruk testi:

H0: μ1 = μ2
H1: μ1 > μ2

yani,
H0: μ1 – μ2 = 0
H1: μ1 – μ2 > 0

İki kuyruklu test:

H0: μ1 = μ2
H1: μ1 ≠ μ2

yani,
H0: μ1 – μ2 = 0
H1: μ1 – μ2 ≠ 0

İki Popülasyon Ortalaması, Bağımsız Örnekler



İki Popülasyonun Ortalaması Bağımsız Örnekler

Alt-kuyruk testi:
H0: μ1 – μ2 = 0
H1: μ1 – μ2 < 0

Üst-Kuyruk testi:
H0: μ1 – μ2 = 0
H1: μ1 – μ2 > 0

İki Kuyruklu test:
H0: μ1 – μ2 = 0
H1: μ1 – μ2 ≠ 0

α α/2 α/2α

-tα -tα/2tα tα/2

tSTAT < -tα,n1+n2-2 ise H0 ‘ı 
reddet

tSTAT > tα,n1+n2-2 ise H0
‘ı reddet

tSTAT < -tα/2,n1+n2-2 veya tSTAT
> tα/2,n1+n2-2 ise H0 ‘ı reddet

μ1 – μ2 için hipotez testi



Popülasyon 
Ortalamaları, 

Bağımsız örnekler

µ1 - µ2 için σ1 ve σ2 bilinmediğinde ve eşit kabul edildiğinde 
hipotez testi

Varsayımlar:

 Örnekler rassal olarak ve birbirinden 
bağımsız olarak oluşturulur
 Popülasyonlar Normal dağılmıştır veya 
her iki örnek boyutu da en fazla 30 
eleman vardır
 Popülasyon varyansları bilinmemekte 
fakat eşit kabul edilmektedir.

*σ1 ve σ2 bilinmiyor, 
eşit kabul edildiğinde

σ1 ve σ2 bilinmiyor, eşit 
kabul edilmediğinde



Popülasyon 
Ortalamaları, 

Bağımsız örnekler

µ1 - µ2 için σ1 ve σ2 bilinmediğinde ve eşit kabul edildiğinde 
hipotez testi

*σ1 ve σ2 bilinmiyor, 
eşit kabul edildiğinde

σ1 ve σ2 bilinmiyor, eşit 
kabul edilmediğinde

• Toplu varyans:

• Test istatistiği:

•tSTAT için s.d. = (n1 + n2 – 2)
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Sıfır Hipotezi:  𝐻𝐻0: 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 = Δ0 

Test istatistiği:  𝑇𝑇0 = 𝑋𝑋1−𝑋𝑋2−Δ0

𝑆𝑆𝑝𝑝�
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+ 1
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     Sabit Seviye Testler 

Alternatif Hipotez   için Ret Kriteri 

𝐻𝐻1: 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 ≠ Δ0   𝑡𝑡0 > 𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛1+𝑛𝑛2−2 veya 

     𝑡𝑡0 < −𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛1+𝑛𝑛2−2 

𝐻𝐻1: 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 > Δ0   𝑡𝑡0 > 𝑡𝑡𝛼𝛼 ,𝑛𝑛1+𝑛𝑛2−2 

𝐻𝐻1: 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 < Δ0   𝑡𝑡0 < −𝑡𝑡𝛼𝛼 ,𝑛𝑛1+𝑛𝑛2−2 

µ1 - µ2 için σ1 ve σ2 bilinmediğinde ve eşit kabul edildiğinde 
hipotez testi


Sıfır Hipotezi:		

Test istatistiği:		

					Sabit Seviye Testler

Alternatif Hipotez			için Ret Kriteri

			 veya

					

			

			



Popülasyon 
Ortalamaları, 

Bağımsız örnekler

µ1 - µ2 için σ1 ve σ2 bilinmediğinde ve eşit kabul edildiğinde 
güven aralığı

*σ1 ve σ2 bilinmiyor, 
eşit kabul edildiğinde

σ1 ve σ2 bilinmiyor, eşit 
kabul edilmediğinde

μ1 – μ2 için güven aralığı:

tα/2 için s.d. = n1 + n2 – 2
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Toplu varyans t testi örneği

Bir borsa firmasının finansal analisti olarak görev yapıyorsunuz. NYSE & NASDAQ ‘da 
listelenen hisse senetleri arasında temettü getirisinde bir fark var mıdır?  Aşağıdaki 
verileri elde etmişsiniz:

NYSE NASDAQ
Sayı    21            25
Örnek Ortalaması 3.27         2.53
Örnek Std. Sap.  1.30         1.16

Her iki popülasyonun yaklaşık 
olarak eşit varyanslarla normal 
dağıldığı varsayılarak, ortalama 
getiride bir fark var mıdır (α = 
0.05)?



Toplu varyans t testi örneği: Test istatistiğinin hesaplanması
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Test İstatistiği:

H0: μ1 - μ2 = 0  yani (μ1 = μ2)
H1: μ1 - μ2 ≠ 0  yani (μ1 ≠ μ2)



Toplu varyans t testi örneği: Hipotez testi çözümü

H0: μ1 - μ2 = 0  yani (μ1 = μ2)
H1: μ1 - μ2 ≠ 0  yani (μ1 ≠ μ2)
α = 0.05
sd = 21 + 25 - 2 = 44
Kritik değerler: t0.025,44 = ± 2.0154

Test İstatistiği: Karar:

Çıkarım:
α = 0.05 için H0‘ı reddet

Ortalamalarda bir fark 
olduğu hakkında delil 
vardır.

t0 2.0154-2.0154

.025

H0‘ı reddet H0‘ı reddet
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Toplu varyans t testi örneği:  µ1 - µ2 için güven aralığı

H0‘ı reddettiğimizden dolayı µNYSE > µNASDAQ olduğundan %95 emin 
olabilir miyiz?

µNYSE - µNASDAQ için %95 Güven Aralığı

0 tüm aralıktan daha küçük olduğundan, µNYSE > µNASDAQ ifadesinden 
%95 emin olabiliriz
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Varyans bilinmediği durumda ortalamalar farkı için güven aralığı

Eğer 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑠𝑠1
2 ve 𝑠𝑠2

2 varyansları eşit ancak bilinmeyen iki normal popülasyondan alınmış 𝑛𝑛1 ve 𝑛𝑛2 
büyüklüğündeki rassal örneklemlere ilişkin ortalamalar ve standart saplamaları gösteriyorsa, 
ortalamalar farkı 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 için %100(1− 𝛼𝛼) güven aralığı aşağıdaki gibi olacaktır. 

𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 − 𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛1+𝑛𝑛2−2𝑠𝑠𝑝𝑝�
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Burada 𝑠𝑠𝑝𝑝 = �[(𝑛𝑛1 − 1)𝑠𝑠1
2 + (𝑛𝑛2 − 1)𝑠𝑠2

2] (𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2)⁄  ortak popülasyon standart sapmasının 
birleşik tahmin edicisidir ve 𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛1+𝑛𝑛2−2 değeri 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2 serbestlik derecesine sahip t-dağılımının 
üst kuyruğunda kalan alanı 𝛼𝛼 2⁄  yapan tablo değeridir. 




Eğer , ,  ve  varyansları eşit ancak bilinmeyen iki normal popülasyondan alınmış  ve  büyüklüğündeki rassal örneklemlere ilişkin ortalamalar ve standart saplamaları gösteriyorsa, ortalamalar farkı  için  güven aralığı aşağıdaki gibi olacaktır.



Burada  ortak popülasyon standart sapmasının birleşik tahmin edicisidir ve  değeri  serbestlik derecesine sahip t-dağılımının üst kuyruğunda kalan alanı  yapan tablo değeridir.



Örnek

Gözlem No Katalizör 1 Katalizör 2

1 91,50 89,19

2 94,18 90,95

3 92,18 90,46

4 95,39 93,21

5 91,79 97,19

6 89,07 97,04

7 94,72 91,07

8 89,21 92,75







Örnek: Çimento hidrasyonu



Örnek: Çimento hidrasyonu



Popülasyon 
Ortalamaları, 

Bağımsız örnekler

µ1 - µ2 için σ1 ve σ2 bilinmediğinde ve eşit kabul edilmediğinde 
hipotez testi

Varsayımlar:

 Örnekler rassal olarak ve 
birbirinden bağımsız olarak 
oluşturulur
 Popülasyonlar Normal 
dağılmıştır veya her iki örnek 
boyutu da en fazla 30 eleman 
vardır
 Popülasyon varyansları 
bilinmemekte ve eşit kabul 
edilememektedir.*

σ1 ve σ2 bilinmiyor, 
eşit kabul edildiğinde

σ1 ve σ2 bilinmiyor, eşit 
kabul edilmediğinde



Popülasyon 
Ortalamaları, 

Bağımsız örnekler

µ1 - µ2 için σ1 ve σ2 bilinmediğinde ve eşit kabul edilmediğinde 
hipotez testi
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σ1 ve σ2 bilinmiyor, 
eşit kabul edildiğinde

σ1 ve σ2 bilinmiyor, eşit 
kabul edilmediğinde

Test İstatistiği:
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Eğer 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑠𝑠1
2 ve 𝑠𝑠2

2 varyansları bilinmeyen ve birbirinden farklı iki normal popülasyondan alınmış 
𝑛𝑛1 ve 𝑛𝑛2 büyüklüğündeki rassal örneklemlere ilişkin ortalamalar ve standart saplamaları gösteriyorsa, 
ortalamalar farkı 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 için %100(1− 𝛼𝛼) güven aralığı aşağıdaki gibi olacaktır. 

𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 − 𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑣𝑣�
𝑠𝑠1

2

𝑛𝑛1
+
𝑠𝑠2

2

𝑛𝑛2
≤ 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 ≤ 𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 + 𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑣𝑣�

𝑠𝑠1
2

𝑛𝑛1
+
𝑠𝑠2

2

𝑛𝑛2
 

𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑣𝑣 serbestlik derecesi v olan t-dağılımının üst kuyruğunda kalan alanı 𝛼𝛼 2⁄  yapan tablo değeridir. 

Durum 2: σ1
2 ≠ σ2

2


Eğer , ,  ve  varyansları bilinmeyen ve birbirinden farklı iki normal popülasyondan alınmış  ve  büyüklüğündeki rassal örneklemlere ilişkin ortalamalar ve standart saplamaları gösteriyorsa, ortalamalar farkı  için  güven aralığı aşağıdaki gibi olacaktır.



 serbestlik derecesi v olan t-dağılımının üst kuyruğunda kalan alanı  yapan tablo değeridir.



Ayrık varyans t testi örneği
Bir borsa firmasının finansal analisti olarak görev yapıyorsunuz. NYSE & NASDAQ ‘da 
listelenen hisse senetleri arasında temettü getirisinde bir fark var mıdır?  Aşağıdaki 
verileri elde etmişsiniz:

NYSE NASDAQ
Sayı    21            25
Örnek Ortalaması 3.27         2.53
Örnek Std. Sap.      1.30         1.16

Her iki popülasyonun yaklaşık 
olarak eşit olmayan 
varyanslarla normal dağıldığı 
varsayılarak, ortalama getiride 
bir fark var mıdır (α = 0.05)?



Ayrık varyans t testi örneği: Test istatistiğinin hesaplanması

( ) ( ) ( )
2.019

25
1.16

21
1.30

02.533.27

n
S

n
S

μμXXt
22

2

2
2

1

2
1

2121 =









+

−−
=









+

−−−
=

Test İstatistiği:

H0: μ1 - μ2 = 0  yani (μ1 = μ2)
H1: μ1 - μ2 ≠ 0  yani (μ1 ≠ μ2)
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Serbestlik 
Derecesi= 40
kullanılmalıdır



Ayrık varyans t testi örneği: Hipotez testi çözümü

H0: μ1 - μ2 = 0  yani (μ1 = μ2)
H1: μ1 - μ2 ≠ 0  yani (μ1 ≠ μ2)
α = 0.05
sd = 40
Kritik değerler: t0.025,40 = ± 2.021

Test İstatistiği:
Karar:

Çıkarım:

α = 0.05 için H0
reddedilemez

Ortalamalarda bir fark 
olduğu hakkında delil 
yoktur.

t0 2.021-2.021

.025.025

2.019

2.019t =

H0‘ı reddet H0‘ı reddet



Örnek 

• İçme suyundaki arsenik miktarı önemli bir sağlık riskidir. Arizona Republic (27 Mayıs, 2001) 
dergisinde yayınlanan bir makale Phoenix’teki 10 metropol bölgesindeki ve 10 Arizona kırsal 
bölgesindeki içme sularına ait arsenik miktarları ölçülmüştür (ppb). Veriler aşağıdaki gibidir. Önem 
seviyesi 0.05.

Metropol Phoenix Kırsal Arizona

Phoenix, 3 Rimrock, 48
Chandler, 7 Goodyear, 44
Gilbert, 25 New River, 40
Glendale, 10 ApacheJunction, 38
Mesa, 15 Buckeye, 33
ParadiseValley, 6 Nogales, 21
Peoria, 12 Black Canyon City, 20
Scottsdale, 25 Sedona, 12
Tempe, 15 Payson, 1
Sun City, 7 Casa Grande, 18



Örnek 



Örnek 



İlişkili popülasyonlar
eşlenik fark testi

İki ilişkili popülasyonun ortalamalarını test eder
• Eşlenik ve birleştirilmiş örnekler
• Tekrarlanmış ölçüler (önce/sonra)
• Eşlenik değerlerin arasındaki farkı kullanır:

• Nesnelerin arasındaki değişimi ortadan kaldırır
• Varsayımlar:

○Her iki popülasyon normal dağılmıştır
○veya, Normal dağılmamışsa, geniş örnekler kullanılır

İlişkili 
Örnekler

Di = X1i - X2i



İlişkili popülasyonlar
eşlenik fark testi

i. eşlenik fark Di ‘dir

Di = X1i - X2i

eşlenik fark popülasyon 
ortalaması μD için nokta 
tahmini D : n

D
D

n

1i
i∑

==

n, eşlenik örnekteki eş sayısıdır

1n

)D(D
S

n

1i

2
i

D −

−
=
∑
=

Örnek standart 
sapması SD :



Eşlenik fark testi:
tSTAT’ın bulunması
• μD için test istatistiği:

n
S

μDt
D

STAT
D−

=

 tSTAT için s.d. n – 1’dir.



Alt Kuyruk testi:

H0: μD = 0
H1: μD < 0

Üst Kuyruk testi:

H0: μD = 0
H1: μD > 0

İki Kuyruklu test:

H0: μD = 0
H1: μD ≠ 0

Eşlenik Örnekler

Eşlenik fark testi: Hipotezler

α α/2 α/2α

-tα -tα/2tα tα/2
tSTAT < -tα,n-1 ise H0‘ı 
reddet

tSTAT > tα,n-1 ise H0‘ı 
reddet

tSTAT < -tα/2,n-1 veya tSTAT > 
tα/2,n-1 ise H0‘ı reddet

tSTAT için s.d. n – 1’dir



Eşlenik fark testi: hipotezler

Sıfır hipotezi:  𝐻𝐻0: 𝜇𝜇𝐷𝐷 = Δ0 

Test istatistiği:  𝑇𝑇0 = 𝐷𝐷−Δ0
𝑆𝑆𝐷𝐷 √𝑛𝑛⁄  

     Sabit-Seviye Testi 
Alternatif Hipotez   için Ret Bölgesi 
𝐻𝐻1: 𝜇𝜇𝐷𝐷 ≠ Δ0   𝑡𝑡0 > 𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛−1 veya 𝑡𝑡0 < −𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛−1 
     
𝐻𝐻1: 𝜇𝜇𝐷𝐷 > Δ0   𝑡𝑡0 > 𝑡𝑡𝛼𝛼 ,𝑛𝑛−1 

𝐻𝐻1: 𝜇𝜇𝐷𝐷 < Δ0   𝑡𝑡0 < −𝑡𝑡𝛼𝛼 ,𝑛𝑛−1 




Sıfır hipotezi:		

Test istatistiği:		

					Sabit-Seviye Testi

Alternatif Hipotez			için Ret Bölgesi

			 veya 

				

			

			



Eşlenik fark güven aralığı

μD için Güven Aralığı

1n

)D(D
S

n

1i

2
i

D −

−
=
∑
=

n
SD

1,2/ −± ntD α

olduğunda



Eşlenik fark güven aralığı

Eğer 𝑑𝑑 ve 𝑠𝑠𝐷𝐷 sırasıyla n adet normal dağılmış ölçüm çiftlerine ait farkların örneklem ortalaması ve 

standart sapmasını gösteriyorsa ortalamalar farkı 𝝁𝝁𝑫𝑫 = 𝝁𝝁𝟏𝟏 − 𝝁𝝁𝟐𝟐 için %𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏(𝟏𝟏 − 𝜶𝜶) güven aralığı 

aşağıdaki gibi bulunur. 

𝑑𝑑 − 𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛−1 𝑠𝑠𝐷𝐷 √𝑛𝑛⁄ ≤ 𝜇𝜇𝐷𝐷 ≤ 𝑑𝑑 + 𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛−1 𝑠𝑠𝐷𝐷 √𝑛𝑛⁄  

Burada 𝑡𝑡𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛−1 𝑛𝑛 − 1 serbestlik derecesine sahip t-dağılımının sağ kuyruğunda kalan alanı 𝛼𝛼 2⁄  

yapan tablo değeridir. 


Eğer  ve  sırasıyla n adet normal dağılmış ölçüm çiftlerine ait farkların örneklem ortalaması ve standart sapmasını gösteriyorsa ortalamalar farkı  için  güven aralığı aşağıdaki gibi bulunur.



Burada   serbestlik derecesine sahip t-dağılımının sağ kuyruğunda kalan alanı  yapan tablo değeridir.



Eşlenik fark testi:  Örnek

• Satış elemanlarınızı “müşteri hizmeti” eğitim çalışmasına gönderdiğinizi 
düşünelim. Eğitim şikayet sayılarında bir fark oluşturdu mu?  Aşağıdaki verileri 
topladığınızı düşünelim:

Şikayet Sayıları: (2) - (1)
Satış Elemanı Önce (1) Sonra (2) Fark, Di

C.B. 6 4 - 2
T.F. 20 6 -14
M.H. 3 2 - 1     
R.K. 0 0 0
M.O. 4 0 - 4

-21

D  = ΣDi
n

5.67

1n
)D(D

S
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=

−
−

= ∑

= -4.2



• Eğitim şikayet sayılarında bir fark oluşturdu mu? (0.01 önem seviyesinde)?

- 4.2D =

1.66
55.67/
04.2

n/S
μt

D
STAT

D −=
−−

=
−

=
D

H0:  μD = 0
H1: μD ≠ 0

Test İstatistiği:

t0.005,4 = ± 4.604
s.d. = n - 1 = 4

Red

α/2
- 4.604                 4.604

Karar: H0’ı reddetme
(tstat red bölgesinde değildir)

Çıkarım: Şikayet sayılarında 
önemli bir değişme olmamıştır.

Red

α/2

- 1.66
α = .01

Eşlenik fark testi:  Çözüm



Örnek: Çelik kirişlerin kesme mukavemeti
 Bilimsel bir dergide yayınlanan 

bir makalede çelik kirişlerin 
kesme mukavemetinin tahmini 
için birkaç metodun karşılaştırma 
sonuçları raporlanmıştır.

 Bu metotlardan ikisi olan A ve B
prosedürleri için 9 spesifik kirişe 
uygulanmış ve kesme 
mukavemeti sonuçları yandaki 
tabloda gösterilmiştir.

 Bu iki metot arasında (ortalama 
olarak) bir fark olup olmadığını 
test etmek istiyoruz. Hata 0.001.

Kiriş A metodu B Metodu Fark dj

S1/1 1.186 1.061 0.125

S2/1 1.151 0.992 0.159

S3/1 1.322 1.063 0.259

S4/1 1.339 1.062 0.277

S5/1 1.200 1.065 0.135

S6/1 1.402 1.178 0.224

S6/2 1.365 1.037 0.328

S6/3 1.537 1.086 0.451

S6/4 1.559 1.052 0.507



Örnek: Çelik kirişlerin kesme mukavemeti



Örnek: Paralel park araçları

Otomobil Fark

Kişi

1 37.0 17.8 19.2
2 25.8 20.2 5.6
3 16.2 16.8 -0.6
4 24.2 41.4 -17.2
5 22.0 21.4 0.6
6 33.4 38.4 -5.0
7 23.8 16.8 7.0
8 58.2 32.2 26.0
9 33.6 27.8 5.8

10 24.4 23.2 1.2
11 23.4 29.6 -6.2
12 21.2 20.6 0.6
13 36.2 32.2 4.0
14 29.8 53.8 -24.0



Örnek: Paralel park araçları



İki popülasyonun oranları

Amaç: iki popülasyonun oranları 
arasındaki fark, π1 – π2, için hipotez 
testi yapılması veya bir güven aralığı 
oluşturulması,  

Fark için nokta tahmini

Popülasyon 
Oranları

Varsayımlar:
n1 π1 ≥ 5  ,   n1(1- π1) ≥ 5

n2 π2 ≥ 5  ,   n2(1- π2) ≥ 5

21 pp −



İki popülasyonun oranları

Popülasyon 
Oranları

21

21

nn
XXp

+
+

=

Genel oran için birleştirilmiş 
tahmin:

X1 ve X2 ‘nin 1 ve 2 örneklerindeki ilgi 
duyulan nesnelerin sayısı olduğu durumda

Başlangıçta sıfır hipotezinin doğru olduğunu 
varsayıyoruz, dolayısıyla π1 = π2 olduğunu ve iki 
örneğin tahminlerini birleştirdiğimizi varsayıyoruz



İki popülasyonun oranları

Popülasyon 
Oranları
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π1 – π2 için test istatistiği 
bir Z istatistiğidir:

2

2
2

1

1
1

21

21

n
Xp   ,   

n
Xp   ,  

nn
XXp ==

+
+

= olduğu 
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İki popülasyonun oranları için hipotez testi

Popülasyon oranları

Alt kuyruk testi:

H0: π1 = π2
H1: π1 < π2

yani,
H0: π1 – π2 = 0
H1: π1 – π2 < 0

Üst kuyruk testi:

H0: π1 = π2
H1: π1 > π2

yani,
H0: π1 – π2 = 0
H1: π1 – π2 > 0

İki Kuyruklu test:

H0: π1 = π2
H1: π1 ≠ π2

yani,
H0: π1 – π2 = 0
H1: π1 – π2 ≠ 0



İki popülasyonun oranları için hipotez testi

Popülasyon Oranları

Alt Kuyruk testi:
H0: π1 – π2 = 0
H1: π1 – π2 < 0

Üst Kuyruk testi:
H0: π1 – π2 = 0
H1: π1 – π2 > 0

İki Kuyruklu test:
H0: π1 – π2 = 0
H1: π1 – π2 ≠ 0

α α/2 α/2α

-zα -zα/2zα zα/2
ZSTAT < -Zα ise H0 ‘ı 
Reddet

ZSTAT > Zα ise H0 ‘ı 
Reddet

ZSTAT < -Zα/2 veya ZSTAT > Zα/2
ise H0 ‘ı Reddet



Hipotez testi örneği: 
İki popülasyonun oranları

A Önerisine Evet oyu verecek erkekler ve kadınlar arasındaki 
oranda önemli bir fark var mıdır?

• Rassal bir örnekte, 72 erkeğin 36’sı ve 50 kadının 35’i Evet oyu 
vereceğini belirtmişlerdir

• .05 önem seviyesinde test edelim



Hipotez testi örneği: 
İki popülasyonun oranları

• Hipotez Testi:

H0: π1 – π2 = 0   (iki oran da birbirine eşit)
H1: π1 – π2 ≠ 0   (oranlar arasında önemli derecede bir fark mevcut)

 Örnek oranları:
 Erkekler:  p1 = 36/72 = 0.50
 Kadınlar: p2 = 35/50 = 0.70

.582
122
71

5072
3536

nn
XXp

21

21 ==
+
+

=
+
+

=

 Genel oran için birleştirilmiş tahmin:



π1 – π2 için test istatistiği:

Hipotez testi örneği: 
İki popülasyonun oranları

.025

-1.96 1.96

.025

-2.20

Karar: H0‘ı reddet

Çıkarım: Erkeklerde ve 
kadınlarda Evet oyu verecek 
kişiler için oranlar arasında 
bir fark olduğuna dair delil 
mevcuttur.
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H0‘ı reddet

Kritik Değerler= ±1.96
α = .05 için

H0‘ı reddet



Örnek 

• Bir video kaset kiralayıcısı macera filmi kiralamanın yöredeki erkek ve 
kadınlar itibariyle farklılık gösterip göstermediğini merak etmektedir. 
Sözkonusu şahıs belli bir zaman dönemi içersinde dükkanına gelen 60 
erkekten 51’nin ve 40 kadından 20’sinin macera filmi kiraladığını 
müşahede etmiştir. Bu verilere göre yöredeki erkeklerin kadınlardan 
daha fazla macera filmi kiraladığını % 5  önem seviyesinde söyleyebilir 
misiniz?



Örnek 
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İki popülasyonun oranları için güven aralığı

Popülasyon 
Oranları

( )
2

22

1

11
/221 n

)p(1p
n

)p(1pZpp −
+

−
±− α

π1 – π2 için güven aralığı:



Örnek

• İki farklı ilacın bir hastalığı tedavi etme oranlarının farklı olup 
olmadığı kontrol edilmek istenmektedir. Bu amaçla 1000’er 
adet hasta üzerinde A ve B ilaçları denensin. Tedavi sonunda 
A ve B ilaçlarının uygulandığı hastaların sırasıyla 825 ve 
760’ının iyileştiği gözlendiğine göre ilaçların hastalığı tedavi 
etme oranlarının farkının %95’lik güven aralığını bulunuz.



Çözüm

• n1 = 1000,  n2 = 1000

1 2
825 7600.825 0.760

1000 1000
p p= = = =

1 2

1 1 2 2

1 2

. . 0.825.(1 0.825) 0.760.(1 0.760)
1000 1000

                                        0.018

p p
p q p qS
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− −
= + = +

=

( ) ( )( ) 95.0018.096.1760.082.0PP018.096.1760.082.0Pr 21 =×+−≤−≤×−−
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İki popülasyonun varyanslarının testi

İki Popülasyonun 
Varyansları
İçin Testler

F  test istatistiği

H0: σ1
2 = σ2

2

H1: σ1
2 ≠ σ2

2

H0: σ1
2 = σ2

2

H1: σ1
2 > σ2

2

*
Hipotezler FSTAT

S1
2 / S2

2

S1
2 = Örnek 1’in varyansı (büyük örnek varyansı)

n1 = Örnek 1’in örnek boyutu

S2
2 = Örnek 2’nin varyansı (küçük örnek varyansı)

n2 = Örnek 2’nin örnek boyutu

u=n1 –1 = pay serbestlik derecesi

v=n2 – 1 = payda serbestlik derecesi

H0: σ1
2 = σ2

2

H1: σ1
2 < σ2

2



İki popülasyonun varyanslarının testi

Sıfır hipotezi:  𝐻𝐻0: 𝜎𝜎1
2 = 𝜎𝜎2

2 

Test istatistiği:  𝐹𝐹0 = 𝑆𝑆1
2

𝑆𝑆2
2 

 Alternatif Hipotez     Ret Kriteri 

    𝐻𝐻1: 𝜎𝜎1
2 ≠ 𝜎𝜎2

2    𝑓𝑓0 > 𝑓𝑓𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛1−1,𝑛𝑛2−1 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑓𝑓0 < 𝑓𝑓1−𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛1−1,𝑛𝑛2−1 

    𝐻𝐻1: 𝜎𝜎1
2 > 𝜎𝜎2

2               𝑓𝑓0 > 𝑓𝑓𝛼𝛼 ,𝑛𝑛1−1,𝑛𝑛2−1 

    𝐻𝐻1: 𝜎𝜎1
2 < 𝜎𝜎2

2              𝑓𝑓0 < 𝑓𝑓1−𝛼𝛼 ,𝑛𝑛1−1,𝑛𝑛2−1 


Sıfır hipotezi:		

Test istatistiği:		

	Alternatif Hipotez					Ret Kriteri

	   				

  	 					          

   						         



F dağılımı

• F tablosundan kritik F değeri bulunur

• İki serbestlik derecesi olması gereklidir:  pay ve payda

• Büyük örnek varyansına sahip olan örnek her zaman pay’dır.

iken

• F tablosunda, 
○ Pay serbestlik derecesi sütunu tanımlar

○ Payda serbestlik derecesi satırı tanımlar

u=sd1 = n1 – 1 ;   v=sd2 = n2 – 12
2

2
1

S
SFSTAT =



Red bölgesinin bulunması

H0: σ1
2 = σ2

2

H1: σ1
2 ≠ σ2

2
H0: σ1

2 = σ2
2

H1: σ1
2 > σ2

2

F0

α

Fα,u,v

FSTAT > Fα,u,v ise H0‘ı 
reddet

F
0

α/2

H0‘ı 
reddetme Fα/2,u,v

FSTAT > Fα/2,u,v veya  FSTAT > F1-α/2,u,v 
ise

H0‘ı reddet

H0‘ı 
reddet

H0‘ı 
reddetme

H0‘ı 
reddet

α/2

F1-α/2,u,v

H0‘ı 
reddet



F tablosu

𝑓𝑓1−𝛼𝛼 ,𝑢𝑢 ,𝑣𝑣 =
1

𝑓𝑓𝛼𝛼 ,𝑣𝑣,𝑢𝑢
 






F testi: Örnek

Bir borsa firmasının finansal analisti olarak görev yapıyorsunuz. NYSE & NASDAQ ‘da 
listelenen hisse senetleri arasında temettü getirisinde bir fark var mıdır?  Aşağıdaki 
verileri elde etmişsiniz:

NYSE NASDAQ
Sayı    21            25
Örnek Ortalaması 3.27         2.53
Örnek Std. Sap.      1.30         1.16

NYSE & NASDAQ 
varyanslarının arasında α =
0.05 seviyesinde bir fark var 
mıdır?



F testi: Örnek çözümü

• Hipotez Testini oluşturalım:
H0: σ2

1 = σ2
2 (varyanslar arasında bir fark yoktur)

H1: σ2
1 ≠ σ2

2 (varyanslar arasında belirli bir fark vardır)

 α = 0.05 için F kritik değerini bulalım:
 Pay s.d. = n1 – 1 = 21 –1 =20
 Payda s.d. = n2 – 1 = 25 –1 = 24

 Fα/2 = F.025, 20, 24 = 2.33

 F1-α/2 = F.975, 20, 24 = 1/ F.025, 24, 20=1/2.41=0.415



F testi: Örnek çözümü

• Test İstatistiği:

0

256.1
16.1
30.1

2

2

2
2

2
1 ===

S
SFSTAT

α/2 = .025

F0.025,20,24=2.33
H0‘ı reddetme

H0: σ1
2 = σ2

2

H1: σ1
2 ≠ σ2

2

 FSTAT = 1.256 red bölgesi içerisinde 
değildir, o zaman H0 reddedilmez

 Çıkarım: α = .05 seviyesinde varyanslar 
arasında bir fark olduğuna dair bariz bir kanıt 
yoktur.

F
H0‘ı reddet

α/2 = .025

F0.975,20,24=0.415
H0‘ı reddet



Örnek: Yarı iletkenin asitle yakılmasındaki değişkenlik



Örnek: Yarı iletkenin asitle yakılmasındaki değişkenlik



İki varyans oranı için güven aralığı

Eğer 𝑠𝑠1
2 ve 𝑠𝑠2

2 varyansları bilinmeyen 𝜎𝜎1
2 ve 𝜎𝜎2

2 olan iki bağımsız normal popülasyondan alınmış 𝑛𝑛1 ve 
𝑛𝑛2 büyüklüğündeki rassal örneklemlere ait örneklem varyanslarını gösteriyorsa 𝜎𝜎1

2 𝜎𝜎2
2⁄  oranı için 

%100(1− 𝛼𝛼) güven aralığı aşağıdaki gibidir. 

𝑠𝑠1
2

𝑠𝑠2
2 𝑓𝑓1−𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛2−1,𝑛𝑛1−1 ≤

𝜎𝜎1
2

𝜎𝜎2
2 ≤

𝑠𝑠1
2

𝑠𝑠2
2 𝑓𝑓𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛2−1,𝑛𝑛1−1 

Burada 𝑓𝑓𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛2−1,𝑛𝑛1−1 ve 𝑓𝑓1−𝛼𝛼 2⁄ ,𝑛𝑛2−1,𝑛𝑛1−1 değerleri 𝑛𝑛2 − 1 pay ve 𝑛𝑛1 − 1 payda serbestlik derecesine 
sahip F dağılımında sırasıyla sağ ve sol kuyruklarda kalan alanları 𝛼𝛼 2⁄  yapan tablo değerleridir. 
Standart sapmalara ait GA yukarıdaki eşitsizliğin karekökü alınarak bulunabilir. 


Eğer  ve  varyansları bilinmeyen  ve  olan iki bağımsız normal popülasyondan alınmış  ve  büyüklüğündeki rassal örneklemlere ait örneklem varyanslarını gösteriyorsa  oranı için  güven aralığı aşağıdaki gibidir.



Burada  ve  değerleri  pay ve  payda serbestlik derecesine sahip F dağılımında sırasıyla sağ ve sol kuyruklarda kalan alanları  yapan tablo değerleridir. Standart sapmalara ait GA yukarıdaki eşitsizliğin karekökü alınarak bulunabilir.



Örnek: Titanyum alaşımı için yüzey tesviyesi



Örnek: Titanyum alaşımı için yüzey tesviyesi



Bölüm özeti

Bu bölümde aşağıdaki konular işlenmiştir:
• İki bağımsız örneğin kıyaslanması

○ İki ortalamanın farkları için birleştirilmiş varyans t testi uygulanmıştır
○ İki ortalamanın farkları için ayrık varyans t testi uygulanmıştır
○ İki ortalamanın farkları için güven aralığı oluşturulmuştur

• İki ilişkili örneğin (eşlenik örnekler) kıyaslanması
○ Ortalama farkı için eşlenik t testi uygulanmıştır
○ Ortalama farkları için güven aralığı oluşturulmuştur



Bölüm özeti

• İki popülasyonun oranlarının karşılaştırılması
○ İki popülasyonun oranları için Z testi uygulanmıştır
○ İki popülasyonun oranları arasındaki fark için güven aralığı oluşturulmuştur.

• İki popülasyonun varyansları testi için F testi uygulanmıştır
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