BOLUM V: Dogrusal Olmayan
Optimizasyon

Girig

[Dogrusal Olmayan Optimizasyon

Dogrusal programlama modellerinin temel
ozelligi amag fonksiyonu ve tim kisitlarinin
dogrusal olmasidir.
Bir fonksiyonun dogrusalligini karakterize
eden varsayimlar:

Oranlilik ve eklenebilirlik

Bolunebilirlik

Belirlilik
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[Dog‘jrusal Olmayan Optimizasyon @

Amag fonksiyonu ve/veya kisitlardan en az birinin
dogrusal olmadigi modellere Dogrusal olmayan
programlama (DOP) modelleri adi verilir. DOP
modellerinin genel formu:

maks(veyamm) z = f(x,x,,"*,X,)

st. g(x,x,,,x,) [S$,=2] b
g, (x,x,,,x,) [S,=2] b,

g, (x,%x,,-,x) [$,=2] b,

[Dogrusal Olmayan Optimizasyon @

Bu problemde amag verilen kisitlari saglayan
ve amag fonksiyonunu en iyileyen X;,X,,...,x,
karar degiskeni deg@erlerinin bulunmasidir.

DOP modellerinde pozitiflik kosullari
bulunmaz.

Verilen forma sahip butun DOP modellerini
cozebilecek bir algoritma henuz
geligtirilememistir. Buna karsin gesitli
varsayimlarla bigcimlenmis bazi onemli tipteki
DOP modellerinin ¢ozumunde onemli
ilerlemeler saglanmigtir.



[Dog‘jrusal Olmayan Optimizasyon

Uygun (Miimkiin) Céziim Boélgesi

Verilen bir DOP modelinin tim kisitlarim saglayan x = (x,,x,,---,x,) noktalar
kumesidir.

Uygun Olmayan Céziim

B Uygun ¢6zim bolgesi disinda kalan her bir noktadir.

[Ba2| DOP Ornekleri (Ornek 1)

Optimal Coziim

X' uygun ¢dzimu, uygun ¢oziim bolgesinde bulunan tim x noktalari igin
asagidaki kosulu sagliyorsa optimal ¢6zim olarak adlandirilir:

€ Maksimizasyon problemi i¢in f(x') = f(x)

€ Minimizasyon problemi i¢in f(x') < f(x)

Yerel Eksremum

Bir DOP igin x'= (xl‘, xlz, xn) noktasi, i = (1,2,---, 1) olmak tlizere

|J<:‘i '—xi| <& tim x=(x,x,,---,x,) noktalan igin

{ fF(x")=z= f(x)ise x' noktasmma yerel maksimum,

¢ fF(x")< f(x)ise x' noktasina yerel minimum adi verilir.

Yerel maksimum ve yerel minimum degerleri ayri1 zamanda yerel veya relative
ekstremum olarak da adlandirilir.

Bir Grandn birim basina maliyeti C$ ‘dir.
Firma GrlnUn birimini P$ olarak
fiyatlandirirsa, musteri talebi D(P) birim
olmaktadir. Maksimum kar i¢in firma nasil bir
fiyat belirlemelidir.

Karar degiskeni=>P
Kar->(P-C)D(P)
Dolayisiyla kisitsiz bir maksimizasyon

problemi olusur:
max (P-C)D(P)
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[ Bazi DOP Modellerinin Grafiksel Gésterimi (Ornek 1)

A2
y -
: max Z = 3x; +5x,
~ .
stoXx <4
; = (2,6) Optimal ! o
cozim 9,\‘5 +0x; <216
~ - X, X 20
48 ~
~
-
Tygun ¢ézim z
5 bélgest
2 4 6 8 T
[ Bazi DOP Modellerinin Grafiksel Gosterimi (Ornek 2)
X7 2 2
A maxZ = 126x, —182x, —9x} —13x
s.t. X, =4
L] ] ]
2x, <12
3x, +2x, <18
X, X, =0

= - z=807
S
= = z=B57 (Optimal)

=~ =807

2® Uygunpdzim
bélgesi
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[ Bazi DOP Modellerinin Grafiksel Gosterimi (Ornek 3)

maxZ = 54x, +78x, —9x} —13x;
A
R | s.t. X <4
2x, <12
3 <
3 e — =117 3x, +2x, <18
X X 20

12 2

\_— z=198 (Optimal)

B
[l ]
A J

Xr

[ Bazi DOP Modellerinin Grafiksel Gosterimi

Orneklerden de gorilebilecegi gibi DOP
problemlerinin optimal ¢6zUmuUu uygun ¢cozum
bolgesindeki her hangi bir nokta olabilir.
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[ Konveks Kume

Verilen bir S noktalar kimesinde yer alan her
hangi iki noktay! birlestiren dogru pargasi
tamamen bu kiime igerisinde kaliyorsa S
kimesine Konveks Kume adi verilir.

O

(a) D (b) c () (d)

®m

[ Konveks Kume

Diger bir ifadeyle S kimesi konveks ve X, X,

bu kimede yer alan herhangi iki nokta ise bu
noktalarin konveks kombinasyonu yani

0< A =1 olmak Uzere Ax;+(1-A)X, noktasi her

zaman bu kiimenin bir elemani olacaktir.
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[Ekstremum Nokta (Kose Noktasi)

Verilen bir S konveks kiimesinde PeS olmak
uzere tamamiyla bu kime tarafindan
kapsanan ve P noktasini iceren tum dogru
parcalarinda P noktasi u¢ nokta ise, bu
noktaya Extremum Nokta diger bir ifadeyle
Kose Noktasi adi verilir.

[Ekstremum Nokta (Kose Noktasi)

Sekil (a)’da cemberin Uzerinde kalan tum
noktalar ve Sekil (b)’de A, B, C, D noktalari
extremum noktalar iken, E noktasi
ekstremum degildir ciinkd AB dogru
parcasinda E noktasi ug nokta degildir.

A

on

D C
(@) (b)

B




[ Konveks ve Konkav Fonksiyonlar

B /(x.x,.-.x, ). S konveks kimesinin tim (x,,x,.-+-, X, )

noktalarinda tanimli bir fonksivon olsun. x* =5, x5 ve
0 < A < 1olmak tizere:

C O+ (1= 2)x") = A (x)+ (1- A) f(x7) esitsizligi her zaman

saglantyorsa f(x;.x,,++.x,) fonksiyonuna konveks fonksiyon
denir.

C O+ (1= 2)x") =2 A (x") + (1- A) f(x7) esitsizligi her zaman

saglantyorsa 7 (X,.X,,--,x,) fonksivonuna konkav fonksiyon
denir.

[ Konveks ve Konkav Fonksiyonlar

M Her x“ €S ve x” € S noktalart i¢in
F+ A= Dx") S A D)+ A= Df ()

egitsizligl saglandigindan agsagidaki fonksivon konvekstir.

AY

Fx%) 9---

A+ (L= 2 f(xF) @ R

S

FOx® (1= )x™)

Y At (1=t

N /
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[ Konveks ve Konkav Fonksiyonlar L5

B Her x* €5 ve x” €S noktalari icin
SR | . A FB A A . n -~ B
FOS" (U= 5 2 2 )+ (L= D) f ()
esitsizligr saglandigindan agagidaki fonksiyon konkavdir.
AY
O+ (1= 207
iG]

A+ A=A f(x7)

Sty preneeeeyg

L T EEE R

S =
i /

P At (1= A)F

[Konveks ve Konkav Fonk.(Ornekler) | €

Six) Jix)

Konveks Konveks
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[Konveks ve Konkav Fonk.(Ornekler)

Jix) Fix)
N A
C
=172 B
Jix)=x Jtx)
\— i
> >
Konkav Ne Konveks Ne Konkav

[Konveks ve Konkav Fonk. (Ornek 1)

B /(x)=ax+b fonksivonunun hem konveks hem de konkav
oldugunu gosteriniz.
x* ve x” verilen iki nokta olsun.
FOx*+(1=2)xF) =a[ix* +(1=A)x"]+h
= A[ax® + b+ (1= A)[ax” +b]
=N +A=-Af (") =
fonksivon hem konveks, hem konkavdir.
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[Konveks ve Konkav Fonk. (Ornek 2) | @

B f(x)=x" fonksiyonmun § = R' “de konvels oldugunu gosteriniz.
x* ve x7 verilen iki nokta olsun.
Konvekslik sartt #(Ax* + (1- D)%) < AF(x*)+ (1- 1) f(x7) seklindedir.
FO + (1= ") = (Ax + (1= A)a®)’
= Y £ 22(1= Dxte® 4+ (1= AP
Verilen ifadeler konvekslik sartmda yerine yazilirsa:
7
A"+ 22(1= x> + (1= (2" 2™ + (1= A)(x®)* . Sol tarafi sag tarafa atilirsa:
2

Mt 4+ (1= () = [ + 22(1- Aata® + (1= 2)(x7)?)20 . Ifade dizenlenirse:

»
M- D) - 232 4 (67 )20

3 ?

M-t 2] 20

Bu egitsizlikte 0< =1 oldugundan A(1- 2) =0 dur. f(x) fonksiyonu
[x’q 7 x,B]Z - 0 dir konvekstir.

[Konveks ve Konkav Fonk. Ozellikleri | €

f(x) fonksiyonu konveks (konkav) ise g(x)=-f(x)
fonksiyonu konkavdir (konveksdir).

Konveks(konkav) fonksiyonlarin toplami yine
konveks(konkav) bir fonksiyondur.

Uygun ¢6zUm bolgesi konveks olan bir DOP
probleminde:

Amag fonksiyonu maxf(x) ve f(x) konkav bir fonksiyonsa
bulunacak yerel maksimum ayni zamanda global
maksimumdur, yani problemin optimal ¢ozUmudur.

Amag fonksiyonu minf(x) ve f(x) konveks bir
fonksiyonsa bulunacak yerel minimum ayni zamanda
global minimumdur, yani problemin optimal ¢ozumudur.

11
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[KISItSIZ Tek Degiskenli DOP Modelleri

pu P
e COf(x) -
v f(x) fonksiyonu konveks ise / .E ~ =0 kosulunu saglayan x* noktas
ox
global minimumdur.
e . df(x) . *
v f(x) fonksiyonu konkav ise —=0 kosulunu saglayan x* noktasi
ox

global maksimumdur,

Fonksiyon konveks veya konkav olmasina
karsin surekli artan veya azalan bir yapiya
sahipse x ‘in butun degerleri icin tarevler
sifirdan farkl olacaktir. Bu durumda x ‘in
sonlu bir degeri igin higbir minimum veya
maksimum bulunmaz.

[KISItSIZ Tek Degigkenli DOP Modelleri

Teorem 1 5

S konveks setindeki her x degeri i¢in fgx) >0 1se f(x) fonksiyonu
S ’de konvekstir. O

Teorem 2

0" f(x)

S konveks setindeki her x degeri i¢in ™
x

S de konkavdir.

<0 1se f(x) fonksiyonu

Ozet
S = R"’de tammli 7(x) fonksiyonu igin:
v x* ‘i global minimum olmasi icin
* Gerek sart: /'(x*) =0 * Yeter sart: /"'(x*) =0

¥ x* “m global maksimum olmasi igin

+ Gereksart: ' =0 4 yeersart /(9 <0

12



[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri (Ornek 1)

f(x)=x? fonksiyonunun S=R'de konveks
oldugunu gosteriniz.

1) =2x
/""(x)=2>0 = Konveks bir fonksiyondur.
/'(x)=2x=0= x=0"da global mimnimum vardir.

[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri (Ornek 2)

f(x)=ax* fonksiyonunun S=R¥Yde
konveks/konkav durumunu inceleyiniz.

f'(x) = dax’
7"'(x) =12ax*, burada her zaman x* > 0 olacagindan

® a>0= /"(x)20 olup f(x) konveks olur.
® 4<0= "(x)<0 olup 7(x) konkav olur.

7.12.2015
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[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri (Ornek 3)

f(x)=x2 fonksiyonunun S=R''de
konveks/konkav durumunu inceleyiniz.
F'(x)=3x" \f(x)
JF"(x)=6x, burada
® x<0=f(x)<0,
® x>0= f"(x)>0 olacaktir.
Yani f(x) fonksiyonu:

/

® 5 =R'dene konveks ne konkav.
® S=(—»0)dakonkav, <
® x=0’da f"(x)=0 oldugundan déntim noktasi,
® S=(0,o)dakonveks olacaktir.

N

[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri (Ornek 4)

Bir birim Grunin tretimi $5 mal olmaktadir. x
birim Uretilirse her birim 10-x $ ‘a
satilmaktadir. Maksimum kar icin ne kadar
uretilmelidir.

P(x) tretilen x birim i¢in kart gosterirse,

P(x)=x(10—x)=5x=5x—x" 0<x<10
Olup agagidaki DOP modelinin ¢6ztimii aranacaktir.
max P(x)
5L0<x <10

P(x)=5-2x=0=x, =25
P'"(x)=-2<0= P(x) konkavdir. Buna gore x, =2.5 global

maksimum degeri olup P(2.5) = 6,25 optimum ¢oziimdiir.

14
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[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri (Ornek 5) @

Bir ¢iftginin evinin bahcgesini ¢gevirmek Uzere
200m’lik ¢it teli mevcuttur. Bahgeyi bir
dikdortgen olarak cevirirken, evinin duvari bir
kenari olmak Uzere U¢ kenarini ¢itle cevirmek
istemektedir. Ciftcinin ¢evirdigi alanin en
buyuk olabilmesi icin bahgenin ebatlari ne
olmalidir?

X Alan A =xy X

Duvar

[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri (Ornek 5) @

Tum telin uzunlugu 200m oldugundan x veya y'yi digeri cinsinden
bir fonksiyon olarak yazmamiz gerekir.

2x+y=200 =» y=200-2x

Alan fonksiyonu A=xy, x’e bagl olarak yazilirsa ; A(x) =x(200-2x)
=200x-2x?

Bu fonksiyon Uzerinde igslem yapmadan 6nce x'in deger araligini
belirlememiz gerekir.

2x+y=200 esitliginden 0<x<100 araliginda inceleme yapmamiz
gerektigi ortaya gikmaktadir.

Z—;‘ =200 —4x 2> % = 0 oldugu noktada ekstremum nokta s6z
konusudur. x=50 noktasinda ¢ézim bulunmustur.

% = —4 <0 oldugundan fonksiyon konkavdir, bulunan ¢6zim

maksimum ¢ozimdur. Buna gore ebatlari x=50 y=100 A=5000m?

15



[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri

[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri

/

7.12.2015

Verilen fonksiyonun konveks/konkav ozelligi
bilinmiyor veya ne konveks ne konkavsa
problemin x(W<x<x® araliginda optimal
¢O6zUmunun bulunmasinda asagidaki yol
izlenir.

ADIM 1: Verilen araliktaki (uygun ¢6zum bdlgesi,
S) butun yerel extremum noktalar bulunur.

ADIM 2: Maksimizasyon problemi i¢cin amag
fonksiyonu degeri en buyuk, minimizasyon
problemi icinse amac fonksiyonu degeri en
klcuk olan extremum nokta optimal ¢6zim
olarak secilir.

\ J(x)

Global maksimum

Yerel maksimum

Yerel minimum

Global mimimum

16
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[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri

Yerel extremuma aday 3 tip nokta bulunur:
Durum 1: xW<x<x®@ araligindaki /”(x)=0 esitligini
sa@layan noktalar (duragan noktalar),

Durum 2: f’(x) ‘in hesaplanamadigdi noktalar,

Durum 3: xW<x<x®@ arahginda x® ve x@ ug
noktalari.

[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri

Durum 1" uygun noktalarin tespitinde
asagidaki teorem kullanilir.

Teorem: /'(x@)=0 olacak sekilde verilen bir
x©@ noktasi icin birinci derecenin Uzerinde
sifirdan farkli degere sahip ilk tlrevinin:

Derecesi ¢ift sayl ve degeri pozitifse x©
noktasinda yerel minimum vardir.

Derecesi ¢ift sayl ve degeri negatifse x©
noktasinda yerel maksimum vardir.

Derecesi tek sayisi ise x© noktasi donum
noktasidir, extremum yoktur.

17



[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri

Durum 2 igin /'x©) ‘in hesaplanamadigini varsayalim. x®<x©
, X@>xO) ve xOve x@ x© 'a ¢ok yakin noktalar olmak Uzere:
Six) Six)

Tt A o2 Ty Tt xlfﬂ) oD T
Sy = AP < F(x®) STy = F(x) = F(x™)
Yerel ekstrenmun yvok Yerel ekstremum yok

Jtx) Aix)

: ' o L ' U~
ez e 2 “x ~xr T A Ty
f(x‘”)_z_f(x@)) ve f(xP)= F(x®) A= (2P ve f(x) = F @)
Yerel minimum Yerel malcsinnum

[ Kisitsiz Tek Degiskenli DOP Modelleri

Durum 3 icinse asagidaki kararlar alinir.
(x>0 ise x®’da yerel minimum vardir.
[ (x®)<0 ise x®’da yerel maksimum vardir.
[ (x®)>0 ise x@’da yerel maksimum vardir.
f(x@)<0 ise x@'da yerel minimum vardir.
f(xM)=0 veya 1" (x@)=0 ise ilgili noktada Durum
2’'de yapilan analiz yoluyla ekstremum
arastirilir.

7.12.2015
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[ Ornek 1

max f(x)=x’ —3x” —1 probleminin optimal ¢éztimunu bulunuz.
sr.0=x=10
f(x)=3x>-6x ve f"(x)=6x-6 (Nekonveks, ne konkav)
Adim 1: (Extremum noktalarin bulunmasi)
Durum1: f'(x)=3x"-6x=3x(x-2)=0=
2@ =0, "' (xY)= -6 < 0= Yerel maksimum
P =2 (x*®)=6>0= Yerel minimum
Durum 2: 0 <x <10 araligindaki her deger i¢cin f"(x) mevcuttur.
Durum 3. x® =0, 1 (x¥)=0= F(0)=—1, £(0.1)=—1,2= Yerel maksimum
*® =10, /"(x®) = 240 > 0 = Yerel maksimum
Adim 2: (Optimal ¢dziimun tespiti)

Yerel maksimum | f(x)
=0 -1
x¥ =0 -1
™ =10 699 <Optimal ¢ozim
x*=10, f(x*)= 699
[ Ornek 2
2—(x=1)°* 0<x<3
f(x)= =D ) X272 olmak tzere
=3+ (x—4)" 3=x26
max  f(x)

probleminin optimal ¢éziimiinii bulunuz
sf0Sx<6

7.12.2015

19



[ Ornek 2

2-(x-1°  0<x<3 -2(x-1) 0=zx<3 -2 0<x<3
fx)= : ;') =
“3+(x—4)° 3<x<6 2Ax-4) 3<x<6
Adim 1: (Ekstremum Noktalarm aragtirilmasi)
Duum1: f'(x)=0=

V=1 " (x")=-2<0= Yerel maksimum

ve f"(x)—{

2 3Zx<26

¥ =4 x%)=2> 0= Yerel minimum
Durum 2; x =3 noktasinda fonksiyon tirevlenebilir degildir ¢iinkii 3’den biraz kiigiik bir
deger igin f'(x) -4’e yakin, 3’den biraz biiyilk bir deger i¢in de f'(x) -2’¢
yakandr. £(2,9)=-161; f(3)=-2 ve f(3,1)=-219 oldugundan x =3
noktasinda ekstremum yoktur.
Durum 3: x® =0, f'(x)=2> 0= Yerel minimum
x® =6, f'(x")=4> 0= Yerel maksimum
Adum 2: (Optimal ¢ézimiin tespiti)
Yerel maksimum | f(x)
0= 2 € Optimal ¢dziim
g ] x*=1 f(x*)=2

[Nevvton-Rapson Yontemi (NRY)

B Karigik DOP modellerinin ¢6ziimii gerek ve yeter kogullardan hareketle
bulmak zaman alict, gogu kez de olanaksizdir. Ozellikle de 7'(x) = 0 gerek
sartin1 sayisal olarak ¢6zmek zordur.

B NRY, verilen bir x* noktasindan baslayarak uygun extremum noktaya
dogru ilerleyen iteratit bir vaklagimdr.

B NRY yonteminde son iterasyondaki hareket uzunlugu belli bir esik
degerinden ( &) kiigiik olunca algoritma sona erer. Algoritma gu sekildedir:

Verilenler: 7(x) fonksivonu, & durdurma kogulu, x® baslangig noktast,

k=1
Adim 1:  Bir sonraki ¢6ziim noktasi »*"Y asagidaki formiilasyonla
hesapla:
()
k) () f (x™)
A =X —
£
Adym 2 Soap | _ B e C desiles I & - ‘e o
Adim 2: Eger x" — x| < g ise dur, degilse £ =k +1 al ve Adum 1’e git.

7.12.2015
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[Nevvton-Rapson Yontemi (NRY)

Ornek min f(x) = —x' — x* + i:,v“ +550x% — 2000x + 15000

fonksivonunu x® =14 noktasindan baslayarak s = 0.01 durdurma kosuluyla
NRY kullanarak ¢oziiniiz.
f(x)=6x" —=71x* + 20x* + 1100x — 2000
FU(x) = 24x7 — 213x7 + 40x+ 1100
f(x")=76598133 ve k=1.
Adim 1 /"(x")= f"(14)=52992, /"(x")= /" (14) = 25768,
oo LYY 52992
) 25768
f(xP)=11380.786

=11.943

Adm 2 | 2% —x¥ |5 11.943-14|=2.057 > & oldugundan k=/k +1=2
almir ve Adim 1’e gidilir.

[Nevvton-Rapson Yontemi (NRY)

Adm 1 f'(x®)= f'(11.943) = 15116, /"(x?)= /" (11.943) = 12082,
1o (2)
e —L):HS 3 13116 oy
(x*) 12082
F(x®)=348.178

Adim 2 |x® —x® =/10.692-11.943|=1.251> & oldugundan k =k +1=3

alinir ve Adim 1°¢ gidilir. Iglemlere bu sekilde devam edilmesiyle asagidaki
tablo elde edilir.

@

k ]“(,\‘(k)) ]‘"(,\‘(k)) ]“”(,\‘(k)) x(k+1) ‘x(im) —,\‘(k)‘
1] 76598.133 | 5258582.000 | 25768.000 ] 11.943 2.057
2111380.786 | 15116.893 | 12082.828 | 10.652 1.251
3 348,178 379,827 6514.347 | 10,128 0.565
4 -7588.149 560,117 4588.272 | 10,005 0,122
5 -333.271 22,865 4216.207 | 10,001 0,004

Esasinda 7'(10) =0 dir, yvani x =10 "da extremum vardir ve arama bu
vone dogru devam etmektedir.

7.12.2015
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[Nevvton-Rapson Yontemi (NRY)

"(x®
LD B J'(xT)

10
A o A
] i ~ i i N
e w7 N N
f1x®y<0 1) -0 )= 0 [1@)<0
1) -0 1) -0 a0 | ey o
L L@ NG Ll ® LD B
Ilerleme yonii Terleme yonii Ilerleme yonii Ilerleme yénii
o <« > <«

[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri
f(x,x,, -+, x,) fonksiyonu S = R" “de tamml1 » degiskenli bir fonksiyor

olsun.

Tanim: f(x,,x,,---,x,) fonksivonunun Vf ile gosterilen gradyam (nx1)
boyutunda bir vektor olup agagidaki gibi tanimlanir.

Vf(xlﬂxzﬂ'“:xn)=

3
o
o

ox,

G

x, |

Burada

o

s
X

f(x),x,, -, x,) fonksiyonunun

x, ‘e gore birine1 kismi tiirevidir
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[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

Tanm: f(x;,%,,

x) fonksiyonunun V* f veya Hf ile gosterilen

Hessian “1(7x n) boyutunda bir matris olup agagidaki gibi tammlanur,

12 reo. L\ PV s\ —
Vv f(ll:lp'”:ln)_H(‘xltll’“.-"lﬂ)_ @xzaxl

2rof
Ol dxdr,
>f &

&',
dr
cx G, O Cx,

i

Or. Oy
Cx,Cx,

[ Ornek

3 4 : - . L.
2= f(x,%,,%;) = ¥ +2x,x, + ¥; fonksiyonunun gradyan vektori ve hessian matrisini bularak,

Vf(LL-1) ve V' f(1,1,-1) ifadelerini yazimz.

Vf(xla'xlax}) =

sz(.\’l,xz,.\’]):

7
o | [3x7 4 2x, 5
A = 2x, ve VA(LL-1)=| 2
&, 4] 4
o % -
| o5
if o A
o I
2 2 1 s :
OF 87 OF 1.1, o o
1.2 R
ox, v, 0°xy  av,on, 0 0 1247
:\Zf a]f é\lf - - _.-\’3
oe,dv, dvdv,  0'x2

ve V' f(LL-1)=

(=)}
12

0 0 12
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[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

Tamm: Bir (2 11) boyutundaki matrisin i-nei principal minérii, (7—17) adet satir ve
(n—1) adet siitunun sihnmesiyle elde edilen (i x 1) boyutundaki matrisin determinantidu
Bir matrisin 1-nci principal minérleri divagonal elemanlaridar.

) -2 -1
Omek:
-1 -4

1-nci principal minérleri: -2 ve -4
2-nci principal minérii -2(-4)-(-1)(-1)=7"dir.

Tamm: Bir (nx n) boyutundaki matrisin k-nci esas principal minérii, son (12— k) adet satir ve
stitunun silinmesiyle elde edilen (kx k) boyutundaki matrisin determinantidw. Hf (x,,x,,"-,%,)

hessian matrisimin k-nei esas principal mmérti , f(x,,x,,-+,%,) ile gosterlir.

} olup I, f(x,,x,) = 6x, ve

. 6x, 2
Omek: f(x,x,) = +2x,x, +x2 igin Hf (x,,%,) = [ 71 )

., f(x,x,) = 6x,(2)- 2(2) = 12x, — 4 olacaktir.

[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

f(x,x,,-,x,) fonksiyonu x = (x,x,,--, x,) noktalarinda siirekli ve 2.

dereceden kismi tiireve sahip bir fonksiyon olsun.

Teoreml: x €S ve k =12,---,n 1gin Hf (x,,x,,-+,x, ) in tim principal
mindrlert negatif olmayan sayilarsa (2 0) f(x,,x,,-++, x, ) fonksiyonu

konvekstir.

Teorem2: x €8 ve k=12,+,n 1¢in Hf (x,x,,,x,) i stfirdan farkls

tiim principal mindrleri (-1)" isaretine sahipse f(x,,x,, -, x,) fonksiyonu

konkavdr.
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[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

Ornek 1: f(x;,x,) = x; +2x,x, + x; fonksiyonunun S = R*> ‘de konveks
oldugunu gdsteriniz.

2 2
H(x;,x,)= [2 2}
1-nci principal minérler: 20, 2-0
2-nci principal mindr: 2(2)-2(2)=0=0

Ornek 2: f(x,x,)=—x —

oldugunu gésteriniz.
-2 -1
H(x,,x,)= {—l ~ ;J
1-nci1 principal minérler: -2<°0, -4<0
2-nci principal mindr: (-2)(-4)-(-1)(-1)=7>0

[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

s - 2 2 r . 2
Ornek 3. f(xy,x,) =7 =3xx, + 2x; fonksivonumun S = R° “de ne konveks ne konkav
oldugunu gostermniz.
2 -3
H(x,.x,)=
172 -~ 3 4
1-nct principal mmorler: 20, 4>0

S S =Fonksiyon ne konveks ne konkavdir
2-nc¢t prineipal mmor: -1<0

x,x, — 2x; fonksiyonunun S = R* “de konkav

7.12.2015
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[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

Omek 4: f(x,,x,.%,) = x7 +x2 + 257 — x5, — x,7, — x,x, fonksiyonumun § =R* *de konveks

oldugunu gosteriniz. S S
1-nci principal minéiler:

2 — — P
- 1 1 e | ve 2 satw ve sttunlar silinirse:4=0
H(x.,x)=|-1 2 -l e 1 ve 3. satwr ve sutunlar silinirse:2>0
-1 -1 4 e 2ve 3 satu ve sttunlar silinirse:2=0
2-nci principal minorler:
2 -1
e . satir ve stitun silinirse: det| L 4 =7=0
. (2 1]
e 2 satir ve siitun silinirse: det| L 4 =7=0
. . 2 1]
e 3. satir ve siitun silinirse: det] L 2 =3=0

3-nci principal mindr H’in kendi determinantidir. Birinei satira gére agilirsa:

detH=2[(2)(4-(-D-D]-CDICDEA-CDEDHEDIEDED-(-1)(2)=14-5-3=620
Tiim principal mindérler (>0) oldugundan fonksiyon konvekstir.

[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

Kisitsiz ¢ok degiskenli DOP modellerinin ¢oztni igin gerek ve yeter kosullar
asagidaki teoremlerle verilir.
Teorem (Gerek kogul): f(x,, x,,---, x,) fonksiyonu S Pt P

0 Lrerek Kogul): fAxy, Xy, 000, CSLY X=Xy Xy
noktasinda yerel ekstremuma sahipse, bu noktada fonksiyonun gradyani sifira
esittir, vani V/(x*)= 0. Buteoremle belirlenen noktalara ayni zamanda Duragan
Nokta adi verilir.

ks e LA A A LA = I e 1A
Teorem (Yeter kosul): x™ =(x;",x;,---.x, ) duragan noktasindaki k¥ =1,2.---,n
olmak tizere H,(x") hessian matrisinin esas principal minorlert olsun.
. Co4 . A .o

I k=12,---ni¢in H,(x")>0= x" noktas: yerel minimumdur.
20 k=12 nicmn H,(x7)=0ve (—1)" 1saretine sahipse x* nolktasi yerel

maksimumdur.

[S]

LA - . . - A
H, (x7)= 0 ve (l)ve (2) durumlart saglannuyorsa x° noktasinda yerel
eksremum voktur, eger noktasidir (saddle point).

7.12.2015
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[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

Kisitsiz cok degigkenli DOP modellerinin ¢oztmiinde verilen teoremlere uygun
sekilde olusturulan asagidaki algoritma kullamlabilir.

Adim 1: Gerek gart1 ( Vf'(x) = 0) saglayan kokler arastirilir.

1. Kok bulunamazsa durulur, problemin ¢ézimii yoktur.

-

“En dik mis” metoduna benzer iteratif ¢6ziim yontemlerine bagvurulur.

0 . PR

3. Busistemin v.b. koklert bulunmugsa Adim 2"ye geetlir.

Adim 2: Her bir x% koku i¢in hessian matrisi olusturularak ne tip verel

ekstremum oldugu aragtirilir.

Adim 3: Fonksiyonun konveks/konkav vapist arastirilir.

1. Fonksiyon konveks 1se yerel en kuctik ayni zamanda global en kiiguk
noktadir.

2

f(x), R" uizerinde konveks veya konkav degilse global optimal s6z konusu
degildir.

[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

Omek 1: max f(x,,x,.x.)=x, +2x, +x,x, -3’ —x’ —x?

Adim 1
A
ax, 1-2x, 0
Vf(x.x,,%,)= 7 =| =x,—2x, |=|0|= Busistemi saglayan tek bir ¢6ziim
ox,
of 24+ x, —2x, 0
| Oy |
vardir x = (%, %,%)
Adum 2
-2 0 0
Hx"=| 0 -2 1
0 |

o) a -2 0
H (x*)=det[-2]=-2<0,H,(x") =det 0 ) =40,

H,(x") = det[H(x")] = 6 < 0 = x noktasmda yerel maksimum vardur.

2. Kokler analitik olarak bulunamazsa yine durulur, daha sonra agiklanacak olan

Fonksiyon konkav ise verel en buytik ayni zamanda global en buyuk noktadir.

7.12.2015
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[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

Adim 3
-2 0 0
HExMy= 0 -2 1
0 1 -2
1-nci principal minérler:
e 1 ve 2. satir ve stitunlar silinirse:-2<0
e 1 ve 3. satir ve stitunlar silinirse:-2<0

e 2 ve 3. satir ve stitunlar silinirse:-2<0
2-nci principal minérler:

—2 1
e | satir ve siitun silinirse: det } =3>0

1 -2
. (-2 0
e 2 satir ve siitun silinirse: det 0 2} =40

20
e 3 gatir ve stitun silinirse: det| 0 } =4=0

3-nci principal minér detH=-6<0
Fonksiyon konkavdir, Optimal ¢ézium: |+* = (%, % s %), S(x*)=1,5833

[KISItSIZ Cok Degiskenli DOP Modelleri

Ornek 2: f(x,,x,,x,) = x] — 2x,x, +x,x, — x% + 4x,x, + 3x, — 23/8x; fonksiyonunun
yerel ekstremuim noltalarin arastiriniz.

g

o, 2x, —2x, +x 0

o 1 z 3
Vi(x,.x,.x,)= o = —2x, —2x, + 4x, =0

afz x, +4x, +3-23/4x, 0

Ox,
5)
f=02 2x, = 2x, — x5 ve | 2x, = 2x, + X,
axl
g =0= | 2x; = —2x, + 4x; ve | 2x, = —2x, + 4dx,
e ___

x, =5/ 4x,...... (D x, =3/4x,...... (2)

(I)ve (2) sf

3

= 0’°da verine konursa:

3 5 23
(Zx3)+ 4(Zx3)+377x3 =0

5x, +3—5x, =0
3 = 0(?) = Sistemin ¢6ziimil olmadigmdan verilen fonksiyonun yerel ekstremumu
yoldtur.
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[ Kisitsiz Gok Degiskenli DOP Modelleri | @

Ornek 3: Bir firma iki tip missterisi igin tek tip tirtin iretmektedir. Birinei mistert igin ¢,
birim tretirse birim satig fiyat1 $(70— 4¢,) olmalkta, ikmei miisteri igin ¢, birim tretirse
birim satig fiyatt $(150—15¢, ) olmaktadw. ¢ birimimn tretim maliyeti $(100+15¢) “dur.
Kart maksimum yapmak 1igm her bir nuisterive kagar birim tirin tiretilmelidir.

max f(g,.q,) =¢(70—4g)+q,(150-15g,) —(100+15(¢; + ¢,))
=70q, — 4q; +150¢, —15¢; —100-15¢, —15¢,

o0
12

Vi(g,.q,)= >58¢, = 0 = Tek bir ¢oziim vardir. ¢ =(
SR 135-30g, | |0

[ Kisitsiz Cok Degiskenli DOP Modelleri | @

Admm 2
-8 0 H,(¢")=det[-8]=-8 <0

H(q(”)_{ } e 1(g(l)) et[-8] " < = vyerel maksimum
0 -30 H,(¢")=det[H(q"")]=240>0

Adim 3

1-nci principal minérler:
e 1. satwr ve siitun silinirse:-30<0
e 2 satwr ve sttun silinirse:-8<0
2-net principal mmor: H, (q(l)) =det[H (g(l) )]=240>0

W _

: 9 : :
Fonksiyon konkavdir. ¢ ,;) ayn1 zamanda global maksimumdur. Firmanimn

tiretmesi gereken miktarlar ve optimal kazang deger1

55 9
q*:(?;), f(g*)=39281$%
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[ En Dik Inis Yontemi (Steepest Descent)

B Bumetodun diger bir adi da Gradyan yontemidir.

B Bu yéntem iteratit olarak tonksiyonun gradyvant yonunde (maksimizasyon
1gin V/(x), mimimizasyon i¢in — V/(x) yontnde) birbirini 1zleyen
noktalara ilerler ve gradvan vektora sitir veyva uzunlugu belli bir esik
degerinden ( ¢ ) kuigik olunca algoritma sona erer.

B Buna kargin gradyan vektérunin sifir olmasi optimumluk igin sadece gerek
kosul olup tonksivonun konkav/konveks oldugu bilinmedik¢e optimumluk
dogrulanamaz, yvani ulasilan nokta yerel extremumdur.

B Minimizasyon problemi i¢in algoritma su sekildedir:

Verilenler: x=(x,.x,,---,x,) olmak tizere f(x) fonksiyonu, &> 0

durdurma kogulu. x@ = (xf]), ,\”S) S x,?)) baslangi¢ noktasi, £ =1

Ana Adim: HV{f‘(.\'G‘) )H < g1se dur, degilse istikamet velktoruni

d® = —‘T{f‘(.\'(k)) olarak belirle ve A = 0 olmak tzere

F(x® + Ad™) tek degiskenli fonksivonunu minimum yapan A

degerini tespit et: x* % =x® 4+ 2d® ve k =k +1 al, Ana Admm
g P
tekrarla.

[ En Dik Inis Yontemi (Steepest Descent)
Ornek max f(x,.x,) = 4x, + 6x, — 2x,” = 2x,x, — 2x,°
Baslangi¢ noktasy: x = (1.1)", durdurma kogulu: £=10.5
e b ] T M
’ o6 —2x, —4x, 7 )
Ana Adm V(™) =(-2.0)", HT}“(Xm )H =J(-2) +(0)* =2 > £ => devam
d¥ =Vf(xV)=(-2.0)"
X =W adV = (DT + A2.007 =(1-240D7
FxP+2dYy = f(xP) =41 =20+ 6(1)=2(1-2)% =2(1 =21 = 2(1)*
FxP) =847 +44+4
Fx®)=—16i+4=0=A=1/4
(2% =16 < 0 = konkav oldugundan A=1/4, f(x*)
fonksivonunu maksimum yvapar. Oyleyse:
¥ =@ L AdY = (L) AC2.00 =1 - 240" =(1/2.0)7
Fx®)=450: k=2
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[ En Dik Inis Yontemi (Steepest Descent)
Ana Adim (2): V£ (x*) = (O,I)T , (2))H = \/(0)2 +(1)* =1> & =>devam
d? =vf(x®) =D
xP =2 g =121+ D) ) =-24"+ A+ 9/2
Fay=—41+1=0=4i=1/4. f"(x?)=-4<0= Konkav
P =21 AT =P =25/ F(xP) = 46250 k=3
Ana Adim (3) VF(x?) = (-1/2 oy H‘V}‘ (x (E))H = J(-1/2)"+(0)* =05z ¢ =>devam
dP =V =(-1/20)
P =P d? = 121225/ 97 f ) = —1/28 +1/42+57/8
Fa)y=—2+1/4=0=a=1/4;, f"(x")=-1<0= Konkav
¥ =(2-1/225/ 0" =50 =(3/85/4)7 L f(x™) = 4,656 k=4
Ana Adim (4): V/(x“) = (01/4), “))H =025<&=>DUR
Bulunan ¢ozim x™ = (3/8,5/4)", f(x™)= 4,656
Bilmen optimal ¢oziim x*=(1/3,4/ 3", f(x*)=4,666

[ Kisith DOP Modelleri

Kasitl1 DOP Modeller:

T

Kisitlar esitlik seklinde Kisitlar kiigiik esit (<)
olan modeller seklinde olan modeller
1. Yerme koyma 2. Lagrange 1. Kuhn-Tucker optunalite
yontemi carpanlart kogullarma dayali
yontemi yontem

7.12.2015
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[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Yerine Koyma Yontemi

B Bu yontemde verilen model kisitsiz hale getirilerek kisitsiz DOP modellert 1¢in
anlatilan yontemlerle ¢ozalir.

min/ max — f(x,.x,,---,x,)

st g(x. Xy, x )=b (i=12,,m)

B Venlen modelde her bir kisita bir degigken karsilik gelecek sekilde n
degiskenin m tanest X', kalanlari 1se [\, 1le gosterilsin. Bu islemden sonra
modelin kisitlars:

g: (‘YB"YR) = bs’ U = 1’21”'11”)
seklinde yazilip, X' "ler .Y, "lere bagli olarak ¢ozulebilirse yant:

Xy =h(Xy) (1=12-m)
1ligkist bulunabilirse amag fonksiyonunda X', "ler verine h(.\ ;) ifadelen
yazilarak model kisitsiz hale donusttralir.

[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Yerine Koyma Yontemi

Ornek 1

min f(x,,x,)= 10x +5x, —xx,

s.t. 2x, +x, =1

Bumodelde n=2,m =1 dir. Kisit yoluyla x, degiskeni x, cinsinden x,=1-2x,
olup bu ifade amag fonksiyonunda yerine vazilirsa:
Flx,x, )= f(x,,1=2x,)=10x +5(1-2x,)—x, (1 - 2x,)
e ) — Vel s
F(x)=2x —x; +5
Kisitsiz, hatta tek degiskenli model elde edilmig olur. Bu model daha 6nce
anlatilan yontemlerle ¢ozilurse x; =1/4 "de global minimum oldugu bulunur.
Dolayisiyla orijinal modelin optimal ¢oziimu:
* /
x, =1/4
* * I}
X, =1-2x =1-2(1/4)=1/2
fx].x;)=39/8
seklinde bulunur.
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[ Kisitlar esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Yerine Koyma Yontemi

Ornek 2
max f(x,y)= —-2x°—-p°+xy+8x+3y
s.t. 3x+y=10

Bumodelde »n=2,m=1"dir. Kisit yoluyla y degiskeni x cinsinden y =10-3x
olup bu ifade amag fonksiyonunda yerine yazilirsa:

f(x,9) = f(x,10-3x)=—14x" + 69x— 70
Kisitsiz, hatta tek degiskenli modeli elde edilmig olur. Bu model daha énce

anlatilan yontemlerle ¢oziliirse x = 69/28 *de global maksimum oldugu

bulunur. Dolaysiyla orijinal modelin optimal ¢ziimii:
x*=69/28

yE=1-3x%=73/28

F(x* y*)=15.02
seklinde bulunur.

[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Yerine Koyma Yontemi

Ornek 2
max f(x;,X,, X5, %,) = X,X; — X,X,
st — xl2 +x;,—2x, =0 =X, =X+ 2%

-x,+x,+1=0 = x,=x, -1
Bu ifadeler modelde yerine yazilirsa:

f(xpxz: x3:x4) = f(xlsxza(xf - 2x1 ):(xz 71))

S(xx,) = x13 Jr2"‘:12 7x22 X,

Bu model daha énce anlatilan yontemlerle ¢ozilurse optimal ¢ozim:

X, =—4/3

x,=1/2

x; =—8/9

Xy =—1/2

S xy xg) = 37/54
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[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi

Tanim: Lagrange Fonksivonu
max(min)  f(x,x,,0,x,)
s.t. g.(x,x,, 0 x )=b (i=L12--,m)
modelini amag fonksiyonu ve kisitlarindan olugturulan
L(x, A) = [ (x5, %y, x,)+ 2 A [b, — g,(xy, %y, 00, x,)]
=1
fonksiyonuna “Lagrange fonksiyonu” adi verilir. Burada A =(4,,4,.,--,4 )

lagrange carpanlari vektérindiir.

[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi
L(x, )= f(x)+ > A4[b, - g.(x)]

=1

Gerek Kosul: Yerel extremumlar en az bir 4, = 0 i¢in asagidaki kosulu saglar.

a
ox

‘1
oL
ar, | _

oL |=©

04
a

|04, |

AL(x,L) =
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[ Kisitlar esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi

Yeter Sart (Global Extremum)
Modelin tiim kisitlar1 dogrusalsa ve
1. Maksimizasyon problemi igin amag fonksiyonu konkavsa veya
2. Minimizasvon problemi igin amag¢ fonksivonu konveks ise
Gerek sart aym1 zamanda veter sarttir, yani gerek sartla bulunan ¢éziim
optimal ¢oziimdiir.

[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi

Yeter Sart ( Yerel Extrennum)
Global extrenmun 1¢m verilen yeter sart saglanmiyorsa gerek sarti saglayan

(x@, A% noktasmm verel ekstremum olmasi icin yeter gart agagicaki gibidir.

Ve
o 9°L(x, A 0 |P
P= : ve 0= # olmak tizere H? = { - }
Ve, (0] AR P TQ Jomncmin

XK

. ) C e : T
seklinde tanunlanan /7° matrisme “Smwrl Hessian Matrisi” ada verilir.

0 P
A=l
PT O-ul

matrisi (x,2") sabit noktasinda hesaplanan matris olsun. Bu matriste tek

bilinmeyen gz dur ve ‘A| =0 polinomunun |n— mn

adet gergel koklerimnin:

T 1 il B :
1. Tamaim negatifse (x( DA )) da yerel malesimum vardur,

12

e B e - -
Tamami pozitifse (x( P A )) da yerel mimnimum vardir,

2

(1) ve (2) saglanmiyorsa (x, A" da yerel ekstremum yoktur.

7.12.2015

35



[ Kisitlar esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin @
Lagrange Carpanlari Yontemi

Omek 1: Bir sirket reklam i¢in $10000 tahsis etmigtir. TV reklammm dakikas: $3000,
radyo reklammmn dakilkas1 $1000°dw. Fuma x dakika TV, y dakika radyo reklamm
verirse geliri $1000 cinsinde f(x,y) = —2x% — 3* + xy + 8x+ 3y fonksiyonu ile ifade
edilmektedw. Fuma geliwin nasil maksimize eder.
Problemun DOP modeli

max f(x,v)= —2x°— 3" +xp+8x+ 3y

S, 3x+y=10
Modelm lagrange fonksiyonu

Lx. 1, 2)=-2x" =" +xy+8x+ 3y + A(10-3x—y)

Gerek sart:

E':‘B

1
=

—4x+y+8-34 0
=-2y+x+3-4 |=|0
10-3x—y 0

b

oL
i3
L

L 04

Q

VL(x, y, )=

N

e’}

Verilen esitlikler ¢oziltuse x =69/28, v =73/28 A =1/4 olarak bulunur.

[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin @
Lagrange Carpanlari Yontemi
Yeter sart

max f(x,y)= —2x> -y’ +xy+8x+3y

s.t. 3x+y=10

Problemde tek bir dogrusal kisit oldugundan amag fonksiyonu konkavsa gerck
sart aym1 zamanda yeter sarttir.

, 4 1
Vf(x,y)[l _J

1-nci principal minérler:
e 1 satir ve stitun silinirse:-2<0
e 2 satir ve siitun silinirse:-4<0
2-nci principal minér: 7>0
Amag¢ fonksiyonu konkav olugundan problemin optimal ¢&ziimii:

X*=69/28, % = 73/ 28, f(x*,1*)=15.02
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[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin @
Lagrange Carpanlari Yontemi

Lagrange carpanlari dogrusal
programlamadaki dual fiyatlara karsilik gelir.

Verilen ornekte reklam butgesinin 1 birim
artirilmasi kar1 $1/4 artiracaktir.

Eger bltgedeki artis A olursa karda $0.25A
artar.

[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin @
Lagrange Carpanlari Yontemi
Ornek 2:
min fx,x,,x)= xl2 + x22 + xB2
st Ay, +x,° +2x,—14=0
Modelin lagrange fonksiyonu

Lix ,x,,x,,4)= .xl2 + x22 + sz + A(14 — 4x, fxzz - 2x,)

Gerek sart oL |
ox,
arL 2x1 —44 0
v 2x, —2Ax 0

VL(x,,x,,x;, A) = Oxy || =t 2 -

oL | |2x,-24 0
%:E 14— 4x, —x,” —2x,| |0
o2

oL - -

—=0"dan x, =24 (D

ax !

1
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[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi

7.12.2015

oL
O,
aL 2x, — 44 0
. 2x, —2A4x 0
VL(x,x,,%,,4) = ax, |- z : =
o 2x, - 24 0
oy | [14—4x, —x," —2x, | |0
aL
L 04 |
oL _ O’ ’dan 2x,(1— A) = O ise
(52
x, = 0 veya 2)
A=1 3
or _ O’°dan x; = A 4)

3

(1).¢3) ve (4) ifadeleri 2i

= 0 ’da yerine konursa:

14 — 42(1) — x,> —2(1) = 0 = x,> = 4, Buradan

Coézaim 1
x® = (x5 x5, %5,2) = (2,2,L1), F(xP)=9
Cozam 2

x@ = (x.x,.x;.0) = (221D, F(xPH)=9

[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi

oL

ox,

oL Exl —44 0

. | |2x,—22x 0
VL(x,,x,,x;,4) = o, | | 12 : =

OL | | 2x,—24 0

ox, 14— 4x, —x,° —2x, 0

aL

L 04 |
: . OL , :

(1),(2) ve (4) ifadeleri ) = 0’da yerine konursa:

14— 4(22)—(0)> ~2.=0= A ="7/5, Buradan

Cozim 3
X = (x,,%,,x5, 1) =(14/5,0,7/5,

7/5), f(xP)=9.8
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[ Kisitlar esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi

Yeter Sart (Kasitlar dogrusal degil-yerel ekstremum)
P=lve, ), =14 26, 2

o*L *L d*L
O'xF oy, O | 5 o o
~2 -2 52 A2
0= o°L _ o°L ozL o°L 1o 2-24 o0
O, 0x ox,0x,  O*x?  Ox,0x,
33 27 5L 27 0 0 2
| Ox;av, Oxy0x, o*x? |
0 |4 2x, 2
5 [O P} 4 |2 0 0
H = T =
P Q] |2x, 0 2-24 0
2 10 0 2

[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi
Cozim 1 (x® = (x,x,,x;) = (221D, £ (xP)=9) i¢in

0|4 4 2 0] 4 4 2
BP0 4200 4f2-p 00
110 0 0 40 —u 0
210 0 2 200 0 2-u

| A= Ou —261+16=0= 1, =2 > 0,22, =8/9 > 0 = Yerel min
Coziim 2 (2 = (x,x,,x;) = (2-2.L1), F(x*)=9) icin
A= —=26u+16=0= 1, =2 0,1, =8/9 >~ 0 = Yerel min
4 1 £y 25

Cozim 3 (x = (x.x,,x,) = 14/5,0.7/5.7/5). £ (x?) = 9.8 ) igin
|Al=5u* —61—8=0= 4, =2 >0, 1, =—0.8 < 0 = Extremum yok

Coziim 1 ve ¢oziim 2’nin amag fonksiyonu degerleri egit oldugundan bu
noktalardan birisi segilir.
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[ Kisitlar esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi

Ornek 2:
max f(x;,x,,x;,X,) = XX; —X,X,

2
s.t. —-x +x;-2x,=0

-x,+x,+1=0

Modelin lagrange fonksiyonu

Ly, Xy, 205, Xy, A5 Ay) = X005 — X, X, Jrj1(3512 =X+ 2x)+ Ay (x, —xy 1)

[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi

Gerek sart [x, —2Ax,+24 ] [0
—-x, + 4, 0
x, =4 0

VL(xpxz:xs:xwﬂ‘l:/Iz): =
-x, - A, 0
X, —x; +2x, 0
x,—x, —1 1 0]

Ik 4 esitlikten x, = A,.x, = A4,.x, = 24 — 24° ve x, = A, bulunur. Bu
tfadeler son 1ki esitlikte yverine yazilirsa
(A)° (24 —2242)+2(A4)=34"+42, =0=> 4, =0 veya 4, = 4/3
—1+(-A4,)-(4)=-1-24,=0=> 4, =-1/2
Buradan, Cozim 1:
X = (X, X5, %, A A, ) = (01/2,0,-1/2,0,-1/2)
Cozim 2:
X = (%, X%, AL Ay ) = (—4/31/2,-8/9,-1/2,-4/3,-1/2)
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[ Kisitlar esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi

Yeter sart (kisitlar dogrusal degil, yerel ekstremum):

P_[[Vgl(x)]?l _[2%2 0 1 o}
[ng (x)]T Dxd O o 1 O 1
22, 0 1 0
| e 1 0 0 -1
Cloxox, 1 0 0 0
44
0O -1 0 0
0 0 |-2x,-2 0 1 0]
0 0 0 -1 0 1
ge_| 0Pl _|-2x-2 0 24 0 1 0
P | O], 0 -1 1 0 0 -1
1 0 1 0 0 0
.0 1 0 -1 0 0|

[ Kisitlan esitlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Lagrange Carpanlari Yontemi

Coziim 1 igin (x® = (x;, x,, x5, x,, Ay, A, ) = (0,1/2,0,-1/2,0,-1/2) ):

0o 0 -2 0 1 0

O 0 o0 -1 0 1

-2 0 —u 0 0 0
A=

o -1 1 - 1 -1

1 0 1 0O —u 0

0 1 0 -1 0 —puj

olmak tizere ‘A‘ =0 denklemi ¢6ziiliince 14 =0 veya g, =-1<0
oldugundan bu noktada yerel ekstremum yoktur.

Coziim 2 igin (x® = (x,,%,, x5, %, 4, A,) = (—4/3,1/2,-8/9,-1/2,-4/3-1/2)):
Ay iglemler bu ¢éziim i¢in de vapildiginda
My =—4/3<0, 1, =—4/3 < 0 bulunur. Dolayistyla ¢6ziim 2’de amag
fonksiyonu f(x) =37/54 olmak tizere maksimum degerini alr.
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Kisitlar esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Kuhn-Tucker Kosullar

Kuhn-Tucker kogullar1 bu problemlerin ¢éziimde gerek sart olup

lagrange garpanlar1 yontemine dayanir.

B Bu kogullar belirli sartlar altinda ayn1 zamanda yeter garttir (Daha

sonra agiklanacak).

B Bu kosullarin kullamlabilmesi igin tiim egitsizliklerin (varsa
negatif olmama kosullar1 dahil) “kiigiik-esit” formuna ¢evrilmesi
gerekir. Bu amagla agagidaki 1glemlerden faydalamilabilir.

h(x)20 —>

—h(x) <0

h(x)=0 —>

—h(x)<0

(x) <0

B Simdi Kuhn-Tucker kogullarini lagrange carpanlari yéntemini

kullanarak ¢ikartalim.

Kisitlan esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Kuhn-Tucker Kosullari

(x=(x;,x5,-,x,))

max/ mim _f(x)

st g(x)=0 (G=12,---.m)

simdi (<) formundalka kisitlar (=) formuna ¢evirebilmek amaciyla kisitlara

L2 ) - - . . i .
S,” gevsek degiskenlerini ekleyelim. Bu islemden sonra elde edilen

agagidaki model, yukaridaki orijinal modele denk olacaltir.

Modelin lagrange fonksivonu ve gerek sart asagidala sekilde vazilacalktir.

max/ mim  f{(x) (x=(x,x5,-,x,))

st g () + SI2 =0 (=12,--.m)

L(x.8. ) = F() =3 Alg, (3)+ 5]
i=1

aL |
ox Ay
aL ;= J

L(x, S, A)= =|-248 =0

oL | |—(gx®+S5 0
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Kisitlar esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin

Kuhn-Tucker Kosullar :
B ikinci denklem takimu ( A.S, = 0) A, 7-nci kisitin gélge fiyat1 olmak iizere

dogrusal programlamadaki complementary slackness kogullarma kargilik
gelir ve asagidaki sonuglar ¢ikartilir:

1. S, #0= 4 =0 olmali (baglayic1 olmayan kisit)

2. 4, #0= S8, =0 olmali (baglayic1 kisit)

B Ugiincii denklem takimindan ise (g, (x) + SI2 = 0) agagidaki sonuglar

cikartilir:

1. S, 20(S >0)= g,(x) # 0 olmal
2.8 =0(S°=0)= g,(x)=0 olmali

B Tkinci ve iigiincii denklem takimlarmndan ¢ikartilan sonuglar
birlestirilirse asagidaki gibi tek bir sonuca ulasilir:

I. 420 =

S, =0 dolayisiyla g, (x)= 0}
=

2. 8, #0 dolaviswvla g.(x)=0 =

A =0

Kisitlan esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin

Kuhn-Tucker Kosullari

B Lagrange fonksiyonuna dikkat edilecek olursa g (x)+ S,° kisitinm sifir
olabilmesi 1¢m maksimizasyon probleminde A = O, mimnimizasyon

probleminde de A, =0(— A =0) olmalidir.

,%Igj-(X):O

B Belirtilen aciklamalar sonucunda x™ ve A" noktasmm extremum nokta
olabilmes: 1cm Kuhn-Tucker gerek kosullar agagidaka gibi 6zetlenebilir.

=
o
(o)
W
®
N
=
=
.-
¢
[t
i
=

Minimizasyon

(i=12,---,m)

(j=12,---.n)

(i=12,---,m)

(i=12,---.m)

(i=12,---,m)

F— :’u“’”

Ox G )
APg (x®) =0 (i=12-.m)
g™y =0 (=12--.m)
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Kisitlar esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Kuhn-Tucker Kosullar

Yeter Kosullar
B Kuhn-Tucker gerek kosullarmin aym zamanda veter kogul oldugu durumlar
agagidaki tabloda verilmistir,

Optimizasyon yonil Amag fonksiyonu Coziim uzayi
Maksimizasyon Konkav Konveks

Minimizasyon Konveks Konveks

B Problem bu kosullar1 saglamiyor veya sagladigi bulunamiyorsa verilen bir
x® noktasmin maksimum/minimum nokta olmasi igin 4 baglayici (aktif)
kasit seti (A = 0) olmak fizere birinci derece yeter kosul agagidaki gibidir.

l. ic4ign [VgI (xu))]zd =0 kosulunu saglayan »n boyutlu 4 istikamet
vektorii bulunur.
2. Bulunan 4 igin:

3.1. Eger|d'V*L(x")d > 0= x® noktas1 yerel minimumdur.

3.2. Eger|d'V*L(xV)d < 0= x¥ noktas1 yerel maksimumdur.

Kisitlan esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Kuhn-Tucker Kosullari

Ornek 1 _ ) B _
max f(x;,x,, %)= x30-x)+x,(50-2x,) —3x —5x, —10x,

St X, X, =X =X, +x,-x; =20
x, =173 —x,-173=0
Modelin kisitlart dogrusal oldugundan ¢ozim kumesi konvekstir. Amag
fonksiyonu konkav i1se bulunacak Kuhn-Tucker noktasi problemin optimal
¢ozamu olacaktir. Amac fonksivonunu duzenlerselk:
v e Y — e 2 T T Ve
fxLx,,x)=—x"+27x, —x," +45x, —10x,

—2x, + 27 -2 0 0
VA(X.x,.x,) = | —2x, +45 | ve H =V f(x.x,.x,)=| 0 -2 0
—10 0 0O 0
—Birinet principal minorler: 0, -2<0, -2<0
—>Tkinci principal minorler: 0, 0, 40

—>Uciincu principal minér: O
Goruldugu gibi sifirdan farkl: principal minorler (—1)* isaretine sahip
oldugundan ama¢ fonksiyonu konkavdir.
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Kisitlar esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin @
Kuhn-Tucker Kosullar
Problemin Kuhn-Tucker kosullar
Birinci kosul Ugtncu kosul
(1) 4, =0 (6) Ax, +x, —x,)=0
(2) A4, =0 (7) Ay(x; —17.3)=0
Ikinci kosul Dorduncu kosul
(3) —2x +27- 4 =0 (8) x+x,—x,=0
(4) —2x,+45—4, =0 (9) x,—173=0

(5) =10+ A4 — A, =0
Durum 1: A4, = A4, = 0 = Mumkin degil (5) saglanmaz.
Durum2: A4, =0,4, >0=(5)den A, =-10 = (2) saglanmaz.
Durum 3: 4, > 0,4, =0=(5)den 4, =10, (3)’den x, =8.5, (4)'den
x, =8.75,(6)'dan x, =17.25 bulunur.
X = (x,,x,,%,.%,, A, 4,) = (8.5,8.75,17.25,10,0) Kuhn-Tucker
kosullarini saglar, problemin optimal ¢oziimiidiir.
Durum 4: A, >0, 4, > 0= Ugtincti durum optimal ¢éziimu verdi, bu durumu
incelemeye gerek yok.

Kisitlan esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin @
Kuhn-Tucker Kosullari

Ornek 2

min f(x,,x,)= 4,\*12 + 3,\*22 —10x, —20x,
st 2x,+3x, 26 = 2y, +3x, —6=0
X, X, =0 ——x, =0
——x, =0

Modelin kisitlar1 dogrusal oldugundan ¢éztim ktimes: konvekstir. Amag
fonksiyonu konveks 1se bulunacak Kuhn-Tucker noktasi problemin optimal
¢ozimu olacaktir.

ST 8x, —10 H =V f(xx) § 0
(XL x, ) = | ve =V XXy )=
. ( 10v2. (),\'2_20 ¥ ( L 0 6

—Birinci principal minérler: 60, 80
—Tkinci principal minor: 48>0
Goruldugu gibi amag tonksiyonu konvekstir.
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Kisitlar esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin @
Kuhn-Tucker Kosullar
Problemin Kuhn-Tucker kosullar
Birinci kosul Uguncu kosul
(1) A, =0 (6) A4, (2x, +3x, —6)=0
(2) A, =0 (7) Ap(—x,)=0
(3) A, =0 (8) A,(—x,)=0
Tkinei kosul Dorduncu kosul -
(4 ‘4\1—1()+ /_17/270 (2) 2x+3x, —6=0
(5) 6x, —20+34, — A4, =0 (10)—x;, =0
(11)—x, =0

Modeldeki karar degiskeni sayisi 2 oldugundan ayni anda en fazla 2 kisit aktif
olabilir. Esitlik kisitlarindan tiiretilen kisitlar ise her zaman aktiftir, yvani
baglayicidar.

Durum 1: A4, > 0,4, > 0, 4; > 0 => Miimkiin degil, en fazla iki kst aktif olabilir.

Durum2: 4, = 0,4, =0,4, =0=(4)’den x, =5/4, (5)’den x, =10/3, (9)
saglanmaz

Durum3: 4, =0,4, =0,4, > 0= (4)’den x, =5/4, (8)’den x, =0, (5) den
A, = =20, (3) saglanmaz.

Durum4: A4, =0,4, > 0,4, =0= (7)’den x, =0, (5)’den x, =10/3, (4)’den
A, =—10, (2) saglanmaz.

Kisitlan esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin @
Kuhn-Tucker Kosullari

Problemin Kuhn-Tucker kosullar

Birmner kogul Ugctincu kosul
(1) A, =0 (6) A (2x, +3x, —6)=0
(2) A, =0 (7) Az (— \ 1)=0
(3) 44 =0 (8) A, (73‘2) =0
Tkinci kosul Daérduncu kosul -
(4) 8x, —10+24, — A, =0 (9) 2x +3x, -6=0
(5) 6x, —20+34 — A, =0 (10) x =0
: (11) x, =0

Durum 5: 4, > 0,4, =0,4, =0=
(4)’den x, =1/8(10—-24,) ==---- (12)
(5)’den x, =1/6(20-34,) ------ (13)
(12), (13) ve (9)’dan
2[1/8(10-24)]+3[1/6(20-34)]-6=0= 4 =13/4
(4)’den x, =7/16,(5)den x, =41/24

W = (x,,x,, A, Ay, A,) = (7/16,41/ 24,13/ 4,0,0) Kuhn-Tucker

kogullarml saglar, problemin optimal ¢éziimiidiir.
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Kisitlar esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Kuhn-Tucker Kosullar

Problemin Kuhn-Tucker kosullar

Birinci kosul Uguncu kosul
(1) A, =0 (6) A4, (2x,+3x, —06)=0
(2) A, =0 (7) /-2( \ 1)=C
3) A, =0 (8) Aj(—~x ):
Ikinci kosul Dorduncu lgoc.ul -
(4) 8x;, —10+24 — A4, =0 ) 2.\‘1 +3x, —6=0
(5) 6x, —20+34, — A, =0 (10) x, =0
' (11) x, =0

Durum 6: 4 = 0,4, > 0,4; > 0= Durum 5 optimal, incelemeye gerek yok.
Durum 7: 4 > 0,4, =0, 4; > 0= Durum 5 optimal, incelemeye gerek yok.
Durum 8: 4 > 0,4, > 0,4, = 0= Durum 5 optimal, incelemeye gerek yok.

Kisitlan esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin
Kuhn-Tucker Kosullari

Ornek 3

max f(x,.x,)= x, +x,

st xlz—i—xzzél %x12+x22—1go
Problemin Kuhn-Tucker kosullari
Birinci kosul Uctincu kosul 5 5
o (1) 4, =0 4 A4(x +x,"—1)=0
Tkinci kosgul Dérduncii kosul

(2) 1-24x, =0 (5) x,°+x,"—1<0

(3) 1-2A4,x, =0

Durum 1: A, =0 = Miumkan degil, (2) saglanmaz.

2 1 2 1 2
Durum 2: A, > 0= (2)den xlzﬂ,ﬁ) den xzzﬁ,@) den x12+x22:1

ve z<ﬁ>2 =1= 4 = 2/2 igin (1) saglanmaz, 2, =~2/2 igin

x =(x.x,,4,) = (£ g £)
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Kisitlar esitsizlik seklinde olan DOP Modelleri igin

Kuhn-Tucker Kosullar
Yeter sart
Durum 2’ye gore birinci kisit aktif oldugundan [Vgl (x )} d =0 olmal1

d 2x NG
d=| '], Ve (x)= Y, Ve (x") = ifadeleri verine konursa:
ij g(x) {zxj g (x) A ¥

2 \EEj =0=>d, :—dl,d:[t]

bulunur. Problemin lagrange fonksiyonu:
L(x, S, ) =x,+x, - A(x, +x,"-1+8)

1-2 -2 0 -
VL= |20 gy - A VL) = V20
1-2x,4, 0 -24 -2
Bu ifadeler veter kosul d"V>L(x™)d <0 ifadesinde yerine konursa:
~J2 0 { d, } ? d. 1»
d, —d <0 - V2d, v2d | Tt [<0
[ 1 1]|: O _ ﬁ _ dl [ 1 i dl

- 2«/56112 < 0 = Bulunan nokta optimal.
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