VYGULAMALI TEMEL ISTATISTIK (Prof. Dr. Ilbilge DOKME)

2.3.2. Standart Normal Dagilim

Ortalamasi X standart sapmasi S olan ve normal dagilim gosteren bir veri setinde (X1, X2, X,....Xn)
normal dagilim egrisi X-f(x) grafiginin ¢izilmesiyle elde edilir. Burada f(X) olasilik yogunluk
fonksiyonu olup

f(x) = 1 e_% (x%f)z
SV2r

ile ifade edilir. Bu denklemde = = 3,14159, e = 2,71828, x: ortalama, S standart sapmadir.
“Standart normal dagilim” ortalamast 0 ve standart sapmasi 1 olan normal dagilimdir.
Dolayistyla normal olasilik dagilim yogunluk fonksiyonunda x = 0 ve S = 1 alinarak standart
normal dagilim olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:

f(z) = L@
V2r

Burada z, x’in doniistiiriilmiis standart degeridir z-deger olarak adlandirilabilir:

ham deger — ortalama X — X

z —deger =
& standart sapma S

Ortalamasi 0 standart sapmas1 1 olan ve standart normal dagilim gosteren bir veri setinde (z1, Z2,
Z3,....Zn) standart normal dagilim egrisi z-f(z) grafiginin ¢izilmesiyle elde edilir.

z-degerlerini negatif, kesirli ve 0 puanlardan kurtulmak i¢in bazen bu degerler T-degerlerine

doniistiiriilebilir. Ornegin ortalamasi 50 standart sapmas1 10 olan T-degerleri asagidaki gibi elde
edilir:

X—-X
T —deger = 10.z + 50 = 10. <T> + 50

Sekildeki gibi x-f(x) normal dagilim egrisi i¢in
bir x degerinin ¢ ve d arasinda bulunma olasilig1
egri altindaki taral alana esittir ve

d
P(c<x<d) =j f(x)dx

ile hesaplanabilir. Burada P(c <x <d) X’inc
ve d araliginda olma olasiligini gosterir.

P(—o0o <x < +o) yani Xin —oo Ve +oo
arasinda olma olasiligi 1 olup bu

durum

+00
P(+0o <x < —o0) = fx)dx =1 0

— o c X d
ile ifade edilir.

Uygulama-9: “uygulama-9.exe” olarak adlandiracaginiz bir exel dosyasi aginiz. Asagidaki
tabloda verilen x/z degerleri i¢in f(z), f1(X), f2(X), fa(x), fa(x) ve fs(X) degerlerini hesaplayip, z-f(z),
X- T1(X), X-f2(X), x-f3(X), X-fa(X) ve x-fs(x) grafiklerini exel programinda ¢iziniz.
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Exelde yapilan hesaplamalar ve grafikler agagidaki gibi olur:

1 2 _3\ 2
f@)=7=e=® () = e (5) —+=0,399043
Xz | X% =0, 6=1 X =5,5=05 | X =5,S=1 X =5,5=2 | X =5,S=3 X =5, S=4
f(z) fi(x) f2(x) fa(x) fa(x) f5(x)
10 | 7,696E-23 1,539E-22 1,487E-06 8,765E-03 3,316E-02 4,567E-02
9 1,028E-18 1,011E-14 1,338E-04 2,700E-02 5,468E-02 6,050E-02
8 5,053E-15 1,215E-08 4,432E-03 6,477E-02 8,067E-02 7,530E-02
7 9,136E-12 2,677E-04 5,400E-02 1,210E-01 1,065E-01 8,803E-02
6 6,077E-09 1,080E-01 2,420E-01 1,761E-01 1,258E-01 9,668E-02
5 1,487E-06 7,980E-01 3,990E-01 1,995E-01 1,330E-01 9,975E-02
4 1,338E-04 1,080E-01 2,420E-01 1,761E-01 1,258E-01 9,668E-02
3 4,432E-03 2,677E-04 5,400E-02 1,210E-01 1,065E-01 8,803E-02
2 5,400E-02 1,215E-08 4,432E-03 6,477E-02 8,067E-02 7,530E-02
1 2,420E-01 1,011E-14 1,338E-04 2,700E-02 5,468E-02 6,050E-02
0 3,990E-01 1,539E-22 1,487E-06 8,765E-03 3,316E-02 4,567E-02
-1 2,420E-01 4,293E-32 6,077E-09 2,216E-03 1,800E-02 3,238E-02
-2 5,400E-02 2,194E-43 9,136E-12 4,364E-04 8,742E-03 2,157E-02
-3 4,432E-03 2,053E-56 5,053E-15 6,692E-05 3,799E-03 1,350E-02
-4 1,338E-04 3,518E-71 1,028E-18 7,993E-06 1,477E-03 7,936E-03
-5 1,487E-06 1,104E-87 7,696E-23 7,435E-07 5,142E-04 4,383E-03
-6 6,077E-09 6,349E-106 2,119E-27 5,386E-08 1,601E-04 2,274E-03
-7 9,136E-12 6,686E-126 2,147E-32 3,038E-09 4,462E-05 1,108E-03
-8 5,053E-15 1,290E-147 8,000E-38 1,335E-10 1,113E-05 5,073E-04
-9 1,028E-18 4,556E-171 1,097E-43 4,568E-12 2,482E-06 2,182E-04
-10 | 7,696E-23 2,948E-196 5,532E-50 1,217E-13 4,956E-07 8,816E-05
Standart Normal Dagihim Standart Sapmalar1 Farkli Normal Dagihim Egrileri
65 6%
N —e—0nt=5,5=05 g
—e— Ort.=0, S=1 Y= !

---¢--- Ort.=5, S=1

Ort=5, S=2 0,7
- -o- - Ort.=5, S=3
Ort.=5, S=4

0,4

« L J
-10-9-8-7-6-5-4-3-2-10123 45678910 -10
z

Uygulama-10(a): Asagidaki tabloda 10 6grencinin Tiirkge, Matematik ve Fizik derslerinden
aldig1 puanlar vardir. Bu puanlar1 z-puanina doniistiiriip, z-puanlarin ortalamasinin 0, standart
sapmasinin da 1 oldugunu standart normal dagilim grafikleri ile gosteriniz.
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SPSS programinda Deneme-5.5av

Ogrenci | Tiirkece | Matematik | Fizik | z-Tiirkce | z-Matematik | z-Fizik RN

0 90 =0 25 1032365 | 156621 104484 dosyasi agarak.verllgljl girilir ve

2 80 40 30 | -0,60107 | -0,07483 0,65786 | su adimlar takip edilir: Analyze

3 70 30 30 -1,52579 | -1,82251 -0,65786 | — Descripﬁve Statistics —

4 70 45 45 | -1,52579 | -0,55099 0,50307 .

5 100 50 50 | 124837 | -0,12715 0,39004 ]?esctrlptheS (a(;1.1an pencere(.le

6 100 55 55 | 1,04837 | 0,29669 127700 | turkge, matematik ve fizik

7 95 60 60 | 0,78601 | 0,72053 166400 | degiskenleri sag  pencereye

g gg 2(5) gg 8122% lélf;73175 82%22 aktarilir ve “standartized values as
) ) ) : it}

10 90 50 25 | 032365 | -0,12715 0245, | variables” tiklamir) — OK. Agilan

cikti  dosyast  kaydedilmeden

kapatilir. Data sayfasina gidildiginde z-puanlar goriiliir. Tekrar su adimlar takip edilir: Descriptive
Statistics — Desctriptives (agilan pencerede “reset” isleminden sonara z-tiirkge, z-matematik ve z-
fizik degiskenleri sag pencereye aktarilir ve “standartized values as variables” daki tik kaldirilir.)
— OK. Asagidaki sonuglar elde edilir.

Tabloda z-puanlarm X = 0ve S =

i N Minimum ~ Maximum Mean Std. Deviation 10l dugu gérﬁh’jr. Ham puanlara gére
Zscore(Tirkce) 10 -1,52579 1,24837 0000000 1,00000000 7 nolu égrencinin Tiirkge dersi fizik
Zscore(Matematik) 10 -1,82251 1,56821  ,0000000  1,00000000 dersine gore daha iyi gé’)zﬁkmekte dir.
Zscore(Fizik) 10 -1,04484 1,66400  ,0000000  1,00000000 Aslinda Fizik dersinden Tﬁrk(; e
Valid N (listwise) 10

dersine gore daha basarilidir.

z-puanlarin standart normal dagilim karakteristiklerini gérebilmek i¢in gorebilmek i¢in Uygulama-
3(d)’deki adimlar takip edilerek asagidaki sonuglar elde edilir:

_ 30
20 — 3,0
2,57 2,57
ol 2,07
2,0 — o2 — —
> 3 d 3 N\
3 & 154 Q 15+
O 10 — —_— S 15 s L
s b = o
3 o} O \
2 T 107 L 10
- - \ \
0,5
0,57 \ 0,5_/ \
/| N N
0,0 | 0.0 0.0~ |
y ) -2,00000 -1,00000 000000 100000 2,0000(
-2,00000 -1,00000 0,00000 1,00000 2,00001 200000 -1,00000 0,00000  1,00000  2,0000¢
Zscore(Matematik) Zscore(Fizik)

Zscore(Tiirkce)

Uygulama-10(b): Deneme-5.sav dosyasinda z-puanlarini buldugumuz ham puanlarin T-
puanlarini bulup bu puanlarin ortalama ve standart sapmasini gdsteren tablo ¢iktisini elde ediniz.

Ogrenci | Tiirkece | Matematik | Fizik | T-Tiirkce | T-Matematik | T-Fizik
1 90 70 25
2 80 40 30
3 70 30 30
4 70 45 45
5 100 50 50
6 100 55 55
7 95 60 60
8 85 65 30
9 85 50 35
10 90 50 25
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T-puanlarin1 bulmak icin su adimlar takip edilir: Transform — Compute (Agilan sayfada “target
variable kismina “T Tiirkce” yazilir, esitligin sag kismindaki pencereye (10*zTiirkce)+50 bagintisi
yazilir) — OK. zMatematik ve zFizik i¢inde ayni islemler yapilir. Veri sayfasinda T-puanlar

asagidaki gibi goriliir.
Daha sonra yandaki tabloyu elde etmek N Minimum  Maximum  Mean  Std. Deviation
icin; Descriptive Statistics — Desctriptives ~ T_Titkee 10 34,74 6248 50,0000 10,00000
(agilan pencerede T-tlirkge, T-matematik ve T_Matematik 10 31,77 65,68 50,0000 10,00000
T-fizik degiskenleri sag pencereye aktarilir) T Fizk 10 39,65 66,64 50,0000 10,00000
— OK iglemleri takip edilir. T-puanlarin  ValidN (listwise) 10
ortalamasinin 50, standart sapmasinin da 10
oldugu tablodan goriiliir. = :
Uygulama-11(b): Yanda 30 6grencinin Fizik dersinden aldigi puanlar 1gr 12)2'_ ' _ZiFlgzg e
verilmistir. Bu puanlar1 hem exel de (uygulamal4.exe dosyasi) hem de SPSS 20 - 1’ 53732
de (deneme 6.sav) veri olarak giriniz. (&) z-fizik puanlarini her iki 313 RICETED
programda bulup karsilastiriniz. (b) Exelde fizik ve z-fizik puanlarin olasiik [7 |30 -1:09386
yogunluk fonksiyonlarin1 bularak normal ve standart normal dagilim |5 30 ~1,09386
grafiklerini ¢iziniz. Bu egrileri SPSS’in otomatik olarak ¢izdigi grafikle [§ 30 -1,09386
karsilastiriniz. (C) Ortalama, standart sapma, ¢arpiklik ve basiklik degerlerini |7 40 -0,65040
exelde hesaplayip SPSS dekiler ile karsilagtirmiz. 8 40 -0,65040
(a) z-fizik puanlari SPSS de Uygulama 10(a)’daki adimlar takip edilerek, [9 | 40 -0,65040
Exel’de de (X — X)/S formiilii ile hesaplama yapilarak bulundu. 10 |40 -0,65040
(b) Exelde, fizik ve z-fizik puanlarin olasihik yogunluk fonksiyonlar1 | 11 | 50 -0,20695
hesaplanarak normal ve standart normal dagilim grafikleri asagidaki gibi | 12 | 50 -0,20695
¢izildi: 13 |50 -0,20695
0,020 ¢ 8,5 14 |50 -0,20695
0018 [ 15 | 50 -0,20695
0016 | & 16 |50  |-0,20695
0014 | & 17 |60 [0,23651
0012 18 60  [0,23651
0010 19 [60  [0,23651
0008 20 |80 | 0,23651
0,006 ORT=54.666667 21 |70 0,67997
0004 s 2 D 06799
0,002 B=-0,55369 _ 3 |70 0,67997
0,000 Frooioiiieeiiiiiii g 24 70 0,67997
0 20 40 60 80 1200 -3 -2 -1 0 1 2 2 | 80 1,12343
X z 26 |80 1,12343
27 | 80 1,12343
SPSS de otomatk oarak ¢izilen grafikler ve deger tablolar1 ise asagidaki 28 | 90 1,56688
gibidir: 29 | 90 1,56688
o] 30 | 100 2,01034

— 6=
Mean = -4,7184479E-16

/ Mean = 54,67 5— Std. Dev. = 1,00000
Std. Dev. = 22,55 N =30
N =30
4—

>
\ 3 / ‘

5

El /

o

L

T 2

%
I I I I I I I ° ! !
-2,00000 -1,00000 0,00000 1,00000 2,00000 3,00000
(o] 20 40 60 80 100 120
fizik_puan Zscore(fizik_puan)

(C) Ortalama, standart sapma, garpiklik ve basiklik degerleri tablodaki gibidir.
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Zscore(fizik_

fizik_puan puan)

N Valid 30 30

Missing [0} o
Mean 54,67 ,0000000
Median 50,00 -,2069469
Mode 50 -,20695
Std. Deviation 22,550 1,00000000
Skewness ,047 ,047
Std. Error of Skewness 427 427
Kurtosis -,554 -,554
Std. Error of Kurtosis ,833 ,833
Minimum 10 -1,98078
Maximum 100 2,01034

Buraya kadar olan kisimda normal ve standart normal dagilim olasilik yogunluk fonksiyonlarindan
dagilim egrilerinin ¢izimi iizerine uygulamalar yapildi. Bundan sonraki kisimda standart normal
dagilim egrisinin altinda kalan alan ile olasilik hesaplama islemlerine yer verilecektir.

Z-Tablosuyla Olasilik Hesaplari: z-f(z) egrisi bir standart normal dagilm egrisi olup z-
tablosu kullanilarak agagida verilen 6rneklerdeki gibi olasilik hesaplamalar: yapilabilir:

a)
\%

A
)y T

f(2)
N

1. P(0 < z < 1.23): z degerlerinin 0 ve 1.23 arasinda bulunma I
olasihigmi (sekildeki tarali kismin alanini) z-tablosundan 02 |
yararlanarak bulunuz. ’

P(0 <z < 1.23) = 0.3907 (z-tablosunun siitunundaki 1.2 ile /

satirindaki 0.03 kesistirilerek 0.3907 bulunur.) ¢ ?

Benzer sekilde z-tablosundan yararlanarak asagidaki
olasilik degerleri z-tablosundan bulunur ;

P(0<z<1.10)=0.3643 P(0<z<1.14)=0.3729 P(0<z<1.18)=0.3810
P(0<z<1.11)=0.3665 P(0<z<1.15)=0.3749 P(0<z<1.19) =0.3830
P(0<z<1.12) =0.3686 P(0<z<1.16) =0.3770
P(0<z<1.13)=0.3708 P(0<z<1.17)=0.3790

z |0.00 |0.01 0.02 |0.03 |0.04 |0.05 [0.06 [0.07 |0.08 [0.09
1.1]0.3643 | 0.3665 | 0.3686 | 0.3708 | 0.3729 | 0.3749]0.3770]0.3790 | 0.3810 | 0.3830

2. P( > 1.23): z degerlerinin 1.23 den biiyiik olma
olasiligini (sekilde tarali kismin alanini)
z-tablosundan yararlanarak bulunuz.

P(>1.23)={1—[2x P(0 < z < 1.23)]}/2
={1 — [2 x 0.3907]}/2
=0.1093

3. P(0.50 < z < 1.50): z degerlerinin 0.5 ve 1.50 arasinda bulunma olasihigini (sekildeki tarali
kismin alanini) z-tablosundan yararlanarak bulunuz.
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P(0 <z<0.5)=0,1915 o4

P(>1.50)={1—[2x P(0 < z < 1.50)]}/2
={1 — [2 x 0.4332]}/2= 0.06673

02 r |—
1-[2 X (0,1915+0.06673)] = 0,48354
P(0.50 < z < 1.50)= 0,48354/2 = 0,24177 4 03 2 4.0 1 2
Zz

4. Bir siniftaki 6grencilerin Fizik basar1 testine gére puanlar1 normal dagilim gdstermekte olup
ortalamas1 55 standart sapmasi 15 dir. Bu sinava 100 6grenci girmistir.

(a) Her hangi bir 6grencinin bu dersten 65’den daha yiiksek bir not alma olasilig1 nedir? (Sinavdan
65’den fazla not alan 6grenci sayisini da bulunuz)

(b) Her hangi bir 6grencinin bu dersten 65’den daha disiik bir not alma olasilig1 nedir? (Sinavdan
65’den az not alan 6grenci sayisini da bulunuz)

(c) Herhangi bir 6grencinin 35’den az puan alma olasilig1 nedir? (Sinavdan 35’den az not alan
Ogrenci sayisini da bulunuz)

(d) Herhangi bir 6grencinin 35-65 arasinda bir not alma olasiligi nedir? (Smavda 65 ile 35 arasinda
not alan 6grenci sayisini da bulunuz)

(a) 65’in z-puani asagidaki gibi hesaplanir:

X-X
z(puan) = —
65—55 10

15 15

2(65) = = 0.666 = 0.67

P(>0.67)={1—[2xP(0 < z < 0.67)]}/2
={1 — [2 x 0.2486]}/2
= 0.2514 (%25.14)

65’den fazla not alan 6grenci sayisi; n( > 65) = 100x(25.14/100) = 25 6grenci

(b) P(<0.67)=1-0.2514 = 0.7486 (%74.86)

65’den az not alan 6grenci sayisi; n(< 65) = 100x(74.86/100) = 75 dgrenci

(¢) 35’nin z-puanmi asagidaki gibi hesaplanir: _,_\U#
~
=
Gy B8 20 02 |
2B =g =z =t -

P( <-1.33) sekildeki tarali bolgenin alanidir.
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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P(<-133)={1—-[2xP(0<z<1.33)]}/2
={1—[2 x 0.4082]}/2
=0.0918 (%9.18) 35’den az not alan dgrenci sayist; n(< 35) = 100x(9.18/100) = 9 6grenci

ran. |
o=

S
[

(d) 65 ve 35’in z-puanlar1 asagidaki gibidir:

2(65) = 0.67 ve z(35) = —1.33

P(<-1.33) = 0.0918, P(>0.67) =0.2514

P(0.67 <z <-1.33) = 1- (0.0918 + 0.2514 ) =1 0.3432 = 0.6568 (%65.68)

35 ve 65 arasi not alan 6grenci sayist (35<n< 65) =100x(15.96/100) = 16 6grenci

5. Bir veri setindeki z-degerlerinin standart normal dagilimi grafikteki gibidir. Buna gore;
a) P(<-1.96) =? b) P(>1.96) =? c) P(-1,96 <z < 1.96) =?

I . /2

.,

-3,92 -2,94 -1,96 -0,98 0,00 0,98 1,96 2,94 3,92
z

fa) 1
U

P(-1.96< z < 0) = 0.4750

(a) P(<-1.96) = [1-(2x0.4750)]/2 = 0.025
(b) P(>-1.96) = [1-(2x0.4750)])/2 = 0.025
(c) P(-1,96 < z < 1.96) = 0,4750 x2 = 0.95
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6. Bir veri setindeki z-degerlerinin standart normal dagilimi grafikteki gibidir.
a)P(<-1.64)=? b)P(>-164)=? c)P(>1.64)=? d)P(<1.64)=?

P
e

s
=
0,2 |
P(<-164) I
\ _
< 00 T :
4,10 -3,28 -2,46 -1,64 -0,82 0,00 0,82 1,64 246 3,28 4,10
z
a) P(<-1.64)={1—[2xP(0< z< 1.64)]}/2
={1 — [2 x 0.4495]}/2
=0.050
b) P(> - 1.64) = 1-0.050 = 0.95
=
~ L L~
0,2 P(>164)
: %

-4,10 -3,28 -2,46 -1,64 —0,82- 0,00 0,82 1,64 246 3,28 4,10
z

) P(> 1.64)={1—[2x P(0 < z < 1.64)]}/2
={1 — [2 X 0.4495]}/2
= 0.050

d) P(< 1.64) = 1-0.050 = 0.95



